NOTE SUR LES OPERATIONS DE GROTHENDIECK ET LA REALISATION DE
BETTI

par

Joseph Ayoub

Résumé. — Le but de cette note est de prouver que la réalisation de Betti des motifs est compatible avec les six opérations
de Grothendieck et les foncteurs cycles proches qui, dans le monde motivique, ont été étudiés dans [Ayo07al, [AyoO7b]|.
On reprend d’abord la construction de la réalisation de Betti. On établit ensuite des critéres abstraits qui, appliqués a
la réalisation de Betti, fournissent les compatibilités souhaitées, sauf celle qui concerne les foncteurs cycles proches. Ces
derniers seront traités dans une section a part.

Abstract. — The purpose of this note is to show that the Betti realization of motives is compatible with Grothendieck’s six
operations and the nearby cycles functors, which in the motivic world, were studied in [Ayo07b]. We first review

the construction of the Betti realization. Then, we establish some general criteria which, applied to the Betti realization,
give the compatibilities we seek except for the one concerning the nearby cycles functors. The latter will be treated in a
separate section.
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Introduction

Les six opérations de Grothendieck et les foncteurs cycles proches, d’abord inventés pour les faisceaux étales et ¢-
adiques [AGV72, DeKaT3|, existent dans d’autres contextes, notamment pour les faisceaux abéliens sur des espaces
topologiques localement compacts (voir par exemple [KaSc90]), pour les modules de Hodge mixtes au sens de Saito
[Sai90], mais aussi pour les motifs au sens de Morel et Voevodsky [Ayo07al,[Ayo07b]. Une question naturelle se pose
alors : comment ces opérations se comportent vis a vis des réalisations (¢-adique, Betti, Hodge, etc) des motifs. Dans
cette note, on se propose de répondre a cette question dans le cas de la réalisation de Betti.

Etant donné un schéma de type fini X défini sur un corps k plongé dans C, on note X** I’ensemble X (C) muni
de sa structure naturelle d’espace analytique complexe. On note D(X?") la catégorie dérivée des faisceaux de groupes
abéliens sur X?* (pour la topologie usuelle). On note SH(X) la catégorie homotopique stable des X-schémas et
SH*(X) la sous-catégorie pleine des objets compacts (voir Déf. 2.1.18]).

La réalisation de Betti (relativement & X), dont la construction sera donnée plus loin, est un foncteur monoidal
symétrique et unitaire Bettix : SH(X) —— D(X?") . Notons Betti'y la restriction de ce foncteur a SH**(X). Etant

donné un morphisme f: Y —— X de k-schémas quasi-projectifs, on construira des isomorphismes canoniques
(f*™)* o Betti’y ~ Bettiy o f* et Betti’y o f. ~ f2" o Bettiy,,
fi" o Bettit, ~ Betti’y o fi et Bettiy o f' ~ (f*") o Bettily.

On montrera ensuite que la transformation naturelle

Betti’y Hom (A, B) —— Hom(Betti'y (A4), Betti’y (B))
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est inversible pour tout A et B dans SH®(X). Enfin, étant donné un morphisme de k-schémas quasi-projectifs
f: X—— A}, on construira un isomorphisme naturel W an o Betti'Xn ~ Bettiy o Uy ou X, = f~H(Gmy) et
Xo = f_l(o)'

La présente note se situe dans la continuation de la thése de 'auteur [Ayo07al, [AyoO7b| dont on reprend les
notations. Les références a cette thése étant nombreuses, le lecteur est avisé d’avoir sous la main une copie de [Ayo07a)
et [Ayo07b]. Certains résultats de cette note sont utilisés dans [AZ09].

1. Catégories homotopiques des X-espaces analytiques

Dans cette sous-section, on reprend la construction de Morel et Voevodsky [MV99] de leurs catégories homotopiques
stables des schémas en remplacant les schémas par les espaces analytiques complexes. On verra que la théorie ainsi
obtenue est équivalente, dans le cas absolu, a la théorie de ’homotopie stable classique. Dans toute la suite, un espace
analytique complexe est un «complex space» au sens de [GrRe84| que l'on supposera implicitement dénombrable a
Pinfini (i.e., égal & une réunion dénombrable de sous-ensembles compacts).

Une catégorie de coefficients est une catégorie de modéles 9t munie d’un ensemble d’objets € C Ob(9) et vérifiant
les conditions suivantes :

1. 90 est propre a gauche, présentable par cofibrations et stable.
2. Les équivalences faibles et les fibrations de 9t sont stables par coproduits et colimites filtrantes.

3. Les objets de & sont homotopiquement compacts et engendrent la catégorie triangulée avec sommes infinies
Ho(9M).

11 s’agit 1a d’une notion légérement plus restrictive que celle adoptée dans [Ayo07b|, Déf. 4.4.23] auquel on renvoie
le lecteur pour les définitions des termes employés ci-dessus. Dans la suite, une catégorie de coefficients 9 sera fixée
une fois pour toute. On supposera que les objets appartenant & € sont cofibrants et que € est stable (a isomorphisme
prés dans Ho(901)) par les foncteurs de suspension et cosuspension. Le lecteur ne perdra rien a supposer que 91 est la
catégorie des complexes de groupes abéliens munie de sa structure projective ou celle des spectres symétriques munie
de sa structure projective stable.

DEFINITION 1.1 — Soit X un espace analytique compleze. On note AnSm/X la catégorie dont les objets sont
les X -espaces analytiques lisses (i.e., les morphismes lisses d’espaces analytiques complezxes). On munit cette catégorie
de la topologie usuelle (qu’on abrégera par usu) engendrée par la prétopologie dont les familles couvrantes sont les
(Vi = Y)ier avec Y un X-espace analytique lisse et V; des owverts de Y wvérifiant Y = U;efV;.

Par [Ayo07b| Prop. 4.4.16], on peut munir la catégorie des préfaisceaux PreShv(AnSm/X, 91) d’une structure
de modéles projective (W, Cof,.;, Fib,0;). La classe W (resp. Fibp,,;) est celle des morphismes f : F—— G
induisant une équivalence faible (resp. une fibration) f(Y) : F(Y) —— G(Y) pour tout X-espace analytique lisse
Y. La classe Cof,,;,; est définie par la propriété de relévement & gauche par rapport & W N Fiby,.;.

Pour un objet A de M, on notera Ay le préfaiscean constant sur AnSm/X ayant A pour valeurs. Etant donné un

X-espace analytique lisse Y, on peut former, comme dans [Ayo07b], Déf. 4.4.2], le préfaisceau Y ® A = Y ® A.q; défini
sur AnSm/X et a valeurs dans 9. On a la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2 — La catégorie homotopique Ho(PreShv(AnSm/X,9N)) coincide avec sa plus petite sous-
catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme Y ® A avec Y un X -espace analytique
lisse et A € E.

DEMONSTRATION Les Y ® A sont des objets compacts de Ho(PreShv(AnSm/X,9)). Ceci découle immédiatement
du fait que A et compact et que les coproduits préservent les préfaisceaux projectivement fibrants. Par ailleurs, soit
f: F—— G un morphisme de préfaisceaux projectivement fibrants sur AnSm/X tel que ’homomorphisme

7T0(Y®A,F) 4)7T0(Y ®A,G)
est bijectif pour tout X-espace analytique lisse Y et A € €. Par adjonction, on obtient que ’homomorphisme
mo(A, F(Y)) —— mo(4,G(Y))

est bijectif. Il vient que f est une équivalence faible de préfaisceaux puisque Ho(91) est compactement engendrée par

€. (Rappelons que nous avons supposé que € est stable par suspension et cosuspension & isomorphismes prés dans
Ho(91).) On a donc montré que la famille des foncteurs

homggo(Preshv(Ansm/x,m)) (Y ® A, —) : Ho(PreShv(AnSm/X,0M)) —— Ab

est conservative. Par [Ayo07a, Prop. 2.1.27|, la catégorie triangulée Ho(PreShv(AnSm/X,901)) est compactement
engendrée par les Y ® A. (On utilise ici que la catégorie AnSm/X est essentiellement petite pour trouver un ensemble
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de X-espaces analytiques lisses contenant des représentants de toutes les classes d’isomorphisme de AnSm/X.) D’ou
le résultat. C.Q.F.D

Remarque 1.3 — La preuve de la proposition [I.2] montre plus précisément et d’une fagon plus général que la
catégorie triangulée avec sommes infinies Ho(PreShv(C, 1)) est compactement engendrée par les objets de la forme
X ® A avec X € Ob(C) et A € & et ceci pour toute catégorie essentiellement petite €. Ce fait nous sera utile dans la
suite (notamment dans la preuve de la proposition .

Par [Ayo07b, Déf. 4.4.33], on peut localiser la structure de modéles ci-dessus pour obtenir la structure projective
usu-locale (W gy, Cof o, Fibproj—usu). Rappelons ici la définition de la classe W g, dont les éléments sont appelés
les équivalences usu-locales. Soit A € € et F € PreShv(AnSm/X,9). On note (A4, F) le préfaisceau qui & un
X-espace analytique lisse Y associe le groupe abélien 7o(A, F(Y)) et II§3" (A, F) le usu-faisceau associé a IIg(A, F).
Un morphisme de préfaisceaux f: F—— G sur AnSm/X a valeurs dans 90t est une équivalence usu-locale lorsque
le morphisme II§*" (A, f) : TI§(A, F) —— [I§""(A, G) est inversible pour tout A € €.

Dans la suite, on note D' = {z € C,|z| < 1} qu'on munit de sa structure d’espace analytique complexe évidente.
On note aussi D" = (D')" et D% = D" x X qu’on considére comme un X-espace analytique lisse via la projection sur
le second facteur. On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4 — La catégorie homotopique Hogs, (PreShv(AnSm/X,9)) coincide avec sa plus petite sous-

catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme Dy @ A avec U un ouvert de X,
neNetAet.

DEMONSTRATION Notons T C Hoyg, (PreShv(AnSm/X,91)) la plus petite sous-catégorie triangulée, stable par
sommes infinies et contenant les Dy ® A avec U, n et A comme dans ’énoncé. Par la proposition @ il suffit de
montrer que Y ® A € Ob(T) pour tout X-espace analytique lisse Y. On ne restreint pas la généralité en supposant que
Y est partout de dimension relative d. On divise la preuve en deux parties. Dans la premiére, on établit un résultat
technique.

Etape 1 : Soit r: R. —— Y un hyper-recouvrement (voir par exemple [DHI04]) pour la topologie usuelle avec R,,

un coproduit d’ouverts de Y. On dispose d’un foncteur colimite homotopique
L(pa)s : Housu(PreShv(A x AnSm/X,MM)) —— Hoys, (PreShv(AnSm/ X, 90))
adjoint a gauche du foncteur «objet simplicial constanty. L’augmentation r induit un morphisme

(1) L(pa)s(R. ® A) — Y @ A.

Dans cette étape, on montre que (1)) est inversible.
Considérons le petit site (Ouv(Y),usu) des ouverts de ¥ muni de la topologie usuelle. On dispose d’un pseudo-
morphisme de sites (au sens de [Ayo07b| Déf. 4.4.49])

q¢: (AnSm/X, usu) —— (Ouv(Y), usu)

donné par 'inclusion évidente Ouv(Y') C AnSm/X. Par [Ayo07bl Th. 4.4.50], le foncteur image directe ¢* admet un
foncteur dérivé a gauche

Lg" : Hoysu(PreShv(Ouv(Y),9)) —— Hoys (PreShv(AnSm/X,9M)) .

De plus, on dispose d’un carré commutatif & un isomorphisme canonique prés (comme on voit immédiatement en
passant aux adjoints a droite)

L(pa)s

Hous, (PreShv(A x Ouv(Y),M)) —————— Hoysy (PreShv(Ouv(Y), M)
Lq*l qu*
L
Houou (PreShv(A x AnSm/X, M) — 2%, Ho,..(PreShv(AnSm/ X, 9)).

11 suffit donc de montrer que (1)) est inversible en tant que fleche de Hoyg, (PreShv(Ouv(Y'),M)).
Pour y € Y, on note ¥ (y) le systéme cofiltrant des voisinages ouverts de y dans Y. Le foncteur

y* : PreShv(Ouv(Y), M) —— M

qui & un préfaisceau F' associe y*(F) = Colimycy () F(V) envoie les équivalences usu-locales sur des équivalences
faibles. Il induit donc un foncteur

(2) y" : Hoysu(PreShv(Ouv(Y),9)) —— Ho(M) .
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Lorsque y parcourt Y, les foncteurs forment une famille conservative. Il suffit donc de montrer que
3) y'Lpa)i(R. ® A) =L(pa)s(y*(R.) ® A) —— A

est inversible pour tout y € Y. Or, le morhisme y*(R.) —— % (avec % un objet final de la catégorie des ensembles)

est une équivalence d’homotopie puisque R. est un hyper-recouvrement de Y. D’ou le résultat recherché.
Etape 2 : Comme Y est lisse, on peut trouver un hyper-recouvrement R. —— Y avec R, un coproduit d’ouverts

de Y isomorphes & D¢ avec U des ouverts de X. Par I'étape précédente, il suffit de montrer que L(pa)s(R. @ A) est
dans T. Considérons le foncteur composé

6 : Ho(PreShv(A x AnSm/X,9)) —— Hoys, (PreShv(A x AnSm/ X, 9))

JVL(pA)u

Hoys, (PreShv(AnSm/X,I)).

1l s’agit de montrer que I'image de R. ® A par # est dans J. Etant donné que 6((n,D¢) ® A) = D¢, ® A pour tout
n € A et que § commute aux sommes infinies, il suffit de montrer que R. ® A est dans la sous-catégorie triangulée avec
sommes infinies 7/ C Ho(PreShv(A x AnSm/X,9M)) compactement engendrée par les objets de la forme (n, D%)® A.

Notons C la sous-catégorie pleine de AnSm/X dont les objets sont les X-espaces analytiques lisses isomorphes a ID)‘{,
avec U un ouvert de X. On dispose d’un foncteur triangulé évident

Ho(PreShv(A x C,9)) —— Ho(PreShv(A x AnSm/X,9M))

qui est l'identité sur les objets de la forme (n, ID)‘li]) ® A. Il est clair que notre objet R. ® A est dans I'image de ce
foncteur. Or, Ho(PreShv(A x C,90)) est compactement engendrée par les objets (n x DY) ® A. La proposition est
démontrée. C.Q.F.D

Considérons maintenant la localisation de Bousfield de la structure projective usu-locale par rapport a la classe
des fleches DL, ® A - Y @ A avec Y un X-espace analytique lisse et A € €. On obtient ainsi la structure projec-
tive (D', usu)-locale (W1 _ ey, Cofprojs Fibp: _ysu_proj) €t on notera Hopi_ g, (PreShv(AnSm/X,9)) sa catégorie

homotopique.
Comme dans [Ayo07b| Lem. 4.5.13], un objet projectivement usu-fibrant F' de PreShv(AnSm/X, ) est D!-local

si et seulement si le morphisme F —— hom (DY, F), induit par la projection structurale de D% sur X, est une

équivalence usu-locale. Rappelons (voir [AyoO7b| Sect. 4.4.1]) que pour un X-espace analytique Y, le préfaisceau
hom(Y, F') est donné par Passociation T ~» F(Y xx 1).

PROPOSITION 1.5 — La catégorie homotopique Hop: _ g, (PreShv(AnSm/X,9N)) coincide avec sa plus petite

sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets de la forme U ® A avec U un ouvert de X
et Ae€é&.

DEMONSTRATION L’énoncé découle imméditament de la proposition et du fait que les objets D, ® A sont iso-
morphes & U ® A dans Hop1 _ s, (PreShv(AnSm/X,0)). C.Q.F.D

Rappelons qu’on avait noté Ouv(X) l’ensemble des ouverts de X ordonné par linclusion. On appellera tx :
Ouv(X) C AnSm/X linclusion évidente qui fournit un couple de foncteurs adjoints

(X, tx+) 1 PreShv(Ouv(X),9) —— PreShv(AnSm/X, ).

On vérifie immédiatement que ¢x est un morphisme de sites pour les topologies usuelles. Il vient que le foncteur ¢%
préserve les équivalences usu-locales. Il se dérive donc trivialement pour donner un foncteur

(4) tx ¢ Dop(X) = Hoysu(PreShv(Ouv(X),M)) —— Hoysy (PreShv(AnSm/ X, 90)).
On a le résultat clef suivant :
PROPOSITION 1.6 — Le foncteur prend ses valeurs dans la sous-catégorie des objets D'-locaus.

DEMONSTRATION Soit K un préfaisceau sur Ouv(X) a valeurs dans 9. On cherche a montrer que ¢’ (K) est D!-local
en tant qu'objet de Hoyg, (PreShv(AnSm/X,9t)). On fixe une cofibration projective usu-triviale % (K) —— L

avec L un préfaisceau projectivement usu-fibrant. Ceci nous rameéne & prouver que L %hom(Dﬁ(,L) est une

équivalence usu-locale. On divisera la preuve de cela en trois étapes. La premiére étape servira essentiellement a
introduire quelques notations.
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Etape A : On dispose d’un foncteur oy : AnSm/X —— Ouv(X) qui & un X-espace analytique lisse Y associe

Pouvert ox (Y) image du morphisme structural Y —— X . Il est facile de voir que ox est un adjoint & gauche de
tx. Il induit de plus un couple de foncteurs adjoints sur les catégories de préfaisceaux

(0k,0x%) : PreShv(AnSm/X,9) —— PreShv(Ouv(X),IMN).

L’association T ~» . qui & un foncteur  associe le foncteur «préfaisceau image directe» suivant § est covariante
et monoidale (pour la composition des foncteurs). L’adjonction (ox,tx) induit alors une adjonction (0xs,txs). En
passant aux adjoints & gauche, on déduit un deuxiéme couple de foncteurs adjoints (0%, % ). I vient que les foncteurs
% et ox. sont canoniquement isomorphes. On a donc t% (K)(Y) ~ K(ox(Y)) pour tout X-espace analytique lisse.

Dans la suite, étant donnés un préfaisceau F' sur AnSm/X et un pro-objet (V;);cg de AnSm/ X, on posera F((V;)icg) =
Colim;eg F(V;) et hom((V;)seq, F) = Colim;cshom(V;, F'). Les exemples typiques de tels pro-objets sont les systémes
cofiltrants des voisinages ouverts d’une partie P dans un X-espace analytique Y. Ces pro-objets seront notés ¥y (P).
Etape B : On note U le systéme cofiltrant des voisinages ouverts du segment [0,1] C C qu’on considérera comme un
pro-objet de variétés complexes. Plus généralement, pour des réels a < b, on note Ula, b] le systéme cofiltrant des
voisinages ouverts du segment [a,b] C C. On pose Ux =U x X et Ux|a,b] = Ula,b] x X.

Dans cette étape, nous montrerons que

(5) L ——hom(Ux, L)

est une équivalence usu-locale. Par la preuve de [Ayo07b|, Prop. 4.4.62|, il suffit de vérifier que les fibres de sont
des équivalences faibles pour une famille conservative de points du topos Shv g, (AnSm/X). Or, une telle famille de
points est donnée par les foncteurs

F € Shv s, (AnSm/X) ~o Colimy ey, () F'(V) = F(?x (y))
pour Y un X-espace analytique lisse et y € Y. Ceci nous rameéne & prouver que

LW (y)) — L(U x ¥y (y))

est une équivalence faible de 9t pour tout X-espace analytique lisse Y et tout point y de Y. Comme € est un ensemble
de générateurs compacts de Ho(9), il suffit de montrer I'application

(6) o (A, L)(y (y)) — Ho(A, L)(U x ¥y (y))
est bijective pour tout A € €. L’injectivité étant claire, on se concentre sur la surjectivité.

Soit av € (A4, L)(U x %3 (y)). Alors « est la classe d'un élément o € IIg(A, L)(U x V') avec U et V' des voisinages
ouverts de [0,1] C C et y € Y respectivement. Etant donné que V5 K —— L est une équivalence usu-locale, pour
tout point r € [0,1] on peut trouver des voisinages ouverts U(r) C U et V(r) C V der € C et y € Y, ainsi qu'un
éléement By (r) € To(A, % (K))(U(r) x V(r)) dont I'image dans IIo(A, L)(U(r) x V(r)) coincide avec (ao)u(r)xv(r)- On
note B(r) I'image de By(r) dans (A4, % (K))(U(r) x %y (y)). Remarquons par ailleurs que % (K)(U(r) x % (y)) =
ox«(K)(U(r) x %y (y)) = K(¥x(x)) avec z € X I'image de y par la projection structurale. Il vient que 8(r) est I'image
d’un élément de TI(A, K)(#x(x)). Etant donné que [0, 1] est compact, on peut donc trouver un entier N € N et des

éléments 3; € (A, K)(¥x(z)) pour i € [0, N — 1] tels que la condition suivante est satisfaite. L’image de 3; par la
composition

o (A, K)(¥x () —— o (A4, % (K))(Ul%, S x % (y)) —— To(A, L)(U[ %, S x ¥ (y))

coincide avec NUlL L x ¥ (y)

Soit i € 4[[0,N — 2] et montrons que 3; = B;11. Remarquons pour cela que les images de 3; et ;41 dans
Io(A, L)(U[EE, “EL] x #5-(y)) sont toutes les deux égales & CQLEL 1] vy (y) Il suffit donc de voir que le morphisme

Io(A, K)(¥x () —— Io(A, L) (U, ] x % ()
est injectif. Pour cela, on utilise le carré commutatif

(A, K)(x (z)) —— To(A, L)(U[4E, S x ¥4 (y))

(1>J~ i
o (A, 1% (K)) (% (1) — o o (A, L) ({EEL} x %4 ().

On a déja remarqué que (1) est bijective. L’application (2) est bijective du fait que +,(K) —— L est une équivalence

usu-locale. Dans la suite, on notera § la valeur commune de tous les ;.
Pour terminer cette étape, on montrera par induction sur i € [0, N — 1] que I'image de 8 dans Iy (A4, L)(U[0, +] x

N
Yy (y)) coincide oyypo, i1x s () Le cas i = N — 1 de cette induction entraine en effet que « est dans I'image de (6)).

]
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Comme L est usu-fibrant, le lemme ci-dessous fournit une suite exacte longue de groupes abéliens

T (A, LU0, ] x () ® Iy (A, L) (U[, 2] x % (y)) — o Ty (A, L)(U[ 4, ] % 5 (1)) —

Tlo(A, L)(U[0, E4] x #4 () — o Ty (A, L)(U[0, ] X %4 () & Ty (A, L)(U[, E4] x ¥ (y)) ——

(Ci-dessus, nous avons noté I1; (A4, —) pour désigner ITo (21 (A), —) ot £! est le foncteur de suspension.) Nous affirmons
que (c) est injective. Pour cela, il suffit de montrer que (b) est le morphisme nul ou encore que (a) est surjective. Du

fait que (% (K) —— L est une équivalence usu-locale, on déduit des isomorphismes
(A, K)(Fx () > T (A, o5 (K)) (Ul g, %] x ¥ (y) = Th(A, L) (Ul g, 5] < 7 ().
Clairement, cela entraine que l'application
I (A, L) (Ul 5, 5 x % (y)) — (A, L) (U, ] % % ()
est surjective et donc l'application (a) est également surjective. Le résultat recherché découle maintenant du fait que

Q|yjo, 1] 74 (y) BiNsi que I'image de § dans I(A, L)(U[0, 22 x #5(y)) ont les mémes images dans IIo(A4, L)(U[0, %] x
Yy (y)) et To(A, L)(Ul5, 54 x % (y))-

FEtape C : Dans cette étape on termine la preuve de la proposition. On note D! le systéme cofiltrant des voisinages du
disque unité {z € C; |z| < 1} € C. On dispose d’une action par homothétie

h: UxD! —— D!,

qui sur les points correspond a la multiplication d’un élément de [0, 1] par un élément de {z € C; |z| < 1}. Il s’agit
bien d’un morphisme de pro-objets dans la catégorie des variétés complexes.
Montrons d’abord que L —— hom(D};,L) est une équivalence usu-locale. La section nulle de D! induit une

rétraction hom (DY, L) —— L . On montrera que dans Hoyg, (PreShv(AnSm/X,91)) la composition de

hom (D%, L) —— L —— hom(D%;, L)

est égale a 'identité. Pour cela, on utilise le diagramme commutatif

"

hom (DY, L) —“— hom(U x DY, L)

hom(D%, L)

avec sg et s1 les sections nulles et unités de U. Il suffira donc de montrer que A* est inversible, ou ce qui revient au
méme que sj; est inversible. Mais sjj s’obtient en appliquant hom(D%, —) & s§ : hom(Ux,L) — L . Or, d’aprés
I’étape précédente, le morphisme s§ est une équivalence usu-locale entre objets projectivement usu-fibrants. D’otu le
résultat recherché.

Il est maintenant aisé de conclure. Comme L est usu-fibrant, on a

hom (DY, L) ~ HoLim,ey hom(DY (0,1 — 1), L).
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Or, on dispose de morphismes de N-systémes projectifs

... ——hom(D% (0,1 — L) ——hom(D% (0,1 — 1), L) —— hom(D% (0,1 — -15), L) ——

1
TH)’ n n—1

.. —hom(DX (0,1 - 25), L) —— hom(DX (0,1 — 1), L) — hom(DX (0,1 — +17), L) ——

N

..——hom(D% (0,1 - 1), L) —— hom(D% (0,1 — -5), L) —— hom(D% (0,1 — -15), L) ——

n—1

L L

..——hom(D% (0,1 - 1), L) —— hom(D% (0,1 — -15), L) —— hom(D% (0,1 — -15), L) ——.

On déduit immédiatement que

L =~ HoLim, ey hom (D! (0,1 — 1), L) ~ HoLim, ey hom(D' (0,1 — 1), L).

n
Ceci achéve la preuve de la proposition. C.Q.F.D

LEMME 1.7 — Soient X un espace analytique compleze et F € PreShv(AnSm/X, M) un préfaisceau projectivement
usu-fibrant. Soient Y un X -espace analytique lisse et U et V' des ouverts de Y tels que Y = U NV. Alors le carré

F(Y) —— F(U)

|
F(V)—— FUNV)

est homotopiquement cartésien et cocartésien.

DEMONSTRATION Rappelons que dans une catégorie de modéles stable, un carré est homotopiquement cartésien
si et seulement si il est homotopiquement cocartésien. On montrera donc uniquement que le carré de ’énoncé est
homotopiquement cartésien.

La preuve de cela est calquée sur la premiére partie de la preuve de [Ayo08, Cor. 1.2.32]. Nous aurons be-
soin d’utiliser la structure injective usu-locale sur PreShv(AnSm/X,9t) obtenue en localisant la structure injec-
tive par les équivalences usu-locales (voir [AyoO7b] Déf. 4.4.33]). Avec les notations de [Ayo07b] Déf. 4.4.2], si
G € PreShv(AnSm/X, ) est injectivement usu-fibrant et si w: E —— E’ est un monomorphisme de préfaisceaux
d’ensembles sur AnSm/ X, homgy (u, G) : homgy (E’, G) —— homgy, (F, G) est une fibration entre objets fibrants de

M (voir [Ayo07b|, Prop. 4.4.35]). Si de plus, u induit un isomorphisme sur les usu-faisceaux associés, homgy (u, G) est
une équivalence faible (et donc une fibration triviale). En effet, pour tout A dans &, 'application

hompgge(om) (A4, homgy (E', G)) —— homge(an) (A, homgy (E, G))
s’identifie via les adjonctions (E ® (—)cst, homgy (F, —)) et (E' ® (—)est, homgy (E', —)) &
homHousu(PreShv(AnSm/X,Em)) (E/ ® ACSh G) — homHousu(PreShv(AnSm/X,‘.m)) (E ® Acsh G)

On utilise alors [Ayo07b], Prop. 4.4.39] pour conclure.

Revenons a la preuve du lemme. Etant donné que la propriété d’étre homotopiquement cartésien est stable par
équivalences faibles de préfaisceaux, on peut supposer que F' est injectivement usu-fibrant. On a un carré cartésien de
X-espaces analytiques lisses

N
U

Comme a et o’ sont des monomorphismes, on déduit que F(a) et F(a’) sont des fibrations entre objets fibrants de
M. Pour montrer que le carré de ’énoncé est homotopiquement cartésien, il suffit donc de montrer que le morphisme

’
a

uonyv —

—=

a

—

>.<
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induit sur les fibres Fib(F(a)) —— Fib(F(a’)) est une équivalence faible. Pour cela, on considére le carré cocartésien
de préfaisceaux d’ensembles
U—Y
x —— Y/U.

Le foncteur homgy(—, F') envoie une colimite de préfaisceaux d’ensembles sur une limite de 9. On déduit alors un
carré cartésien dans 9

F(Y/U)—— F(Y)

|

a fleches verticales de fibrations. On déduit alors une équivalence faible
Fib(F(Y/U) — F(x)) —— Fib(F(Y) — F(U)) .
Le méme argument fournit une équivalence faible

Fib(F(V/UNV) — F(x)) —— Fib(F(V) — F(UNV)).

On est donc ramené en fin de compte & montrer que F(Y/U) —— F(V/UNV) est une équivalence faible. Ceci

découle du fait que V/UNV ——Y/U induit un isomorphisme sur les usu-faisceaux associés. C.Q.F.D
Considérons maintenant le foncteur

(7) % ¢ Dop(X) = Hoysy(PreShv(Ouv(X),9)) —— Hop: _ s (PreShv(AnSm/ X, 90N))

obtenu de en composant avec le foncteur de localisation par les D!-équivalences faibles. Le résultat ci-dessous est
le point clef de cette sous-section. Il s’agit d’une variante analytique et relative (i.e., au dessus d’une base) de [Rio07,
Th. 5.12] avec A°PEns remplacée par M.

THEOREME 1.8 — L’adjonction (1%, tx.) est une équivalence de Quillen lorsqu’on munit PreShv(Ouv(X), M) de
sa structure projective locale et PreShv(AnSm/X,9M) de sa structure projective (D', usu)-locale. En d’autres termes,
(7) est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION Le foncteur ¢% commute aux sommes infinies. Par la proposition il suffit donc de montrer que
(7) est pleinement fidéle. On montrera pour cela que le morphisme d'unité id —— Rux. o % est inversible.

Rappelons que dans le premiére étape de la preuve de la proposition [I.6] nous avons introduit le foncteur oy :
AnSm/X —— Ouv(X) qui & un X-espace analytique lisse Y associe 'ouvert ox(Y"), image du morphisme struc-
tural Y —— X . C’est un adjoint & gauche de tx. Nous avons également montré que les foncteurs t% et ox, sont
canoniquement isomorphes. En particulier, ox~ préserve les équivalences usu-locales et se dérive trivialement. Le
morphisme d'unité id —— Rix. ot% s’identifie alors a la transformation naturelle id, —— Rix, o 0x. déduite
par naturalité de la counité de 1'adjonction (ox,tx). Plus précisément, au niveau des catégories de modéles, cette
transformation naturelle est la composition de

) (a) (b)
1d* — 2 LXxx0OXx — LX*Q]D)l—usuOX*

ol id —— Qpz est un foncteur de remplacement (D!, usu)-fibrant. La transformation naturelle (a) est inversible

—usu
étant donné que la counité oy oty ——id est inversible. Par ailleurs, nous avons montré dans la proposition
que le foncteur oy, = t% envoie un objet de PreShv(Ouv(X),9) sur un objet D!-local de PreShv(AnSm/X,9t)
relativement & la structure usu-locale. En d’autres termes, ox.(K) —— Qp:_us,0x«(K) est une équivalence usu-

locale pour tout objet K de PreShv(Ouv(X), ). Comme tx, préserve les équivalences usu-locales, on obtient que
(b) appliquée & K € PreShv(Ouv(X), ) est une équivalence usu-locale. Ceci montre que le morphisme d’unité

id —— Rux.t% est inversible et achéve la preuve du théoreme. C.Q.F.D

Remarque 1.9 — Lorsque X = pt est 'espace analytique réduit & un point, le théoréme [I.8| fournit une équivalence
de catégories

(8) Hop: _ s, (PreShv(AnSm/pt, M) ~ Ho(9).
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Si Y est une variété analytique complexe et R. —— Y est un hyper-recouvrement de Y par des ouverts isomorphes
a des polydisques unités D%, 'objet Y ® A correspond, via I’équivalence (8)), a la colimite homotopique de 1’objet

simplicial mo(R.) ® A avec mo(R,) ensemble des composantes connexes de R,,. Ceci découle immédiatement de la
preuve de la proposition [T.4]

La derniére étape de la construction concerne la stabilisation. On utilisera pour cela le lemme ci-dessous qui découle
de la remarque [I.9]

LEMME 1.10 — Soit A € 9. Il existe un isomorphisme
Cof(Gm¥ ® A — AY™ ® A) ~ (idx) ® A[+2]
dans la catégorie triangulée Hop: _ s, (PreShv(AnSm/X, 9)).

A partir de maintenant, on supposera que 91 est une catégorie de modéles monoidale et symétrique (voir [Ayo07b),
Déf. 4.1.57]). On supposera également que € contient un objet unité 1 de 1. On notera Tx un remplacement projec-
tivement cofibrant du préfaisceau

A" ®1

Gm¥ 1’
On notera Spect?x (PreShv(AnSm/X,9M)) la catégorie des T'x-spectres symétriques de préfaisceaux sur AnSm/X a
valeurs dans 91. On peut munir cette catégorie de la structure projective déduite de I'une des structures projectives sur
PreShv(AnSm/X, ) considérées plus haut. Les structures de modeles ainsi obtenues seront notées respectivement

(Wsta COpr'oja Fibp'r‘oj—st) ) (Wusu—sta COfproj; Fibusu—proj—st) et (W]D)1 —usu—st» COfp7'0j7 Filel—usu—proj—st)'

Leurs catégories homotopiques seront désignées respectivement par un Hog:, Hoysyu—st €t Hopi _cu_s¢ placé devant
Spect%x (PreShv(AnSm/X, 91)). On pose également

SHR(X) = Hopt _yeu_st(Spect?. (PreShv(AnSm/X,9))).

On dispose d’un foncteur de suspension infinie
©)) Susgwx’z : PreShv(AnSm/X, 9) —— Spect’(PreShv(AnSm/X, M)

qui & un préfaisceau F' associe le Tx-spectre (T3" ® F),en. Clest un foncteur de Quillen & gauche lorsqu’on munit la
source de 'une des structures projectives considérées plus haut et le but de la variante stable de la méme structure.

Par le lemme et le fait que 2 est une catégorie de modeles stable, Ty est un objet inversible de la catégo-
rie monoidale symétrique Hop: g, (PreShv(AnSm/X,9M)). On déduit de [AyoO7b} Prop. 4.3.35] que (9) est une
équivalence de Quillen lorsqu’on munit la source de sa structure projective (D!, usu)-locale et le but de sa structure
projective stable déduite de la structure projective (D!, usu)-locale. On obtient ainsi des équivalences de catégories
(triangulées monoidales et symétriques)

(10) Do (X) = Hoysy (PreShv(Ouv(X), 9M))

JN

Hop: _ e (PreShv(AnSm/ X, 01))

l”

Hop: _ s, st(Spect?, (PreShv(AnSm/X,M))) = SHip(X).

2. Reéalisation de Betti et fonctorialité élémentaire

Pour la construction des catégories homotopiques stables des S-schémas le lecteur est renvoyé a [Ayo07b] Sect.
4.5]. On utilisera librement les notations de loc. cit.. Toutefois, il s’agit de notations assez standards dont le sens
n’échappera pas aux lecteurs familiers avec la théorie des motifs a la Morel et Voevodsky.

Soit k un corps de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k C C. Etant donné un k-schéma X,
on notera X" I’ensemble X (C), des points de X a valeurs dans C, muni de sa structure naturelle d’espace analytique
complexe. On dispose d’un foncteur d’analytification

Anx : Sm/X —— AnSm/X?"
qui & X-schéma lisse Y associe le X-espace analytique lisse Y22, Ce foncteur est continu lorsqu’on munit Sm/X de sa

topologie de Nisnevich et AnSm/X?" de sa topologie usuelle. En effet, si (Y; — Y);cs est un recouvrement Nisnevich
(resp. étale) d’un X-schéma lisse Y, il existe un recouvrement ouvert (U;);e.s de Y*" qui raffine la famille (V" — Y2").



10 JOSEPH AYOUB

On dispose également de P-structures naturelles (au sens de [Ayo07bl Déf. 4.4.57]) sur Sm/X et AnSm/X?"
données respectivement par les petits sites étales et les petits sites des homéomorphismes locaux. Le foncteur Any est
compatible a ces P-structures. Par [Ayo07bl Th. 4.4.60], ’adjonction

(11) (Ank,Anx,) : PreShv(Sm/X,9t) —— PreShv(AnSm/X?2" 1)

est de Quillen relativement aux structures projectives Nis-locales et usu-locales. Etant donné que An% (Al ® A) =
(A%}?f} ) ® A pour tout X-schéma lisse Y et A € &, 'adjonction est de Quillen relativement aux structures projec-
tives (A, Nis)-locale et (D!, usu)-locale. On déduit également une adjonction de Quillen relativement aux structures
projectives (A, Nis)-locale et (D!, usu)-locale stables

(Ank,Anx.) : Specty (PreShv(Sm/X,9M)) — Spect%{n (PreShv(AnSm/X?" )

ou T% = An*(Tx). Il est clair que T%" convient au modeéle projectivement cofibrant choisi a la fin de la sous-section
précédente. On peut donc faire la définition suivante.

DEFINITION 2.1 — Le foncteur de réalisation de Betti au dessus d’un k-schéma X est le composé

SH‘.ITZ(X) = HOAl—Nis—st(SpeCtYE“x (PreShv(Sm/X, m)))

JVLAn*

Hop: _ysu—_st (Spect%{. (PreShv(Sm/X?* 9)))

Ho s, (PreShv(Ouv(X®"), 90)) = Doy (X?").

On le notera Bettix.

Rappelons que le but de cet article est d’étudier la compatibilité des foncteurs de réalisation de Betti avec les
opérations de Grothendieck. Par construction, on a :

LEMME 2.2 — Le foncteur Bettix est monoidal, symétrique et unitaire.

Dans le reste de cette sous-section, on montrera que Bettix commute avec les opérations f* (pour f général) et f;
(pour f lisse).

On renvoie le lecteur & [Ayo07b, Sect. 4.5] pour la construction des opérations f*, f, et fy dans le contexte
algébrique et on traite ici le cas analytique.

Etant donné un morphisme f : X’ —— X d’espaces analytiques complexes, on dispose d’une adjonction de
Quillen

(f*,f+) : Specty_(PreShv(AnSm/X, M) — Spectqzﬂxl (PreShv(AnSm/X’ 90))

(ou I'on prend Tx: = f*(Tx)) relativement aux structures projectives stables déduites des structures (D!, usu)-
locales. Pour montrer cela, on utilise [Ayo07b], Th. 4.4.60] (le foncteur continu X’ xx —: AnSm/X —— AnSm/X’
étant compatible aux P-structures naturelles) et [Ayo07bl Lem. 4.3.34]. On obtient ainsi des opérations (f*, f.) sur
SH(-).

LEMME 2.3 — Les opérations classiques f* et f. sur les catégories Dop(—) (voir par exemple [KaSc90, Chap.

0] pour M la catégorie des complexes de groupes abéliens) correspondent auzx opérations f* et f. sur les catégories
SH{; (—) via les équivalences de catégories (L0]).

DEMONSTRATION On dispose d'un diagramme commutatif (& un 2-isomorphismes prés) de couples de foncteurs
adjoints

PreShv(Ouv(X), M) g PreShv(Ouv(X'), )
(b},bX*)J J,(L}/,LX/*)
(f" 1) /
PreShv(AnSm/X, ) PreShv(AnSm/X’, 9)
(SusOTX ,EVO)J/ J((SUS%X’ ,Evo)
(f", 1)

Specty._(PreShv(AnSm/X, M) ————— Spect%xl (PreShv(AnSm/X’,9))

ot l'on prend Tx/ = f*(Tx). Toutes les adjonctions ci-dessus sont de Quillen relativement aux :
— structures projectives usu-locales sur PreShv(Ouv(—), 91),
— structures projectives (D!, usu)-locales sur PreShv(AnSm/—, ),
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— structures projectives (D', usu)-locales stables sur Specty (PreShv(AnSm/—, 90)).
De plus, les adjonctions verticales sont les équivalences de Quillen qui induisent les équivalences de catégories .
D’ou le résultat recherché. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.4 — Le foncteur de réalisation de Betti est compatible auz opérations f*. Plus précisément, soit

f: X' —— X un morphisme de k-schémas de type fini. Il existe un isomorphisme naturel (de foncteurs monoidaut,
symétriques et unitaires)

Of: (f*)* o Bettix —— Bettixs o f* .
De plus, cet isomorphisme commute a la composition des morphismes de k-schémas.

DEMONSTRATION Vu le lemme il suffit de prouver 1’énoncé correspondant pour les foncteurs d’analytification
An*. Mais on dispose d’'un carré commutatif d’adjonctions de Quillen

(f"f4)

Spect%x (PreShv(Sm/X, o)) Spect%xl (PreShv(Sm/X’, )

(An%,Anx )J{ J(An}, JAnyr,)
()7 18"

Spect%{n (PreShv(AnSm/X?* M) ———— Spect%{? (PreShv(AnSm/X 2™ )

pour les structures projectives stables (A!, Nis)-locales et (D!, usu)-locales. D’ott le résultat. C.Q.F.D

Supposons maintenant que f : X’ —— X est un morphisme lisse d’espaces analytiques complexes. On dispose
d’une adjonction

(fs, ) : Spect%x/ (PreShv(AnSm/X’,9)) —— Spect. (PreShv(AnSm/X,))

(avec Th = f*(Tx)) qui est de Quillen relativement aux structures projectives (D!, usu)-locales stables. (Notons que la
construction du foncteur f; utilise la formule de projection f3(f*(—)®—) =~ (—)® fs(—). Pour plus de détails, le lecteur
peut consulter [Ayo07b| et notamment le paragraphe qui suit la preuve de la Proposition 4.5.19. Il s’agit certes du cas
algébrique, mais le cas analytique n’est guére différent.) En utilisant les équivalences de catégories , on obtient une
nouvelle preuve, plus conceptuelle, de I'existence d’un adjoint a gauche f; & I'opération f*: Dgy(X) —— Dgn(X’) .
(La preuve classique de ce fait repose sur la dualité de Poincaré-Verdier [KaSc90, Th. 3.1.5 and Prop. 3.3.2].) On a
de plus :

PRoOPOSITION 2.5 — Soit f: X' —— X un morphisme lisse de k-schémas de type fini. La transformation
naturelle

fjf“ o Bettix, — Bettix o f;,

déduite de linverse de l’isomorphisme de la pmposz'tz'on via les adjonctions (fy, f*) et (f2*, (f*™)*), est inversible.

DEMONSTRATION On se raméne encore une fois & montrer I’assertion correspondante pour les foncteurs d’analytifi-
cation An*. Mais, on dispose d’un carré commutatif (& un isomorphisme canonique prés) d’adjonctions

(f:7)

Spectjzwx, (PreShv(Sm/X’, )

(An},,AnX/*)J Jj(An},Anx*)
(70"

Spect%;x; (PreShv(AnSm/X'2" 9)) Spect%;n (PreShv(AnSm/X?" 9)).

Spect%x (PreShv(Sm/X,9M))

Ce carré provient (par 2-fonctorialité des catégories de préfaisceaux et de leurs catégories de spectres) du carré com-
mutatif

Sm/X' —~ 5 Sm/X
AnJV JVAn
AnSm/X'an AN AnSm/X?»

ou ¢y (resp. cyan) désigne le foncteur qui & un X’-schéma lisse Y’ (resp. un X’*"-espace analytique lisse U’) associe le
X-schéma lisse Y/ — X’ — X (resp. le X*"-espace anaylique lisse U’ — X' — X2n), C.Q.F.D
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3. Morphismes de 2-foncteurs homotopiques stables

Motivés par les résultats de la section précédente, nous introduisons la notion de morphismes de 2-foncteurs homo-
topiques stables. Nous démontrons ensuite un critére général qui fournira des commutativités (partielles sauf pour fi)
de la réalisation de Betti avec les opérations f., fi, f' et Hom(—, —).

Pour la notion de 2-foncteurs homotopiques stables, le lecteur est renvoyé a [Ayo07al Déf. 1.4.1]. On suppose
donnés deux 2-foncteurs homotopiques stables H; et Hy sur un schéma noethérien S. Etant donné un morphisme f

entre S-schémas quasi-projectifs, on notera par le méme symbole f* les foncteurs Hi(f) et H3(f). On fera le méme
abus de notations pour les opérations fy, fi, fi et f '. Cela n’entrainera pas de confusion dans la suite.

DEFINITION 3.1 — Un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables R : Hy —— Hy est l’ensemble des
données ci-dessous.

(i) Un foncteur triangulé Rx : Hy(X) —— Hy(X) pour tout S-schéma quasi-projectif X.

(ii) Une transformation naturelle inversible 05 : f* o Rx —— Rxs o f* pour tout morphisme de S-schémas quasi-
projectifs f: X' —— X .
Ces données doivent satisfaire auxr ariomes suivants :

(Morl) Les transformations naturelles 6 sont compatibles & la composition des S-morphismes.
(Mor2) Lorsque f est lisse, la transformation naturelle f; o Rx, —— Rx o fy , obtenue de 9;1 via les adjonctions

(f, f*), est inversible.

DEFINITION 3.2 — Supposons que Hy et Ho sont des 2-foncteurs monoidaux homotopiques stables (resp. symé-
triques, unitaires) au sens de [AyoQ0T7al, Déf. 2.3.1]. Soit R : Hj —— Hy un morphisme de 2-foncteurs homotopiques
stables. On dit que R est monoidal (symétrique, unitaire) si les foncteurs Rx sont monoidauz (resp. symétriques,
unitaires) et que les transformations naturelles 0y sont des transformations naturelles de foncteurs monoidauz (resp.
symétriques, unitaires).

Remarque 3.3 — Dans [Ayo07b, Chap. 4|, nous avons vérifié que H; = SHgp(—) est un 2-foncteur homotopique
stable. On trouvera dans [KaSc90] tous les ingrédients nécessaires pour vérifier que Hy = Dgn((—)?") est également un
2-foncteur homotopique stable. Vu les résultats de la section précédente, les foncteurs de réalisation Bettix définissent
un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables entre H; = SHgyp(—) et Hy = Dgy ((—)®*) qui est de plus monoidal,
symétrique et unitaire.

Enoncons maintenant les trois théorémes principaux de cette section :
THEOREME 3.4 — Soit R: Hy —— Hy un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables au dessus d’un

schéma noethérien S. Pour tout morphisme f : X' —— X entre S-schémas quasi-projectifs, il existe des transfor-
mations naturelles canoniques

¥ : Rxofe—— fioRx, ps: fioRxs —Rxofi et & : Rxrof ' —— floRx

compatibles a la composition des S-morphismes de schémas. De plus :
(a) vy est inversible pour f projectif,
(b) py est inversible sans hypothéses sur f,
(¢c) & est inversible pour f lisse.

Pour le second théoréme, on aura besoin d’une définition.
DEFINITION 3.5 — Soient R : Hy —— Hy un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables au dessus

d’un schéma noethérien S. Un objet A € Ob(H1(S)) est dit R-pure si la condition suivante est satisfaite. Pour
tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs m1x : X —— S avec X régulier et tout sous-schéma fermé régulier
i:Y C X, le morphisme
Ryi'm% (A) — 'R (A)

est inversible. Une classe d’objets A C Ob(H1(S)) est dite R-pure si tous ses éléments sont R-pures.

Remarque 3.6 — Gardons les notations de la définition [3:5] Lorsque S est le spectre d'un corps parfait, la condition
de R-pureté est automatique. En effet, dans ce cas, X et Y sont lisses sur k. La question étant locale sur X, on peut
supposer que 2x est libre de rang d. Les foncteurs ', 7% et R» commutent avec les twists de Tate (voir [Ayo07al

§1.5.3]). (La commutativité des foncteurs R; avec les twists de Tate sera établie un peu plus loin.) Etant donné que
7 = Th(Qx)7m% ~ 7% (d)[2d], on se raméne & montrer que

N i .1 !
Ryinmy — ' Rxmy
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est inversible. Notons my = mx o 4. On dispose d’un diagramme commutatif exprimant la compatibilité de &» avec la
composition des k-morphismes

g i .0 | g""X NN
Ryinmy — 1 Rxmx — ¥ Ty Rspec(r)

{ k

, Ery |
Ry?T'y WYRSpec(k)~

Par le théoréme &ry et &r, sont inversibles puisque mx et 7y sont lisses. D’oi le résultat recherché.

THEOREME 3.7 — On garde les hypothéses et les notations du théoréme [3.4) Soit A C Ob(H1(S)) une classe
d’objets stable par twists de Tate négatifs (au sens de [Ayo07al Déf. 2.2.17]) et R-pure au sens de la définition [3.5
On suppose que l'une des deuz alternatives suivantes est satisfaite :

- S admet la résolution des singularités par éclatements au sens de [Ayo07al, Déf. 2.1.166|,
— S admet la résolution des singularités par altérations au sens de [AyoO7al Déf. 2.1.172] et Hy est Q-linéaire et
quasi-séparé au sens de [Ayo07al Déf. 2.1.160].
Alors, les transformations naturelles v¢ et £¢ sont inversibles lorsqu’elles sont appliquées aux objets A-constructibles
(au sens de [Ayo07al, Déf. 2.2.3]) de Hy(X') et Hi(X) respectivement.

On garde les hypothéses et les notations du théoréme Supposons que Hi, Hy sont monoidaux, symétriques,
unitaires et fermés (au sens de [Ayo07al, Déf. 2.3.50]). On notera Hom(f,—) ladjoint & droite du foncteur 1 ® —.
Supposons également que R est monoidal, symétrique et unitaire. On obtient une transformation naturelle en (A, B) €
Ob(H,(X))?

(12) Rx(Hom(A, B)) —— Hom(Rx (4),Rx(B))
par adjonction a partir de la composée

(Ci-dessus, 0 désigne la counité de 'adjonction (A ® —, Hom(A, —)).) Notre troisiéme résultat s’énonce alors :

THEOREME 3.8 — Gardons les hypothéses ci-dessus. On suppose de plus que les foncteurs Hom(—, A) sont
triangulés pour tout A € Ob(H;(X)) avec X un S-schéma quasi-projectif. Soit A C Ob(H1(S)) une classe d’objets qui
satisfait aux conditions suivantes :

1. A est stable par twists de Tate négatifs au sens de [Ayo0T7al, Déf. 2.2.17].

2. A est quasi-pure au sens de [Ayo07al Déf. 2.2.28].

3. A est R-pure au sens de la définition[3.5

4. N\ contient un objet unité 1 et elle est stable par ® au sens de la définition [Ayo07al, Déf. 2.3.59].
)

. Tout objet A dans A est fortement dualisable (i.e., la transformation naturelle Hom(A, 1) ® — —— Hom(A, —)

est inversible) et son dual fort AY = Hom(A, 1) appartient & A (a un isomorphisme pres).

On suppose enfin que l'une des deux alternatives suivantes est satisfaite :
- S admet la résolution des singularités par éclatements au sens de [Ayo0T7al, Déf. 2.1.166],
— S admet la résolution des singularités par altérations au sens de [Ayo07al Deéf. 2.1.172] et Hy est Q-linéaire et
quasi-séparé au sens de [Ayo07al Déf. 2.1.160|.
Alors, est inversible pour A et B des objets A-constructibles.

Remarque 3.9 — Nous avons énoncé les théorémes [3.4] 377 et 3.8 dans une généralité bien plus grande que celle
nécessaire pour le cas de la réalisation de Betti. On espére en effet, que ces théorémes seront utiles pour établir la
compatibilité des opérations de Grothendieck pour d’autres réalisations classiques, notamment la réalisation /-adique.

La preuve des théorémes [3.4] [3.7] et [3-8 occupera le reste de la section. Dans la suite, on fixe un morphisme de 2-
foncteurs homotopiques stables R : Hy —— Hy . Soit f: X’ —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs.
On déduit de 6y, via les adjonctions (f*, f.), une transformation naturelle

’y.f : RXOf* *)f*ORX/ .
On a le lemme facile suivant :

LEMME 3.10 — Soiti: Y —— X une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. La transformation
naturelle v; : Rx o1, — 1, o Ry est inversible.
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DEMONSTRATION Notons j l'immersion ouverte complémentaire a ¢. Par 'axiome de localité (voir [AyoO7al Déf.
1.4.1]), il suffit de montrer que i*~y; et j*7; sont inversibles. Pour i*+;, on utilise le carré commutatif

R, — i*i,Ry
Nlﬁ,i Jw
Ryi*i, —= Ry
et le fait que 6; est inversible ainsi que les morphismes de counité des adjonctions (i*,14,). Pour j*v;, on remarque que
J¥ iRy ~0et j*"Rxi, ~ Rx_yj*i, ~ 0. Le lemme est démontré. C.Q.F.D
Soit X un S-schéma quasi-projectif et .# un Ox-module libre de rang fini. Rappelons que Th(.#) désigne le
foncteur pys, avec p: V(.#) —— X la projection du fibré vectoriel V(.#) = Spec(@D,, Sym" (.#)) et s sa section

nulle. L’endofoncteur Th(.#) est une équivalence de catégories par [Ayo07al, 1.5.7] dont inverse est Th™*(.#) = s'p*.
On définit une transformation naturelle Th(.#)o Rx —— Rx o Th(.#) en prenant la composée

Ys ~
pﬂS*RX %pﬁRv((%)s* — Rxpﬁs* .

Du lemme [3.10] on déduit que cette transformation naturelle est inversible. Par adjonction, on obtient également une
transformation naturelle inversible Rx o Th™!(.#) ~ Th™'(.#) o Rx.

Soit maintenant f : X’ —— X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Rappelons que le foncteur f est
le composé f; 0 Th™'(Q) avec Qf le Ox-module des différentielles de Kihler relatives. On définit une transformation

naturelle inversible fyoRx/ —— Rx o fi par la composée

(13) fRx = fiTh " (Q)Rx: —— fiRx Th 1 (Qf) ——— Rx fiTh ' () = Rx fi -
On a le résultat suivant :
PropPosSITION 3.11 — Il existe une unique famille de transformations naturelles py 1 fioRxs —— Rx o fi

indexée par les morphismes f: X' —— X de S-schémas quasi-projectifs et vérifiant les trois conditions suivantes :
(i) Les py sont compatibles a la composition des morphismes de S-schémas quasi-projectifs.

(1t) Si f est lisse, py est donnée par la composée (L3)).

(iii) Sii est une immersion fermée, p; = (vi)~'.

De plus, les py sont inversibles pour tout f.

DEMONSTRATION L’unicité de la famille découle du fait que tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs se factorise
par une immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse (voir [Ayo07al, §1.3.5]). Ceci entraine également que les ps sont
inversibles. Il reste donc a prouver 'existence de cette famille.

Soit f: X’ —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Choisissons une factorisation f = p oi avec p
lisse et ¢ une immersion fermée. Notons W la source de p égale au but de i. On définit alors p; par la composée
-1

Vi . .
fiRx: ~pri.Rxr —— pRwi. SN Rxpi. ~Rx fi -

Il s’agit de montrer que la transformation naturelle ainsi obtenue ne dépend pas du choix de la factorisation. La
vérification de ce fait est longue et pénible. Notons uniquement qu’on se raméne par des arguments standards au cas
ou le morphsime f est lui-méme lisse. Dans ce cas, le résultat recherché découle de la compatibilité des foncteurs R-
avec 'isomorphisme de pureté. La preuve de cette compatibilité est complétement analogue a celle de [Ayo07al Prop.
1.6.22]. Les détails sont laissés aux lecteurs. C.Q.F.D

En reprenant la construction de la transformation naturelle af : fy —— f, (voir [Ayo07al Déf. 1.7.1]) on peut
montrer le résultat suivant :

LEMME 3.12 — Soit f: X' —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Le carré

RXOf!#f!ORX’

% Ja‘f

V¥
Rxofi— fioRx
commute.

En utilisant la proposition le lemme et [Ayo0T7al, Th. 1.7.17], on obtient le résultat suivant :
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COROLLAIRE 3.13 — Soit f: X' —— X un morphisme projectif entre S-schémas quasi-projectifs. La trans-
formation naturelle vy : Rx o fo — f. o Rx/ est inversible.

Soit f: X' —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On déduit de py, via 'adjonction (fi, f'), une
transformation naturelle

& Rxrof' — floRx .

Lorsque f est lisse, on a f' = Th(Q §)o f* et & est la composée de 9;1 et d’un isomorphisme de commutativité avec
les équivalences de Thom. On a donc :

LEMME 3.14 — Soit f : X' —— X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. La transformation
naturelle {¢ est inversible.

A ce stade, nous avons démontré le théoréme On supposera maintenant que les hypothéses du théoréme
sont satisfaites. Notons (comme dans [Ayo07al, Déf. 2.2.3]) H? A(X) la sous-catégorie triangulée stable par facteurs

directs de Hi(X) engendrée par les objets de la forme gy7j; A avec g : U —— X un morphisme lisse de S-schémas

quasi-projectifs, 7y : U —— S la projection structurale et A € A. Les objets de H‘ifA(X) sont dits A-constructibles.
L’étape suivante consiste & montrer la commutativité de R» avec les images inverses extraordinaires aprés application
aux objets A-constructibles. Le cas essentiel est le suivant :

PropPoOSITION 3.15 — Soiti : Y —— X wune immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. La trans-

formation naturelle & : Ry oi' —— i' o Rx est inversible lorsqu’elle est appliquée aux objets A-constructibles de
Hq(X).

DEMONSTRATION Par [Ayo0T7a, Prop. 2.2.27], on peut engendrer la catégorie H‘{EA(X) par les objets de la forme
fami A(n) avec A€ A, n € Z et

- f: X' —— X projectif,

— X' est régulier et connexe,

— la partie f~1(Y) C X’ est soit X’ tout entier soit I'union de diviseurs réguliers & croisements normaux.
Etant donné que les foncteurs Ry, Rx/ et ' sont triangulés, il suffit de montrer que les fleches

Ryi!f*ﬂ;(,A — ’L'!Rxf*ﬂ'}k(/A

sont inversibles, avec f comme ci-dessus. Formons le carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs
v
Y’ v s X/
f 'J/ J,f
Y —— X.
On a un isomorphisme de changement de base ' f, ~ f’i"* et un diagramme commutatif

1
Ryi'f, —— i'Rx f. L)ilf*RX,

l |
Ry f11" =25 flRysi" —— fli" R,
Les transformations naturelles (1) et (2) sont inversibles par le corollaire 11 suffit donc de prouver que
fi' : Ry/i”ﬂ'}};(A) %i/!Rxlﬂ}k(/(A)

est inversible. Lorsque Y’/ = X', il n’y a rien 4 montrer. Lorsque Y’ est un diviseur & croisements normaux, le résultat
recherché découle du lemme [3.16] ci-dessous. C.Q.F.D

LEMME 3.16 — Soit mx : X —— S wun S-schéma quasi-projectif. Soit i :' Y C X un diviseur a croisements
normauz dans un sous-schéma fermé régulier H C X . Alors, le morphisme

&t Ryi'mi(A) — 'Ry (A)
est inversible pour tout A € A.
DEMONSTRATION Par le lemme et la pleine fidélité des foncteurs i, il revient au méme de démontrer que

Rixini'mi (A) — i, Ry (A)
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est inversible. On écrit Y = U}, D, avec D; des diviseurs réguliers de H et on raisonne par récurrence sur n. Lorsque
n = 1, le résultat découle de la propriété de R-pureté imposée a la classe A. Supposons que n > 2. On pose C; = D;ND,,
pour 1 <i<n-—-1 7= U?;llCi et T = U?;llDi. Avec ces notations, on a un carré cartésien d’immersions fermées

7Z—5D,
tl\la
TLY.

On déduit de [Ayo07a), Prop. 1.4.9] un morphisme de 2-triangles distingués

Rx(ioz).(ioz) — Rx(iob).(i0b) @Rx(ioa).(ioca) — Rxi.i' ——

J J ﬁ

(i02)s(ioz)Rx —— (i0b).(iob)Rx @ (ioa)(ioa)Rx — i.i'Rxy ——.

On utilise alors 'hypothése de récurrence et le fait que T" et Z sont des diviseurs & croisements normaux de H et D,
réunion de n — 1 diviseurs réguliers. C.Q.F.D

Le lemme et la proposition entrainent que les transformations naturelles &7 sont inversibles aprés appli-
cation aux objets A-constructibles pour tout morphisme f de S-schémas quasi-projectifs.

COROLLAIRE 3.17 — Soit j : U —— X wune immersion ouverte de S-schémas quasi-projectifs. La trans-
formation naturelle v; : Rx o j. —— j. o Ry est inversible lorsqu’elle est appliquée aux objets A-constructibles de
H.(U).

DEMONSTRATION Soiti: Y —— X Dimmersion du fermé complémentaire & U. On déduit de [Ayo07al Prop. 1.4.9]
un morphisme de 2-triangles distingués

Rxini' —— Ry —— Rxjuj* ——

W {

ii'Ry — Ry —— j.j*Rx ——.

Par la proposition[3.15] la transformation naturelle de droite est inversible aprés application aux objets A-constructibles.
Le résultat découle alors du fait que j* : H{*, (X) —— H$*, (U) est essentiellement surjectif. C.Q.F.D

Les corollaires et entrainent que y¢ est inversible aprés application aux objets A-constructibles pour tout
morphisme f de S-schémas quasi-projectifs. On a ainsi achevé la preuve du théoréme [3.7]

On passe maintenant a la commutativité avec les foncteurs Hom(—, —). On travaillera dans la suite sous les hypo-
théses du théoréme [3.8l On aura besoin du lemme suivant :

LEMME 3.18 — Soit f : X' —— X wun morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. On dispose d’un
diagramme commutatif

Rx (Hom(f;(A), B)) — Hom(Rx f;(A), Rx (B)) —— Hom(f;Rx'(4), Rx(B))
~ f:Hom(Rx/(A), f*Rx(B))
NJW
naturel en A € Hi(X') et B € Hy1(X).

DEMONSTRATION Les fléches non-nommeées du diagramme de 1’énoncé sont des morphismes du type et des
isomorphismes Hom(f;(—),(—)) ~ fiHom((—), f*(—)) obtenus par adjonction de la formule de projection f3((—) ®
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f*(=)) =~ fi(—=) ® (—). En passant aux foncteurs adjoints & gauche des foncteurs f* et Hom(f, —) dans le diagramme
de I’énoncé, on obtient

fi(Rx/(4) ® f*Rx(C)) — fi(Rx(4)) ® Rx (C) —— Rx (fs(4)) ® Rx (C)
fs(A)

|

A)®C)

}

fiRx (4) ® Rx/ f*(C)) —— fiRx/(A® f*(C)) —— Rx fy(A® f*(C)).

~ RX(

Il est facile de voir que le diagramme ci-dessus est commutatif. Le lemme est démontré. C.Q.F.D

Pour montrer que est inversible avec A et B des objets A-constructibles, on peut supposer que A = gy7j; Ag
pour g : U —— X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs, 7y la projection structurale du S-schéma U
et Ag € A. Par le lemme il suffit de montrer que les morphismes

(14) Rx g.Hom (w7 (Ao), g*(B)) — = g.RyHom(w7;(Ao), g*(B))
(15) RuHom(rf; (Ao), 9" (B)) —— Hom(Ry 7 (Ao), Rg” (B))

sont inversibles. Or, Hom(7};(Ao), g*(B)) est un objet A-constructible par [Ayo07al, Prop. 2.3.62|. Le théoréme
assure donc que (|14]) est inversible. Il reste donc & traiter le morphisme . En d’autres termes, on peut supposer
que g = idy, ie., que A = 7% (Ap). Etant donné que Ay est fortement dualisable, s'identifie & l'inverse de
I'isomorphisme structural du foncteur monoidal Ry

Rx(m%(AY) ® B) —— Rx i (AY) ® Rx(B)

avec Ay = Hom(Ag, 1) le dual fort de Ag. Ceci achéve la preuve du théoréme En spécialisant a la réalisation de
Betti, on obtient le résultat suivant :

THEOREME 3.19 — Soient k un corps de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k C C et
f: X' —— X wun morphisme de k-schémas quasi-projectifs.
A- On dispose de transformations naturelles inversibles

Of: (f2™)* o Bettixy —— Bettiy/ f* et pf: Bettix o fy —— fa" o Bettiy-

compatibles a la composition des morphismes de k-schémas.
B- Les transformations naturelles 0y et py induisent par adjonction des transformations naturelles

vf : Bettix o f, — f2 o Bettix et & ¢ Bettixs o f' — (f*)' o Bettiy .

Ces transformations naturelles sont inversibles lorsqu’elles sont appliquées aux objets compacts de SHeon(X") et SHop (X)
respectivement.
C- Soit X un k-schéma quasi-projectif. On dispose d’un morphisme

(16) Bettiy (Hom(A, B)) —— Hom(Bettix (A), Bettix (B))

naturel en A et B dans SHon(X). Supposons que les objets compacts de Ho(9M) sont fortement dualisables. Alors (|L6))
est inversible pour A et B des objets compacts.

DEMONSTRATION On prendra pour A la classe des objets de la forme Sus?.(Spec(k) ® A) avec p € N et A un objet
compact de Ho(9). Dans ce cas, A-constructible est synonyme de compact. En effet, pour X un k-schéma quasi-
projectif, la catégorie triangulée avec sommes infinies SHyoy (X)) est compactement engendrée par les objets de la forme
Sush(U® A) avec U un X-schéma lisse, A € € et p € N. Dans [Ayo07b, §4.5.5], ceci est démontré pour M la catégorie
des spectres symétriques ou celle des complexes de groupes abéliens (voir [Ayo07b], Th. 4.5.67]). Pour 9% une catégorie
de coefficients générale, on trouvera une preuve dans [Ayo08| basée sur la propriété de Brown-Gersten [BGT3] mais
qui est s’applique & un cas plus général. Il suffit alors de se restreindre au cas de la valuation triviale pour obtenir la
propriété recherchée.

Pour justifier le théoréme [3.19] il nous faut donc montrer que les conditions d’application des théorémes et
sont vérifiées dans notre situation. Comme k est de caractéristique nulle, on dispose de la résolution des singularités par
éclatements par [Hiro64]. La classe A est clairement stable par twists de Tate négatifs. Les conditions de pureté sont
automatiques lorsque S est le spectre d’un corps parfait. Enfin, si les objets compacts de Ho(9) sont fortement
dualisables, les quatriéme et cinquiéme conditions sur A, qu’on a imposées dans 1’énoncé du théoréme [3.8] sont
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satisfaites. Seule la quatriéme condition nécessite une preuve. Mais si A € Ob(91) est compact, Hom(A4, —) ~ AY @ —
commute aux sommes infinies. Ceci entraine que A ® — préserve les objets compacts. C.Q.F.D

4. Compatibilité de la réalisation de Betti avec les foncteurs cycles proches

Comme avant, k désignera un corps muni d’un plongement complexe o : kK C C. Dans cette derniére section, on
étudie la compatibilité des foncteurs cycles proches avec la réalisation de Betti. Pour cela, on a besoin d’étendre
la réalisation de Betti aux diagrammes de k-schémas. Rappelons qu'un diagramme de k-schémas (resp. d’espaces
analytiques complexes) (% ,7) est un foncteur covariant % défini sur une petite catégorie J a valeurs dans la catégorie
des k-schémas (resp. des espaces analytiques complexes).

Soit (#,7) un diagramme d’espaces analytiques complexes. Par analogie avec la sous-section 4.5.1 de [Ayo07b], on
notera AnSm/(.%,7) la catégorie des couples (U, 1) avec i € Ob(J) et U un .Z (i)-espace analytique lisse. On note aussi
Ouv(#,7) la catégorie des couples (U, i) avec i € Ob(J) et U un ouvert de .%# (). On dispose d’une inclusion évidente
tz : Ouv(Z£#,J) C AnSm/(%,J) qui induit un morphisme de sites pour les topologies usuelles.

Sauf mention du contraire, les catégories PreShv(Ouv(.#,7), M) et PreShv(AnSm/(.%,J),9) seront munies des
structures semi-projectives usu-locale et (D!, usu)-locale respectivement. Ces structures de modéles sont telles que
les cofibrations et les équivalences faibles sont détectées par leurs restrictions & Ouv(.% (i)) et AnSm/.Z (i) pour tout
i € Ob(J). L’existence de telles structures de modeéles se démontre en adaptant la preuve de [Ayo07b, Prop. 4.5.9].
On notera Doy (F,J) la catégorie homotopique Hoyg, (PreShv(Ouv(.%#,7),00)).

On définit les morphismes de diagrammes d’espaces analytiques complexes en adaptant [Ayo07al, Déf. 2.4.4]. Etant
donné un morphisme de diagrammes d’espaces analytiques complexes (f,a) : (4,9) —— (£#,J), on a un carré

commutatif (& un isomorphisme prés) d’adjonctions de Quillen

PreShv(Ouv(.Z, ), ) — D) s b oShv(Owv(, 4), M)

u},%)l lu;m)

PreShv(AnSm /(.Z,7), m) L) b oShv(AnSm /(. ), ).

Les foncteurs (f, a)* = f* o a* sont définis comme dans le cas algébrique (voir [Ayo07b, Déf. 4.5.1]). Les adjonctions
verticales dans le carré ci-dessus sont des équivalences de Quillen comme le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1 — Soit (%,7) un diagramme d’espaces analytiques complexes. L’adjonction
(U7, tzx) : PreShv(Ouv(.Z,J), M) —— PreShv(AnSm/(F,7), M)
est un équivalence de Quillen.

DEMONSTRATION Pour un objet ¢ de J, on note i : F(i) —— (%,J) le morphisme de diagrammes d’espaces

analytiques complexes qui est 'identité sur . (7). Comme i* préserve les équivalences usu-locales et (D!, usu)-locales,
il se dérive trivialement. On dispose d’un isomorphisme naturel * o v ~ L}(i) 0 4* qui induit par adjonction une
transformation naturelle

i*oRigy — Rig iy, 01"
On vérifie immédiatement que cette transformation naturelle est inversible. Par ailleurs, on a des diagrammes com-
mutatifs

* —— *Reg.ty U Rug —— 3%,
Rig iyt ) Vg iy Reg (o)« @
Le résultat découle maintenant du théoréme et du fait que la famille des i* est conservative. C.Q.F.D

Supposons que le morphisme de diagrammes d’espaces analytiques complexes (f,a) : (¢,9) —— (F,J) est lisse
argument par argument (i.e., les morphismes f(j) : ¢(j) —— % (a(j)) sont lisses pour tout j € Ob(J)). On dispose
alors d’une adjonction

((f, ), (f,a)") : PreShv(AnSm/(¥4,d),9M) —— PreShv(AnSm/(.Z,J), M) .

La construction du foncteur (f,a)y est calquée sur son analogue algébrique (voir [Ayo07b], Prop. 4.5.4]). Il s’agit
d’une adjonction de Quillen pour les structures projectives (et non semi-projectives!) (D!, usu)-locales. En utilisant la
proposition on obtient alors I’existence d’une adjonction

((f,0)s (f,0)%) : Don(F,9) —— Dan(¥, ) -
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On fixe un remplacement cofibrant 7' de Cof(Gm** ® 1 — AL* ® 1) dans PreShv(AnSm/pt,9M) avec 1 € &
Pobjet unité de 9 (supposée désormais monoidale symétrique et unitaire). On note Tz 'image inverse de T suivant
la, projection (&%#,J) —— pt . Le foncteur de suspension

SusOTéZ : PreShv(AnSm/(#,7), M) —— Spect%g (PreShv(AnSm/(#,7),90))

est une équivalence de Quillen & gauche lorsqu’on munit la source de la structure semi-projective (D!, usu)-locale et le
but de la structure projective stable déduite de la structure semi-projective (D!, usu)-locale (comme dans [Ayo07b)
Déf. 4.5.21]). La catégorie homotopique de cette derniére structure sera notée SHgy (%, 7). On a donc une équivalence
de catégories

(17) SHE2(.F,9) ~ Don(Z,9).

Les adjonctions de Quillen ((f,a)*, (f, @).) induisent des adjonctions de Quillen sur les catégories de T-spectres. On
a donc un couple d’opérations adjointes

((f’ Oé)*,(f,a)*) : SHDR(}:j) %SHM(g73)

qui correspondent aux opérations de mémes noms sur Don (—, —) via les équivalences de catégories (17)). Lorsque (f, @)
est lisse argument par argument, on dispose d’un couple d’opérations adjointes

((f;a)s; (f,@)") : SHon(¥,d) —— SHum(F,9) -

Supposons maintenant que (%#,J) est un diagramme de k-schémas de type fini. On note (%#?",J) le diagramme
d’espaces analytiques complexes obtenu en composant .# avec le foncteur d’analytification. On a une adjonction de
Quillen

(Ang, Ang,) : Spect%l(PreShv(Sm/(ﬁ',U),fm)) E— Spectqzwgzn(PreShv(AnSm/(ﬁan,J),S)T))

pour les structures projectives stables déduites des structures semi-projectives (A!, Nis)-locale et (D!, usu)-locale.

DEFINITION 4.2 — Soit (Z%,J) un diagramme de k-schémas de type fini. La réalisation de Betti au dessus de F
est le composé

LAR% ~
Bettiz : SHgm(y,j) ﬁ)SHS}%(}*an,j) <—>]D)Sm(janaj)'

Soit (f,a) : (¢,d) —— (£,J) un morphisme de diagrammes de k-schémas de type fini. On dispose d’un carré

commutatif (& un isomorphisme prés) d’adjonctions de Quillen

((f,0)",(f,0)«)

Spect%ez (PreShv(Sm/(#,7),0m))

(An;)Ang*)J,

Spectggp (PreShv(AnSm/(#2"7),9M))

Spect?g (PreShv(Sm/(¥4,3),0m))

JV(AHZ;,AH%J*)

(e ) Spect%}n(PreShv(AnSm/(ga“,3)79)’()).

Lorsque (f, «) est lisse argument par argument, on a également un carré commutatif d’adjonctions de Quillen

()5, (f,)")

Spectig (PreShv(Sm/(¥,3),0Mm)) Spect?g (PreShv(Sm/(#,7),0m))

(A“?%Ansq*)l Jﬁ(An},AnyQ

Spect} (PreShv(Ansm/(%2,3), ) — 0 gpect,, (PreShv(AnSm/(#47,), 9m)

relativement aux structures projectives stables déduites des structures projectives (et non semi-projectives!). On a
donc le résultat suivant :

LEMME 4.3 — Pour tout morphisme de diagrammes de k-schémas de type fini (f,a) : (4,9) —— (F,7) , on
dispose d’une transformation naturelle inversible

0(r.0) : (f,@)* o Bettiz —— Bettig o (f,a)*

compatible & la composition des morphismes de diagrammes de k-schémas. Lorsque (f,«) est lisse argument par
argument, la transformation naturelle

(f, )4 o Bettiy — Bettigz o (f, )y »

déduite de 0(_fla) via les adjonctions ((f, o)y, (f,a)*), est inversible.
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Via les adjonctions ((f, )", (f,a)«), on déduit de 6y o) une transformation naturelle
V(f,a) ¢ Bettig o (f, @)y — (f, @)« o Bettig .

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 4.4 — Soit f: (¢4,7) —— (F,7) un morphisme de J-diagrammes de k-schémas de type fini (i.e.,
un morphisme de diagrammes induisant ’identité sur les catégories d’indices). Alors, la transformation naturelle

v¢ : Bettig o f, —— f. o Bettiy

est inversible lorsqu’elle est appliquée auz objets A de SHyp(¥4,7) tels que i*(A) est compact pour tout i € Ob(J).
DEMONSTRATION Ceci découle facilement de la partie B du théoréme et du fait que le morphisme de changement

de base i*f, — f(i).i* est inversible pour tout i € Ob(J). C.Q.F.D

Rappelons la construction des foncteurs cycles proches dans un dérivateur algébrique homotopique et stable H

(au sens de [AyoOT7al, Déf. 2.4.13]). Le lecteur ne perdera rien a supposer que H(—,—) = SHop(—,—) ou H =
SHgR ((—)?", —). Pour un k-schéma X, on notera H(X) = H(X,e) ou e est la catégorie finale. Dans [Ayo07b], Déf.
3.5.3] nous avons défini un diagramme de k-schémas lisses (#, A x N*) muni d’un morphisme

(0, paxnx): (Z,A x NX) —— Gmy, .

Pour le moment, la définition exacte du diagramme % ne jouera aucun role. Elle ne sera donc rappellée que plus
tard. Etant donné un morphisme de k-schémas quasi-projectifs f : X —— A}, on forme le diagramme commutatif
a carrés cartésiens

(Ofpaxnx) j i

Ax Xy X Xo

J f{ Jf Jfa
% (e’pAXNX ) ] ;

J [
n=Gmy —— Al ——o0=o0.

On considére alors le foncteur composé

(9f7pA><N><)* (ef)* (prNX)ﬁ

H(X,) —2  H(%x, A x N¥) —25 H(X,, A x N¥) —Z5 H(X,, A x N¥) — =22 1(x,).

Lorsque H = SHgy(—), ce foncteur sera noté W;. Il est également connu sous le nom de foncteur «motif prochey.
Lorsque H = Doy ((—)*") il sera noté ¥, pour le distinguer du vrai foncteur «cycles proches» W tan dont on trouvera

une définition dans [DeKa73| Exposé XIV]. Cette définition sera d’ailleurs rappelée plus loin dans la section.
PROPOSITION 4.5 — Il existe une transformation naturelle
wy @ Bettix, o Uy —— W, o Bettiy,

de foncteurs pseudo-monoidauz, symétriques et pseudo-unitaires qui est inversible lorsqu’elle est appliquée aux objets

compacts de SHop(X,)). Les we définissent un morphisme w : Bettio W —— Bettio U/ de systémes de spécialisation
(au sens de [AyoOT7b|, Déf. 3.1.1]) de SHon(—)|sch/Gm,, dans Dop((—)*").

DEMONSTRATION Pour abréger les notations, on notera X la catégorie A x N*. La transformation wy est la composée
des isomorphismes (de foncteurs pseudo-monoidaux)

Bettix, pxcy ~ pxyBettix, 5), Betti(x, x)i" ~ i"Bettix «) , Betti(x 5)jx — Jj«Betticx, x)

Betti(Xmg()Hf* E— 9]@* Betti%mmk X, et BEttigszmk X, (ef,pj{)* ~ (Hf’pj{)*Bettan.

En particulier, le fait que wy est inversible aprés application aux objets compacts découle de la proposition @ Par
ailleurs, les foncteurs Bettix, o W¢ et \I/’f.fm oBettiy, définissent des systémes de spécialisation monoidaux. Ceci découle
immédiatement du théoréme [3.19| et plus précisément de la commutativité de la réalisation de Betti avec les foncteurs
«image directe» suivant un morphisme projectif. La vérification que w est un morphisme de systémes de spécialisation
est facile et sera laissée en exercice. C.Q.F.D

La seconde étape consiste & construire une transformation naturelle \I/’fan — Uy an . Pour cela, on a besoin de

rappeler la construction du diagramme & ou plutot son analytifié Z22". Le diagramme Z*" est construit en appliquant
[Ayo07Db, Lem. 3.4.1] au diagramme de diagrammes d’espaces analytiques complexes

(621, NX) == (£, N*) e—— (pt,N*)
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an

avec &*" la tour des revétements étales finis de Gm?". Formons le diagramme commutatif

(Al’an,NX) - (Al’an7N><) ¢ 0 pt Nx

(r,id)l J{(r,id)

((gan’NX) (éﬂan,NX) 1 pt NX

ot la ligne supérieure est formée de diagrammes constants et r(n) : AL —— Gm®" est la fonction analytique
2z~ exp(n~! - 2). On déduit ainsi un morphisme de (A x N*)-diagrammes d’espaces analytiques

r: (¢,A) x (pt,N*) —— (%#*", A x N¥)

avec € ’espace analytique cosimplicial obtenu en appliquant [Ayo07b| Lem. 3.4.1] a

Al,an Al,an ¢ 0 pt .
Pour la suite, on introduit quelques notations.

Notation 4.6 — On note (¢,pa): (¢, A) —— Al le morphisme déduit du diagramme commutatif

an

Al,an ¢ 0 pt

|

Al,an 3 pt

Al,an

pt.

On note aussi ¢ : A x NX —— A la projection sur le premier facteur. Avec ces notations, on a un diagramme
commutatif de diagrammes d’espaces analytiques complexes

(18) (€ oq, A xN¥) (%™, A x N¥)

(d)’pAXNX)l W Jr(eanﬁl’AxNx)
1,an an
A D Gm
€n
r(n)

Gman

r

avec e, le morphisme d’élévation a la puissance m. Soit f : X —— A2 un morphisme d’espaces analytiques
complexes. On note X, = f~*(Gm®) et j son inclusion dans X. On note aussi X, = f~!(0) et i son inclusion dans
X. On obtient de un diagramme commutatif

rf

(19) (€x 0q, A x N¥) (%}H,AXNX)

(d’f’prNX)JV W‘ J(G;n#)AxNX)
1l,an
A X(G,man X"] rf(l) Xn

Gma" Xen, Gmanr X77

par changement de base suivant f;, : X, —— Gm®"
Muni des notations précédentes, on définit cing foncteurs W'y, W}, W%, W} et x, s respectivement par les composés
suivants
(O?H,prNX )" G }n) i*j (prNX )

Doy (X,) ——— Doyt (%22, A XN*) —5 Doyt (X, AXN*) =2 Doy (X, AXN*) —— = Dgn(X,)

(‘PfoAxNX)* (o5)« i*j (P asarx g

Doy (X)) 2" Doy (@ © ¢, AXN*) —225 Dy (X, A XN) 25 Dy (X, AxN¥) — =5 Don(X,)

Doy (X)) %Dm(%ﬂx,A) MDW(XW,A) iHD)m(XU,A) %DW(XU) ,

ry(1)” (1)« (s
ngz(Xn) E— Dgﬁ(Al’an X Gman X”]) S ng(Xn) S ng(Xo) s
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.
€n, fx

et Da(X,) —5 Don(Gm™ X, guen Xy) 5 Do (X))~ Don(X,) -

Les morphismes de diagrammes d’espaces analytiques complexes ry induisent des transformations naturelles de fonc-
teurs pseudo-monoidaux symétriques et unitaires W'y —— \Il} (construites comme dans [Ayo07b| Déf. 3.2.11]). Ces
transformations naturelles forment un morphisme de systémes de spécialisation au sens analytique du terme (voir
[Ayo07bl| Déf. 3.1.1]). De méme on dispose d’un morphisme de systémes de spécialisation y,, —— U3 . Par ailleurs,
on a le lemme suivant :

LEMME 4.7 — Il existe des isomorphismes naturels (de foncteurs pseudo-monoidauz, symétriques et pseudo-
unitaires) \I/} ~ \I/fc et \Il? ~ \Ili qut sont des isomorphismes de systémes de spécialisation au sens analytique du terme
(voir [Ayo07b| Déf. 3.1.1]).

DEMONSTRATION Pour un objet A de Doy (X,,), \I/}(A) est la colimite homotopique du N*-diagramme constant de
valeur W3 (A), i.e., Uh(A) ~ (pyx):pi« U3 (A) avec pyx : NX — e . De plus, le morphisme W' —— ¥? s'identifie
a la counité de (py«, (pnx)¢). Or, 'ensemble ordonné N* admet un plus grand élément a savoir 1 (N* étant ordonné
par l'opposée de la relation de divisibilité). Il vient que le morphisme de counité (pyx )ipix —id est inversible

(voir par exemple [Ayo07al Prop. 2.1.41]).
Passons & l'isomorphisme U2 ~ \Il?c La catégorie A admet un objet final, & savoir 0. Il vient que la counité de

I'adjonction ((pa)4,pl) est inversible. Il suffirait donc de prouver que U2 est isomorphe au foncteur composé

(expys.pa)” 1 expy, I (pa)s
Do (X)) — 22 D (A0 s guan Xy A) 2 Dy (X A) —25 Do (X, A) — 222 Doy(X,)

On montrera plus précisément que le morphisme d'unité id —— (¢f).(¢)* est inversible avec ¢y le morphisme
d’espaces analytiques complexes cosimpliciaux (€x, A) —— (AL Xgpan X, A) . Il suffit alors de montrer que le

morphisme d'unité id —— ¢(n).¢¢(n)* est inversible pour tout n € N. Mais, €x(n) ~ (AL X G X,) x Aman

et ¢r(n) est la projection sur le premier facteur. Le résultat découle alors de l'invariance par homotopie. C.Q.F.D

Rappelons la définition du foncteur «cycles proches» W associé a un morphisme f : X —— Alan  d’espaces
analytiques complexes. Notons E = A% [[{(—oco)} muni de la topologie caractérisée par :
— E —{(—00)} est un ouvert de E et I'identité Al** —— F — {(—o00)} est un homéomorphisme.

— Un systéme cofinal de voisinages ouverts de (—oo) est donné par les Viy = {(—o00)} [[{z € C, Re(z) < —N} avec
N eN.
La fonction analytique r(1) = exp : Al2" —— AL20 g’étend par continuité en une application

exp' : E—— Aban

en posant exp’(—oo) = 0. On a ainsi un diagramme a carrés cartésiens

J 7

E, = Alen Ee——pt
epr/ JGXP/
Gm?" ! Alan é pt.

En faisant le changement de base suivant f, on obtient le diagramme

3 -
E, Xptan X —— E Xp1a0 X 6—— X,

exprV Jexp/f

X, X A

On pose, suivant [DeKa73, Exposé XIV], Us(A) = f*j*exp;iA. On dispose d’une transformation naturelle
U3 = i*juexpp.exph — i*exply, juexp} — idx, «i* juexp} = Uy .

La conclusion de la discussion précédente est le résultat suivant :
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PROPOSITION 4.8 — Soit f: X —— Al un morphisme de k-schémas de type fini. Il existe une transformation

naturelle de foncteurs pseudo-monoidaux symétriques et pseudo-unitaires

wx - Betti)((7 o \I/f E— \Iszm o BettiX” .
Les wr définissent un morphisme @ : Bettio W —— Bettio U de systemes de spécialisation de SHon(—)|sch/Gm, vers
Don((—)*") au sens de [Ayo07b|, Déf. 3.1.1|. De plus, on a un carré commutatif

Bettix, o Xn,f — Xn,san © Bettix,
Bettix(7 o \I/f e \I/fan o Bettan

avec Xn,f = " jxln, f4€, - (Voir les notations dans le cas analytique.)

DEMONSTRATION La transformation naturelle wy est la composée
. wi . . . ; . .
Bettix, ¥y —— W}, Bettix, —— \Il}can Bettiy, ~ \II?M, Bettiy, ~ \Il;an Bettix, — W sanBettix, -

Il s’agit bien d’un morphisme de systémes de spécialisation comme il découle de la proposition [1.5] et du fait que
U, —— Wl | les isomorphismes du lemme et W3 —— U, sont des morphismes des systémes de spécialisation

(au sens analytique du terme). Les fleches verticales du carré de I’énoncé proviennent des triangles commutatifs

(%o (id x n), A x NX) —— (%, A x N¥) Atan S G
Jren
. exp
Gmk - Gmk Gm?".
La commutativité du carré est facile et sera laissée en exercice. C.Q.F.D

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréme principal de cette section.

THEOREME 4.9 — Pour tout morphisme de type fini f : X —— A}, la transformation naturelle
wox . Bettixg o \I/f —_— \I/fan o Bettan

est inversible lorsqu’elle est appliquée aux objets constructibles de SHon(X,,).

DEMONSTRATION Soit A la classe des objets de la forme Sus?.(Spec(k) ® 1) avec T € Ho(9) compact et p € N. I
vient (voir la preuve du théoréme [3.19) que compact est synonyme de A-constructible pour les objets de SHon(—).
Soit m une indéterminée de sorte que A} = Spec(k[n]). Pour n € N, considérons les deux A}-schémas

by : B, = Spec(k[r,T]/T™ — w) — Spec(k[r])
et by : Bl =Spec(k[r,T,U,U"|/T" — U - 7) — Spec(k[]).
Par [Ayo07bl Th. 3.3.46], pour montrer que w est inversible sur les objets compacts, il suffit de vérifier que

Betti(Bn)‘7 o ‘I’bn (bn);Ammk E— \I]b%n o Betti(Bn)n(bn);AMmk

et Betti(B},/)a o \I/b}l (b}z);Alek E— \I]b}l,an o Betti(B},,)n(brlL);;Alek

sont inversibles pour tout A € A.
Le 2-foncteur homotopique stable Doy ((—)®") est séparé au sens de [Ayo07al Déf. 2.1.160]. En utilisant le revétement
étale
B! = k[x, T",V,V-1/(T"™ — n) —— B} = k[x, T, U, U] /(T" - U - ) ,

donné sur les anneaux de fonctions par les associations U ~ V™ et T ~» T’V =1, on peut remplacer ci-dessus b} :
Bl —— A} par b, : B, —— A} . Or, By, est lisse au dessus de B,,. Il est donc suffisant de vérifier que

(20) Betti(]_r;n)‘7 o ‘I’bn (bn);Akak E— \I]bzn o Betti(Bn)n(bn);AMmk

est inversible pour n € N* et A € Ho(9M). Il revient au méme de montrer que
(21) Betti,, o \Ilid(bn)n* (bn);AM}mk —_— \Ilid o Bettin(bn)n* (bn):A|Gmk

est inversible (puisque b,, est fini et donc projectif).
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On peut supposer que k contient 'ensemble des racines n-émes de 'unité qu’on notera p, (k). On a un isomor-
phisme 1, (k)-équivariant Wiq(by )« (bn); A|Gm,, =~ @&M(k) A (voir [Ayo07bl| Prop. 3.5.12]). De méme, on montre que
WiaBettiy (bn) s (bn ) Ajgm, =~ @ﬁwn(k) Betti, A. Il s’agit de montrer que modulo ces identifications, le morphisme
est l'identité. Pour vérifier cela, on utilise le carré commutatif

(22) Betti, o Xn,id(bn)n* (bn);A|Gmk — Xn,id © Bettin(bn)n*(bn);Ammk

Betti, o Wi (bn)ns(bn)yAjgm, — Pia © Bettiy (bn)n« (b)) Ajcmy, -

Montrons que la fleche horizontale supérieure de ce carré s’identifie a I'identité de @y, (1) Bettioc (A & A(—1)[-1]).
Remarquons que le Gmy-schéma (B,,), est isomorphe & e, : Gmy —— Gmy, . On a donc un carré cartésien

IIid
ng#"(/@) (Bn)n I (Bn)n

o

€n

ou ug est I'isomorphisme correspondant a la section inversible & - T du faisceau structural de (B,,),. Par construction
de xn, on a Xn,id(bn)n*(bn);A\Gmk s @§€Mn(k) Xl,idug*uzAmmk ~ Gaﬁe;tn(k) Xl,idA|Gmk~ Un calcul similaire montre
que Xy iaBettiy (bn)y (bn)y Ajgm, =~ ®£€un,(k) X1,iaBettiy Agm, - De plus, modulo ces identifications, la fléche horizon-
tale supérieure de est la somme directe des isomorphismes évidents BettigX1,idA|Gmk ~ X1,idBettinA|Gmk- Or
X1,idAcm, ~ A ® A(—1)[-1] (voir [Ayo0T7al, Cor. 1.6.2]). Il en est de méme dans le contexte analytique. D’ou la
description recherchée de la fléche horizontale supérieure de .

Pour terminer, il suffit de voir que les fleches verticales de s'identifient a la somme directe des projections

(id,0) : Betti, A @ Betti, A(—1)[—1] —— Betti, A . Ceci découle de [Ayo07b}, Lem. 3.5.10] en utilisant la méthode de

la preuve de [Ayo07b| Cor. 3.5.12]. Le théoréme est démontré. C.Q.F.D
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