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4��5�6�����73 �8������7������� � ��� =���

−ε4u+ b(x) · ∇u = f(x)
��

Ω,
O�
�P

u = uB
1�T

∂Ω,

;�� ��
0 < ε� 1

��� 3 �8������N1�1� ���� ���
b(x)

��� 4��5�6�����T��6���� ��� � �N����� ����
��/� ; �0/���� Q���� �� ��� L ����������� 16������� N/���61���0/�� ��� �6���� ��0/�� ������7
�� 
 KN ������ �1�����0/� L 1����7 ��� .��N1�1���7.�1��N ���7������� � � ��; �� =����N������ �
5�� =�� ����6����� �� T���� 4��N �� 6����� 1�T 4��5�6�����73 �8������7������� � ����06��7
T�/�� ;����� 

[� =1��

ε � |b| ����� ��� 4��5�6�����73 �8����������0/��� /�N ��� ����0/�� �/1�16��� 1� 
3 �� <����� ��� K�1��1��7 1���6�� =�����7> ��� ���� L ��/��� ;���� �� ���  �����0/�0/���
��N/���61���0/�  ����1������ 1�T 
 3 ����  �����0/�0/��� ������ ! � �10/ ������� �� ��� "#/�
5�� .����� ���  ������1���� ���� �� ������� ���  ������� 1�T 
 L ������;���� ���� �� �1/�7
���0/� :��#��� � ���0/� ������� � �� ��1���������� ` : �� ����� ����1��T#/��� .�0/��6 ���� �1�
�� �
9? 5�� $��/�� ���; �06���� %&'()* +,- (./0 1,-2 3 (&'45.6)+('7,- OKM� P W��T1/��� 

8������ :��#��� ���T����� #/���0/ ���� Q�����1�� � ;�� ��� L ��/��� ��� '(%,2/)+.9 '(( :/ ::+(%
��� ��� (;04-(-&,(+ +(- < )%,%9 /-7 &,4- (- 
 R ���� W��T1/��� ���/�� �� ����� ���1����/1��
�� KM� 
 >� ������ ����� �� :��� �� � �/1���� � �1�� ��0/ ����� .�0/��6�� 1���0/�������0/
� �� ��� 6��5�6�������� �������� =1�� 1�����1���������� 
 3�� ������ ��� 3 �8���������� � ���
��� K�1��1��7 1���6�� =�����7> ��� ���� L ��/��� ! ����0/�� MN; ���7L ��/���� 5�������/�� 
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3 1� ����� ���� ��� :�� ��� ��� ��� :�1�� �� 1�� ������ L ��/���� 
 3 1�10/ ; ��� ���0/ W������0/�
�; ��0/�� ��� L ��/���� ���� =� ����0/� �������� � �� ;��0/�� =1�� ;��0/� L ��/��� ��NT�/���
;����� 61�� 
 >� �10/ :�;������ ���/�� ������0/�����0/� :�N �6�� �� W���������� � ;��0/�
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[� � )0 ,&(+ 	 ;����� 1����� ���� Q�����1�� ��� 6�����������0/�� ������� 1������ �� � ���
1��  �����1�� ��� T�������� ./����� ������ 
 [� ������� ���/� ��� >S������7 ��� > ��7
������6�����1�� T�� �0/;10/� <������� 
 31�� ; ��� 6��6��� R���� 1�T �1� �;����� �����7
�1�� 4��5�6�����73 �8������7������� �������� ��� :�;�������� 1������ �� 
 [� ;��7
����� ; ��� ��� K�1��1��7 1���6�� =�����7> ��� ���� L ��/��� � �� ����1��� >��� ����� ���7
��T�/�� ��� �1� �� ��� ������� 1��6 ������ L ��/��� �� ���1����/1�� � �� 4��5�6�����7
3 �8����������0/����� 1�T������� 

[� � )0 ,&(+ 
 ;����� ��� K�1��������������0/��6�� 5���������� 
 [� ��� ./����� ;����� �10/
L ����0/6��� � ������ W��7 ��� " 10/����� /��5����/�� �� 
 :�/1�� ����� L �����N������ � ;��7
��� �� ����� ��� �� �;�� 3 �� �������� ��� ����0/� Q�����1�� � �� ��� �/�������0/�� :�7
�0/#������� 5�����0/�� 

[� � )0 ,&(+ � ;��� ��� :�T;1�� ��� W��T1/��� 5�����0/�� 
 " �� �� ��� W������0/ ��� ��M7
������ ; ��� 1�0/ ��� [�N��� ����������1�T;1�� � ��N�� 0/�� 

:�/1�� �;���� L �����N������ � ;����� �� � )0 ,&(+ � 1������� =�/��� 5�����0/�� 
 3�� =�6��
����� �1� �� 1�T ��� .�N ���  �����0/�0/� ` > �� ������� � �T1��� ��0/ � �� Q1��7 �����0/�0/��� �
�1� 1����� � �� �������  �����0/�0/��� 
 K� ;����� ��� L ��/���� 1�T Q�����/��� � ������0/
��� ������� �������� �������� 

: �� Q�����1� ��� :�� ��� ; ��� �� � )0 ,&(+ 
 ���� =� ����0/� ��� >�����0/1T��� ��� W��T1/���
����� �� 
 3 1� �� �#��� ��0/ ���� T�������� >�NT�/���� ��� �� � � �� ;��0/�� ������� ��������
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8 �� ; ��� �� ��� ������ ��� 1����� ����� =1�� 
 K��

Ω ⊂ R
d � d ≥ 2

���� �8��� � ��0/�#�6��
L ���� � �� <�N�0/���7Q 1��

Γ := ∂Ω
��� #������� >��/�������� 1���T���

n

 3 �� 1����� ����

����1�� ����N���0/� 3 �8 ������1�����0/��� �;�����  ������ /1� ��� =���

−��5A∇u+ b · ∇u+ cu = f
��

Ω
O� 
�P

3 1� �� ���
f ∈ L2(Ω), c ∈ L∞(Ω)

���
0 < c0 ≤ c(x) ≤ C0 < ∞ T 
� 
�

b ∈ C1(Ω,Rd)
���

A ∈ C1(Ω,�d×d)
���

A(x) = AT (x)
T�� 1���

x ∈ Ω
���

0 < λ0 := inf
x∈Ω

sup
z∈Rd\{0}

zTA(x)z

zT z
≤ sup

x∈Ω
sup

z∈Rd\{0}

zTA(x)z

zT z
=: Λ0 <∞ O� 
�P

8 �� 5����/�� ����� 1����� ����  ���0/��� � �� Q 1��;����� 
 3 1�� ����� ��� T�������� Q1��7
� ���������� 1�T��T�/��

• [�/�� ����� 3 ���0/���7Q 1��� ���������� `
u = uD

1�T
Γ = Ω

� ;�� ��
uD

���� ����7
� ��� � ������� =��6���� ��� 
 [� =1��

uD ≡ 0
�N��0/� � 1� 5�� /�� ������ 3 ���0/���7

Q1��� ���������� 


• $�� ����� " ��� 1��7Q 1��� ���������� ` 〈An,∇u〉 = 0
1�T

Γ

•  �� ��0/�� 3 ���0/���7" ��� 1��7Q1��� ���������� `
u = uD

1�T
ΓD

��� 〈An,∇u〉 = 01�T
ΓN

=�� ��� =1�� ��� ��� ��0/��� Q1��� ���������� ���� �1�����0/
ΓD∩ΓN = ∅ ��� ΓD∪ΓN =

Γ
������ 
 R�� ��� ��0/��� Q1��� ���������� T������ ; �� 1�������� � �1��

ΓD
��� N �����5��

(d− 1)
7��� ������1��� L 1�� /1� 


# ������%� " �� � K��
(·, ·) = (·, ·)L2(Ω)

�1� ������ �����6� 
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��� � ��� � � � �� � �� ��� ������� ��� ������������ ��� J

• u ∈ uD +H1
0 (Ω)

/����� �0/;10/� <����� ��� 3 �8 ������1�����0/��� O� 
�P � �� 3 ���0/���7
Q1��� ���������� � ;��� ����

(A∇u,∇v) + (b · ∇u, v) + cuv︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

= (f, v)︸ ︷︷ ︸
l(v)

∀v ∈ H1
0 (Ω).

• K��
H1

D(Ω) :=
{
v ∈ H1(Ω)|v = 0

1�T
ΓD

} 
 3 1�� /�����
u ∈ uD + H1

D(Ω)
�0/;10/�

<����� ��� 3 �8 ������1�����0/��� O� 
�P � �� ��� ��0/��� Q1��� ���������� � ;��� ����

(A∇u,∇v) + (b · ∇u, v) + cuv︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

= (f, v)︸ ︷︷ ︸
l(v)

∀v ∈ H1
D(Ω).

31� Q1��������1� �� �� ��� " ��� 1��7Q 1�� 5���0/; ����� T�� /�� ������ " ��� 1��7
Q1�� 


�G�F " �" ��� �(���F) 	�A � ��A�	��
'��� CDE (+,ZG+,� ��(	�
�� 	 � 
-&(' 2(- 4:(-
(,-� (9 ��'&(- < (� (,
�/-� (- /-&('%
� (,2(& * )- 2,( 9 4+� (-2(- � � + +( �
��� �%&−1

2 div b+c ≥ 0� %4 :(%,&� & 2,( � ,� ('(-&,)+� +(,
�/-� �	 ��� *,& �4* 4� (-(- � ,',
� +(&.
�)-2:(2,-�/-� (- (,- ( (,-2(/&,� ( %
�1)
� ( ��%/-� �

�	� �%& −1
2 div b + c ≥ 0

/-2 〈b, n〉 )/9 ΓN � %4 :(%,&� & 2,( � ,� ('(-&,)+� +(,
�/-� �	 ��� *,&
� (* ,%
� &(- �)-2:(2,-�/-� (- (,- ( (,-2(/&,� ( %
�1)
� ( ��%/-� �

�
� �%&
c ≥ c0 > 0� −1

2 div b+ c ≥ 0
/-2 〈b, n〉 ≥ 0

)/9
Γ� %4 :(%,&� & 2,( � ,� ('(-&,)+� +(,.


�/-� �	 ��� *,& � (/* )--.�)-2:(2,-�/-� (- (,- ( (,-2(/&,� ( %
�1)
� ( ��%/-� �
< (1 (,% � 8 �� � �;����� ��� O�P 
 R���10/��� ; �� ���#0/�� ��� ��0/�� K���� 
 3 1� =��6����1�
l(v)

��� ����1� 
 :�� ��� �1�0/�7K0/;1���0/��7M�����0/��� T����

|l(v)| = ‖(f, v)‖L2(Ω)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω).

31� �� ��� �1� =��6����1�
l(v)

����1� ��� ������ 1�T
H1(Ω)


 3 �� R �����1�T���
a(u, v)

������
; �� �� �;�� .����

(A∇u,∇v) + cuv︸ ︷︷ ︸
a0(u,v)

+ (b · ∇u, v)︸ ︷︷ ︸
a1(u,v)

.

K��
λ0

;�� �� O� 
�P 
 3 �� R �����1�T���
a0(u, v)

��� ���������0/ 
 8����
c ≥ 0

��� ���
=������0/�7M�����0/��� ����

a0(u, u) = (A∇u,∇u) + (cu, u) ≥ λ0|u|2H1(Ω) ≥ λ0c‖u‖2
H1(Ω).

31� �� ���
a0(u, v)

1�T
H1(Ω)

1�0/ 6� ����5 
 3 �� K�����6��� 1�T
H1(Ω) ×H1(Ω)

T���� ���0/

|a0(u, v)| ≤ Λ0|u|H1(Ω)|v|H1(Ω) + ‖c‖∞‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ max {Λ0, ‖c‖∞} ‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).



��� � ��� � � � �� � �� ��� ������� ��� ������������ ��� V

 ��1��� ��� ��� R �����1�T���
a1(u, v)

������ � ���� �� ����

|a1(u, u)| ≤ ‖b‖∞|u|H1(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖b‖∞‖u‖H1(Ω)‖v‖L2(Ω).

L�� ��� R����/���
��5

(u2b) = b · ∇(u2) + u2(
��5

(b))
O� 
�P

��� ���  1���0/�� [�����1��1�� T����

a(u, u) = (A∇u,∇u) + (b · ∇u, u) + (cu, u)

≥ λ0|u|2H1(Ω) +

∫

Ω

(
1

2
b · ∇(u2) + cu2

)

(2.3)
= λ0|u|2H1(Ω) +

∫

Ω

(
−1

2

��5
(b) + c

)
u2.

=1��� −1
2

��5
(b) + c ≥ 0

��� ��� R �����1�T��� 1 6�����5 1�T
H1(Ω)


 M���� ��� ���������
>�����0/1T��� 5��

a
���

l
T���� ��� >��������6��� 1�� ����� T�� �����������0/� ������� �

1���N1����� W������ 5�� <1S7L ����1� 
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[� ������ :�� ��� 5��;����� ; �� ��� �;����� ������1�� 4��5�6�����73 �8����������0/��� 1��
L �����N������ `

−ε4u+ b(x) · ∇u = f(x)
��

Ω,
O� 
! P

u = uB
1�T

∂Ω,

;�� ��
0 < ε � 1

��� 3 �8������N1�1� ���� ��� ���
b(x)

��� 4��5�6�����T��6���� 
 3 ��� ���
��� 1����� ���� 3 �8������1�����0/��� �;�����  ������

−��5(A∇u) + b · ∇u+ cu = f
��

Ω
O� 
2P

� ��
A = ε · [�2

���
c = 0


 3 1� �� ��� �1� ������� ����N���0/ 
 3 1� /�����0/���� 4��������
��� >S������ ��� >��������6��� ����� <����� ���/� T�� O

2.5
P �10/ K1�� O� 
�P ; �� T���� 1��

−1

2

��5
(b) ≥ 0

=�� 6����1��� W�6�����
b
��� ����� R�������� ��� �� ��T� ��� 
 3 �� ����/����� �0/;10/�

=����������� �1���� �1� ��

ε(∇u,∇v) + (b · ∇u, v)︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

= (f, v)︸ ︷︷ ︸
l(v)

∀v ∈ H1
0 (Ω).

� �]�E'	�
 " �� � 3�� R �����1�T��� 1 ��� ��0/� ���������0/ 
 3 1� �� ��/1���� ; �� 1�0/ 6����
���������0/� K������ 1���S � ;1� T�� ��� 81/� ��� <����� ;�������0/ ��� 


� 
� ��	��������
M� ��� W ���T#����6��� 5�� :�;�������� � ��� 1�T 4��5�6�����73 �8������N������ � T�/��� �
�� 5��������0/�� � ����� ��� ��� 6��6���� R���N���� �SN����� ��;#/�� `

•  ���0/�����

−ε4u+ b(x) · ∇u = f(x)
��

Ω,
O� 
JP

u = uB
1�T

∂Ω

������ �� ���1����/1�� � �� L ���6��1�7 ��� 8 #�� ���1��N ����� 1�T 
 L 1� ������ ��0/
� ���N����;���� ����� ��1�6�� � ������ #���� 
 ��������� =���� 5�� 
 "�� ������ 1� �����
� ��������� K����� ���� 
� ����� W���0/������� �� ��� =���� 
 [� ;��0/�� =��� ��;���
��0/ ��� W���0/������� ��� 1� ��� =������ ��
#0/�� �;�� N/���61���0/� �/#��� ���
6����� � ���10/��� ;����� ` > ��������� ��8������� ��� W���0/������� ����0/� #���� ��
1��� Q �0/������ � ;�� �� ��� K�#�6� ��� 3 �8����� ���0/ ��� �1�1� ����

ε > 0
����� ��

��� 
 3 �� ��� ��1��� .��� ��� R�;����� ��� ��� 4��5�6����
b(x)
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8 

���  ��0/; �����6��� � ��� ��� ��� W���0/������� 
���1�;#��� ��1��N ������� ; ��� 
 3 ��
4�������1���� ��� W���0/�������

u
��� �1�� <����� ���  ���0/��� O� 
JP 
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������ ������1��� $ 1��������� 
 M���� ��� ���� W�����T10/����� ����

∂2u

∂2x
− ∂

∂x

[
u
∂

∂x
(ψ + log u)

]
= 0

;�� �� ��� ����0/�� =��6����
u(x)

��� >��6������6�������1���� ���
ψ(x)

�1� ��5��
� ������ � ���0/���� ���6�����1���0/� �������1� ��� 
 "�� ��� � �� ���0/�� ������� �� ���
:�����06

∂ψ/∂x
��/� ����� �� W������0/ ��� 3�8����������

∂2u/∂2x

 3 1� �� /1� ��

; �� ��� 4��5�6�����73 �8������7������� O���/� ��! �P 


• 3�� ��1����#�� � ��6��N������ �� " 15���7K��6��7 ���0/���

−ν4u+ 〈u,∇〉u+ ∇p = f
��

Ω
O� 
VP

��5
u = 0

��
Ω

u = 0
1�T

Γ.

31� �� ���
Ω ∈ R

d � d = 2, 3
��� � ��0/�#�6��� � ���1����/#�������  ����� � ��

<�N�0/���7Q 1�� 
 3 �� 3 �8������7�1�1� ����
ν > 0

� ����0/��� ��� W ��6����#� O�#/��7
6���P 
 4 ���� ������� � � 10/�� =�� ����6����� � ����� �#/��6��� 61�� ���  �; �0/� T#��� 

=�� 6����� �1�1� ����

ν
/1� �� ; �� ��� 4��5�6�����73 �8������7������� O���/� ��! �P 
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V
��� 8��� ����� :6����7 N���� 1�� ���� =��6���� ��� �1��������������� :��17

��N������ K �� ����� ���� � ����� �� ���0/

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂2S
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0,

;�� ��
σ
��� KN����/1T���6��� ��� :��1�� ���

r
��� [�����������1�� ��� 
 :�0/ �� ������

R���N��� 61�� ��� 6��5�6��5� >8�6� O��1�0�1� ���T�P ��� ��1�� ������� �� ��� �����
S
;����� � ;1� ; ������� 1�T ��� 4��5�6�����73 �8������7������� T�/�� O���/� �� ��P 
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8 �� ;#/��� ���#0/�� ���� ���T��� � 3��6���������� 1�T
I := [0, 1]


 K��
N

��� :��1/� ���
.��������51���

Ki =]xi−1, xi[
�
i = 1, ..., N

���

0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, h = max{xi − xx−1| i = 1, · · · , N}.
"�� ���� 1�T ������ [����51��

I
��� ���06;���� ����1��� ������ >��� ����� 1NN��S�� ����

;����� 
 3 �� �1�����0/� M��1�� 1�0/ � �� ��0/�7���T��� �� M������������� ��� ����� ����
 ������� ��� ����� ��� ������� W������� 5�� =�����7> ��� ���� L ��/���� ������� �� =�����7
3 �8 ������� L ��/���� 

8 �� � �T1���� ��� ���#0/�� � �� ��� K�1��1��7 1���6�� =�����7> ��� ����7L ��/��� � � 
/ 
 ���
Q 1�� ��� :��1��T��6������ ��� ��� Q 1�� ���  �; �0/��T��6������ ���� �������0/ 
 ���
4������6���� ����� ���06;���� ����1��� R1��� �������� � 1�

φi(x) :=





x−xi−1

xi−xi−1
x ∈ [xi−1, xi],

xi+1−x
xi+1−xi

x ∈ [xi, xi+1],

0 sonst.

O� 
9P

3 1� �� � ����0/���
i
�
1 ≤ i ≤ N

��� �7��� ����1��� =���/������1� 
 =�� ��� =��6������
φi
�

1 ≤ i ≤ N
���� �8����0/���0/ ��� <1��1���7>�����0/1T�

φi(xj) =

{
1

T1���
i = j

�
0

����� 
 O� 

P

:�T ! ���� >��� ���
Ki

���� ���1� ��� �;�� R1���T��6������
φi−1

���
φi
5�� "��� 5���0/��7

��� 
 L 1� ����� ���0/� � �1�� ��� R1���T��6������
φi
�
i = 1...N

� ��� Q1�� ��� ���06;����
����1��� � �������� =��6������ 1�T G �������� � 6��6���

V
(1)
h =

{
u ∈ H1

D| ∀K ∈ G : u|K ∈ P1

}
=
�N1�

(φi, i = 1, · · · , N) .

:�������� � 
�` 3 �� ���06;���� ����1�� R1���T��6���� �� ����� 3 �� ������ ���
i
7��� =���7

/������1�
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3 �� �0/;10/� =����������� ��� ������ ������1��� 6�����������0/�� ������� O� 
2P �1���� `
= ����

u ∈ V
(1)
h

�� �1��
1∫

0

(
εu′v′ + b(x)u′v

) �S
=

1∫

0

fv
�S ∀v ∈ V

(1)
h .

>� ������ � ��� �����  ���0/��� T�� 1��� R1���T��6������
φi
�
i = 0, ..., N

�� � ���10/��� 

3 1� �� /1� �� ; �� N�� =���/������1� ����  ���0/��� 
 3 �� ���������

u(x) =
∑N

j=0 xjφj
���T���

��� ����1���  ���0/������ ���� T�� ��� ��� �61����� 4��� �������5�6���
x = (xj)

N
j=1


 3 ��
<������5�6��� ������ K����� � � ���/1���� ��� 4��� ������� �� ��� R1���T��6������ 
 [� =1��
����� <1��1����1��� OR1���T��6������ ��T� ���� ��� >�����0/1T� O� 

PP ���� �1� ������0/ ���
=��6�����;���� �� ��� 4�����N��6��� 

� ��(� ��� " �X � K�� �1� T������� ������ ������1�� 4��5�6�����73 �8������N������ ����� �� `

{
−εu′′ + u′ = 1

��
]0, 1[

u(0) = u(1) = 0

O� 
�?P
3 �� �S16�� <����� �1����

η(x) =
x

b
− e

bx
ε − 1

b
(
e

bx
ε − 1

)
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ε = 0.01


 3 �� 6�����0/� R����0/ ��� ���
Q 1��7 �����0/�0/� ��� R�����

O(ε)
� ��

x = 1



[� ������ �N �������� ������ ������1��� ������� �#��� ��0/ �1�  ���0/���������� �SN�����
1���� �� 
 >� ���

Mu = y�� ����� � ;�� �� ����

M :=
�����1� (

− ε

h
− b

2
,
2ε

h
,− ε

h
+
b

2

)

y := (h, ..., h)

u := {uh(xj)}j=1,...,N−1



��� � ��� � � � �� � �� ��� ������� ��� ������������ ��� ��

3 �� <����� ������ < K �#��� ��0/ �SN����� 1���� �� 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

:�������� � 
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ε = 0.01


 3 �� ��N/� ��61��7
�0/��  �����1������ �� ��� M������� ��� Q1��7 �����0/�0/� � ����
����� ��� <����� 1�T
��� ���1����  ����� ��� � 10/�� ��� <����� ����1�0/�1� 


# ������%� " �- � 8 �� ��������� ��� ��� ����������� O �����7P ��0���7�1/� 1��

��
:=

‖b‖∞h
ε

O� 
��P
3�� =1�� ��

< 2
������ �1� �� �� :����� ����� ��0/�� � �1�� ��� ���6���� <����� 6����  �����17

������ � �/� 1�T;���� 
 M���� [�������� ���� ��� 6��5�6�������� �������� =1�� ��
> 2


 L ����
����� �� ��0/ ��1�6 6��5�6�������� ������� ������� � ���0/ 6����� 8���� T��

ε

 Q �1������0/�

�1�1� ���� T�� ��� :�;������ T1���� �� ��� R����0/
ε ∈ [1E − 1, 1E − 6]


 [� ��� < ����17
��� ; ��� ��� ��0���7�1/� /#��� ��0/ � �� ����� =16��� 1

2

�61����� � ;1� ��� =� ���1�� 5��
4��5�6�����7 �� 3 �8��������� ��1�� 5�� ��

= 2
1�T ��

= 1
5���0/���� 


=�� ������ ������1�� ������� � 61�� � 1� ��� ���6���� <����� 6��6��� 1���� �� O5�� 
 ����P 

3 1��� ������ .��� � ��� =���

1 + c
��

1 − c
�� , c ∈ �

1�T � ��� �� 6��5�6�������� �������� =1�� O��
> 2

P ��N/���61���0/�  �����1������ /��5����T��
O5�� 
 :�� 
� 
�P 
 =�� T���� �1�1����

ε
���

b
��� �� �1���0/ ��� �� � ����0/ T�� ��� ���T��� ��

 ����� ��� K0/����;����
h
�� 6���� �� ;#/��� � �1�� � 1� ���  �����1������ ;���� �� ≤ 2���� ������� 61�� 
 31� ��� �� ��� ��1S�� � �� ��/� 6������ 8����� T��

ε
�� W������0/ ��

b61�� � ����0/ � �1 ��� Q�0/���������� � ������� ��� 
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��� 3 ��6����������� �� �;�� 3 �� �������� ������ ; �� ����1�� 3����06����� ���� ��� 
 K��
Ω ⊂

R
2 ��� �8���� � � ��0/�#�6���  ����� � �� N ������1��� Q1�� 
 3 1�  ����� ;���� ����� ���

��;�/���� ���#����6����� ���������� �� ���  ����� G ������� O.��1����������P 
 =�� ! ����



��� � ��� � � � �� � �� ��� ������� ��� ������������ ��� ��

3����06
K ∈ G ����� hK

��� �#����� K���� ���
ρK

��� 3��0/� ����� ��� �������� ���� ��0/���7
� ���� 4������ 
 3 �� .��1���������� /����� T��� 7�����#� � ;��� ���� � ����1�� 4����1���

cG�S ������� � ��
hK

ρK
≤ cG

O� 
��P
3 ���� R�������� 5��/������ �1� :�T������ 5�� ��/� �0/� 1��� O������������� P 3����06�� 

: �� L 1�� T�� ��� =���/��� ���  ������ T�/��� ; �� ��0/ ���  �����;����

h := max
K∈G

hK

��� 
 K��
V

(1)
h =

{
u ∈ H1

D| ∀K ∈ G : u|K ∈ P1

}
��� =�����7> ��� ���� Q1�� 
 3�� 3����06�

K ∈ G ����� 1����0/������ 
 :�1��� ��� �����7
� ������1��� =1�� 6����������� ; �� ���� ���� ���;���� ����1�� R1��� {φi}i=1..N

5��
V

(1)
h

���
��� <1��1���7>�����0/1T�

φi(xj) =

{
1

T1���
i = j

�
0

����� 

:�T ! ���� 3����06

K
��������� ; �� ���� R 1���T��6������ 
 K����

xi
�
i = 1, 2, 3

��� >06N��6��
��� 3����06�

K

 8 �� ������

λK,i(x) :=
det

(
xK

i+1 − x, xK
i−1 − xK

i+1

)

det
(
xK

i+1 − xi, xK
i−1 − xK

i+1

) i = 1, 2, 3.

>� ��� 6�1� � �1�� ����� =��6������ 1�0/
3∑

i=1

λK,i = 1

��T� ���� 
 �� ����� 4�����
xi
;��� ��� ����1�� R1���T��6���� 1�����/1�� ��� 1�����������

3����06� ���0/ ��� "���T��6���� T���������� 
 31�� ���
ωi = ∪K∈G, xi∈K��� �0/�������0/

φi(x) :=

{
0

T1���
x ∈ ωi

λK,i
T1���

x ∈ K ⊂ ωi
���

xi = xK
j

:�������� � 
! ` 3 �� ����1�� R1���T��6����
φi
��� 4�����

xi
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31�  �����
ωi
����N��0/� ���1� ��� .�#��� 5��

φi
O��T#����� R����0/ �� :�� 
� 
! P 
 >� ����

Vh =
�N1�{φi, i = 1, .., N} 
 3 1� ;������ W����/�� ��� 1�1��� �� ��� ����1��� >��� ����� ������� 3 �� ������ 


��� ���; �06����� K�1��1��7 1���6�� L ��/��� � �� ����1��� 3����06����� ����� � �;����� ; ��
T������� ����1��

H17 ��� L27=�/���1��0/#������� `
�G�F " �I � � (,

u ∈ H1
0 (Ω)

2,( %
�1)
� ( ��%/-� 2(' )+ +� (* (,- (- (+ +,0 &,%
� (- � ,� ('(-&,)+.
� +(,
�/-� *,& �4* 4� (-(- � ,',
� +(&.�)-2:(2,-�/-� (- � � ,( ��%/-� 2(% 2,%7'(&(- 3 '4:+(* %
1,'2 * ,&

uh
:(� (,
�-(&� � (,

u ∈ H2(Ω)
� � )-- � ,+&

|u− uh|H1(Ω) ≤ c1h|u|H2(Ω).
O� 
��P

�%& �/%�&� +,
�
Ω
74-5(; � %4 � ,+&

|u− uh|L2(Ω) ≤ c2h
2|u|H2(Ω).

O� 
�! P
� ,( � 4-%&)-&(-

c1, c2
��-� (- -/' 54-

cG ,Ω
/-2 2(- � 4(� � ,(- &(- ,- 2(' � ,� ('(-&,)+� +(,.


�/-�
c
/-2

A
): �

< (1 (,% � 8 �� � �;����� ��� O� 
��P 
 " 10/ ��� R�;��� ��� >S������7 ��� >��������6�����1����
���

a
6� ����5 � �� 4����1���

λ0

 8����� ����� ��� :�6������

A := ‖a‖L2(X,�).
O� 
�2P

3 1�� T���� � �� ��1 �� <��� 1 T�� �����������0/� ������� � ��� :��0/#�����

|u− uh|H1(Ω) ≤
A

λ0
inf
v∈S

|u− v|H1(Ω).

:�� ;������� $ ��T�� ����� 5��;����� ; �� ��� :��0/#����� T�� ��� [����N ���������

∀u ∈ H2(Ω) : |u− IGu|H1(Ω) ≤ c1|u|H2(Ω).
O� 
�JP

3 �� 4����1���
c1
/#��� �1� �� 5�� ��� Q����1���#� ���  ������ 1� 
 K���� � 1�

c2 := A
λ0

���
c := c1c2

���� ���1����

|u− uh|H1(Ω) ≤ c2 inf
v∈S

|u− v|H1(Ω) ≤ c2|u− IGu|H1(Ω) ≤ c|u|H2(Ω).

� ��(� ��� " �_ � 8 �� � ���10/��� 1�T
Ω := [0, 1]2

�1� �;����� ������1�� 4��5�6�����73 �8������N������
O� 
2P � ��

b = 1
1

���
f(x, y) = x+ y − 2ex/ε−1

e1/ε−1

`
{
−ε4u+

(
(1, 1)T · ∇u

)
v = x+ y − 2ex/ε−1

e1/ε−1

��
Ω

u = 0
1�T

∂Ω

O� 
�VP
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a(u, v) = l(v)
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aS(u, v) := a(u, v) +
∑

K∈G

τK

∫

K

〈b,∇u〉〈b,∇v〉

lS(v) := l(v) +
∑

K∈G

τK

∫

K

f · 〈b,∇v〉

3�� �0/;10/� =����������� ��� ��1����������� ������� � �1���� �1�� ` = ����
uS ∈ S

���

aS(u, v) = lS(v) ∀v ∈ S
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a(u, v) = l(v) ∀v ∈ S2
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|u|1,S :=

{
ε|u|21 +

∑

K∈G

τK‖b · ∇u‖2
L2(Ω)

}1/2

��� 
 3 1�� ����
�G�F � �X � � (,

u ∈ H1
0 (Ω)

2,( ��%/-� 2(' � 4-5(7&,4-%.� ,� /%,4-%.6+(,
�/-�

−ε4u+ b · ∇u = f

/-2 �4* 4� (-(- � ,',
� +(&.�)-2:(2,-�/-� (- /-2
uS ∈ S 2,( ��%/-� 2(' � 
3 6.� ,%7'(&,%,('/-� �

� % % (,
u ∈ H2(Ω)

� � )-- � ,+& 2,( �(� +('):%
��&�/-�

|u− uS|1,S ≤ 75

2
cG

{
∑

K∈G

(ε2τ + εh2
K + τh2

K + τ−1h4
K)|u|2H2(K)

}1/2

.
O� 
JP

� ):(, ,%&
cG

(,- ( �4'* '(�/+)',&�&%74-%&)-&(� 2,( -/' 54* 6,&&(' ):��-� &� � ,( �(� +('):.
%
��&�/-� �
 �
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τ =
h2

K√
ε2 + h2

K

< (1 (,% � 8 �� ������ ��� 1����0/#������  ����� �� �;�� .����

|u− uS |1,S ≤ |u− IGu|1,S + |IGu− uS |1,S .

3�� :��0/#����� ��� ������ K���1���� ���0/��/� ���� ���;���� ���0/ ����06���/�� 1�T
�1� Q�T��������� ��� 
 L 1� �����

|u− IGu|1,S ≤ 10.5cG

{
∑

K∈G

(ε+ τK)h2
K |u|2H2(K)

}1/2

.
O� 
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K���� T�� ��� �;����� .���
wS := uS − IGu


 :�� ��� 4�����5 ��#� ��� " ��� | · |1,S
T����

|wS |21,S ≤ aS(wS , wS) = aS(uS − u+ u− IGu,wS)

= aS(uS − u,wS) + aS(u− IGu,wS)
O� 
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aS(u− uS , wS) = lS(wS) − aS(u,wS)

= l(wS) +
∑

K∈G

τK

∫

K

f(b · ∇wS) − a(u,wS) −
∑

K∈G

τK

∫

K

(b · ∇u)(b · ∇wS)

=
∑

K∈G

τK

∫

K

(f − (b · ∇u)) (b · ∇wS)

=
∑

K∈G

τK

∫

K

(−ε4u) (b · ∇wS)

≤
∑

K∈G

ε τK |u|H2(K)‖b · ∇wS‖L2(K)

≤
{

∑

K∈G

ε2τK |u|2H2(K)

}1/2

|wS |1,S

=�� ��� �;����� K���1���� �� O� 
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aS(u− IGu,wS) = ε

∫

Ω

∇(u− IGu) · ∇wS +

∫

Ω

(b · ∇(u− IGu))wS

+
∑

K∈G

τK

∫

K

(b · ∇(u− IGu)) (b · ∇wS)

= ε

∫

Ω

∇(u− IGu) · ∇wS +

∫

Ω

(b · ∇wS) (u− IGu)

+
∑

K∈G

τK

∫

K

(b · ∇(u− IGu)) (b · ∇wS)

≤ ε|u− IGu|H1(Ω)|ws|H1(Ω) +
∑

K∈G

‖u− IGu‖L2(K)‖b · wS‖L2(K)

+
∑

K∈G

τK‖b · ∇(u− IGu)‖L2(K)‖b · ∇wS‖L2(K)

≤ 2|wS |1,S

{
∑

K∈G

(ε+ τK)|u− IGu|2H1(K) + τ−1
K ‖u− IGu‖2

L2(K)

}1/2

≤ 2|wS |1,S

{
∑

K∈G

(ε+ τK)10.52c2Gh
2
K |u|2H2(K) +

∑

K∈G

τ−1
K 100h4

K |u|2H2(K)

}1/2

≤ 2 · 10.5cG |wS |1,S

{
∑

K∈G

h2
K(ε+ τK + τ−1

K h2
K)|u|2H2(K)

}1/2



��� � ��� � � � �� �� ������ � ���� ��	 �� � ��� � �� ��	���
������� �V

31� �� ���� �10/ 3 �5����� ���0/ |wS |1,S = |uS − IGu|1,S
���

cG ≥ 1

|wS |1,S ≤
{

∑

K∈G

ε2τK |u|2H2(Ω)

}1/2

+ 21

{
∑

K∈G

h2
K(ε+ τK + τ−1

K h2
K)|u|2H2(K)

}1/2

≤ 22cG

{
∑

K∈G

(εh2
K + h2

KτK + τ−1h4
K + ε2τK)|u|2H2(K)

}1/2

"�� 1������ � 1� ��� :��0/#����� T�� |u − IGu|1,S
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ε, hK , τK > 0
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|u|SD :=

{
ε|u|21 +

∑

K∈G

τK‖b · ∇u‖2
L2(Ω) + c0‖u‖2

L2(Ω)

}1/2

/���������� 
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τK = λhK ,

;�� ��
0 < λ = O(1)
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�1�1� ���� T��

ε� h
� 1��� �� � 2

��� O� 
! P � T#��� 1�T � �1�� 1�0/
h2

K√
ε2 + h2

K

∼ hK

���� 
 L ������� ��� �� ��� 3�������� 5��
τ
��� =1��������0/������ ��

< 2
��� ��

> 2���/1���� ��� �� ;����� 1���N1���� =��6������ 5��;����� 
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τ = 0
��� ��� K�1��1��7 1���6�� L ��/��� ���1���� 


τK hK
R����0/���� ������

hK
2|b| hK = maxi hi

K�1��1�� �
�

hK
2|b| hK =

√
4|K|

π

W1��1����
hK

h2
K√

ε2+h2
K

hK = maxi hi H17�N��� 1� O� 
! P
hK
3|b| hK = maxi hi

Q=R 1NN��S �V�
hK
2|b| �

�
K

3

(
1 +

(
�
�
K

3

)2
)−1/2

hK = maxi hi
$��/�� ����

.1� ���� � 
� ` W1��1���� T�� ��� 81/� ��� K�1�����1�����N1�1� �����
τK
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hK
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 R�������� � �� 1����7
���N ��  ����� � �� ��/� �0/� 1��� 3����06�� ��� ��0/� 6�1� � �� ��� �#����� K���� ���� ����



��� � ��� � � � �� �� ������ � ���� ��	 �� � ��� � �� ��	���
������� �9

81/� ��� � ���� �� � 1� �1� �#����� K��� ��� �� =������0/���� 5�����/�� ������ 
 8 �� � ���
K�1�����1�����N1�1� ���� ;����� �1/����0/� :��#��� ��� 10/� 
 > ��� 1��T�/��0/� <���� ; ���
�� ���� 1������ �� 

:� >��� ������ :��0/������ ����� ; �� ��� 1�T ����� �1�1� ����

τK
T��� 
 8 �� � ���5 �����

������ 81/� ���0/ ���� ������� �������� 
 8 �� ����� �1� ������� Q1��7 �����0/�0/�7�3
� �� 1���� W1��1���� 1�� .1� ���� � 
� T��
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H17�N��� 1� W1��1��� 
 =�� ��� L27=�/��� �������� 81/� ��0/� ������� � ;�� ��� Q�����1�� 1�� .1� ���� O� 
�P ������ 
 =�� ���  �����
hK� ��0/�#�6�� ��� 1�T

hK = maxi hi
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5�� KM� � ��0/���� �� 

3 �� �1�1� ����

τK
������ ��� T�������� :��0/#������� `

τK ≤
{
c1

hK
|b|

T1��� ��
> 2,

c2
h2

K
ε

T1��� ��
< 2.

O� 

P

K�� Sε ⊂ Ω
���  ����� � �1� ��� Q1���0/�0/��� ���/#�� 
 R ����

Ω′ := Ω \ Sε



[� 6��5�6�������� �������� =1�� ����
‖b · ∇(u− uS)‖L2(Ω′) ≤ O(h)

O� 
�?P
���

‖u− uS‖L2(Ω′) ≤ O(h3/2).
O� 
��P

[� ��8��������� �������� =1�� ����
|u− uS |H1(Ω) ≤ O(h)

O� 
��P
���

‖u− uS‖L2(Ω) ≤ O(h2).
O� 
��P
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ε = 0.001
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 � �I � 3�� R�������� ��
< 2

� ��� ��� �N��� 1��� =�/���5��/1���� ��0/��� � ���
�� ��� ��1S �� 61�� ��1�������1� ` K��

ε = 0.001
��� ��� ���T��� ��  ����� ����� �� 
 ��

< 2��� �1�� ����0/� �������� �1� �� � �1�� �1� ������� ���� �J? �??? =���/������1�� � ������ 

R��

ε = 1E−4
���� � ������ � �/���� L �������� =���/������1�� ��T�������0/ 
 3 �� ������� 1��6

; ��� �� ������ 6��6����� =1�� ��/� ������0/ ` 3 �� 17N����� =�/���1��0/#������� ���� T�� �;��7
��� ������1�� ������� � � �� 6������ �1�1� ����
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