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1. Comportement Asymptotique

1.1. Un problème modèle. Ω = (0, 1)× (0, 1) , ε > 0, x = (x1, x2)
−ε2∂2

x1
uε − ∂2

x2
uε = f dans Ω,

uε = 0 sur ∂Ω,

Que se passe-t-il qand ε→ 0?

La limite naturelle est u0 solution de
−∂2

x2
u0 (x1, ·) = f (x1, ·) dans ω2 = (0, 1) ,

u0 (x1, ·) = 0 sur ∂ω2.

Si

f = f (x2) 6= 0 =⇒ u0 = u0 (x2) /∈ H1
0 (Ω)

⇓

uε 9 u0 dans H1 (Ω)
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Mais on a

Theorem 1.1. Pour Ωa = (a, 1− a)× (0, 1) , a > 0, on a

|uε − u0|H1(Ωa) ≤ Ce−
α
ε ,

α, C > 0.

1.2. Le cas général. Ω un domaine borné de Rn = Rp×Rn−p, de frontière

∂Ω.

x = (x1, . . . , xn) = (X1, X2), X1 = (x1, . . . , xp) , X2 = (xp+1, . . . , xn)

∇u = (∂x1
u, . . . , ∂xnu)T =

∇X1
u

∇X2
u

 =

 (∂x1
u, . . . , ∂xpu)T

(∂xp+1
u, . . . , ∂xnu)T

 .

Soit

A = (aij(x)) une matrice n×n, A =

A11 A12

A21 A22

 , Aε =

ε2A11 εA12

εA21 A22


où A11, A22 sont des matrices carrées p× p et (n− p)× (n− p) respective-

ment.

Hypothèses

(1.1) aij ∈ L∞(Ω) ∀ i, j = 1, . . . , n,

Aξ · ξ ≥ λ|ξ|2 ∀ ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω.(1.2)

⇓

Aεξ · ξ ≥ λ{ε2|ξ1|2 + |ξ2|2}, ξ = (ξ1, ξ2)
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Pour f ∈ L2(Ω), il existe une solution unique uε de

(Pε)


∫

Ω
Aε∇uε · ∇v dx = 〈f, v〉 ∀ v ∈ H1

0(Ω),

uε ∈ H1
0(Ω),

Estimation a priori

Prenant v = uε

λ

∫
Ω
ε2|∇X1

uε|2 + |∇X2
uε|2 dx ≤ 〈f, uε〉 ≤ |f |L2(Ω)|uε|L2(Ω)

L’inégalité de Poincaré

⇓

λ

∫
Ω
ε2|∇X1

uε|2 + |∇X2
uε|2 dx ≤ C|f |L2(Ω)|∇X2

uε|L2(Ω)

≤ C2

2λ
|f |2L2(Ω) +

λ

2
|∇X2

uε|2L2(Ω).

Alors

(1.3) uε, |ε∇X1
uε|, |∇X2

uε| sont bornés dans L2(Ω).

∃ u0 ∈ L2(Ω), u1 ∈
[
L2(Ω)

]p
, u2 ∈

[
L2(Ω)

]n−p
(à une sous suite près)

uε ⇀ u0, ε∇X1
uε ⇀ u1, ∇X2

uε ⇀ u2 dans L2(Ω).

(La convergence dans L2(Ω) =⇒ la convergence dans D′(Ω))

⇓

uε ⇀ u0, ε∇X1
uε ⇀ 0, ∇X2

uε ⇀ ∇X2
u0 dans L2(Ω).
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u0 solution du problème réduit

(Pε)⇐⇒∫
Ω
ε2A11∇X1

uε · ∇X1
v dx+

∫
Ω
εA12∇X2

uε · ∇X1
v dx+

∫
Ω
εA21∇X1

uε · ∇X2
v dx

+

∫
Ω
A22∇X2

uε · ∇X2
v dx =

∫
Ω
fv dx ∀ v ∈ H1

0(Ω).

ε −→ 0

(1.4)

∫
Ω
A22∇X2

u0 · ∇X2
v dx =

∫
Ω
fv dx ∀ v ∈ H1

0(Ω).

Pour simplifier on prend

Ω = U × V U ⊂ Rp, V ⊂ Rn−p

v = ϕη, η ∈ H1
0(V ), ϕ ∈ H1

0(U)

∫
U

η(X1)

∫
V

A22(X1, X2)∇X2
u0(X1, X2) · ∇X2

ϕ(X2) dX2 dX1

=

∫
U

η(X1)

∫
V

f(X1, X2)ϕ(X2) dX2 dX1 ∀η ∈ D(Ui),

⇓∫
V

A22(X1, X2)∇X2
u0(X1, X2) · ∇X2

ϕ(X2) dX2 =

∫
V

f(X1, X2)ϕ(X2) dX2 p.p. X1

Ω quelconque, ΠΩ : la projection de Ω sur l’espace X2 = 0

ΩX1
= {X2 | (X1, X2) ∈ Ω }.
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On a aussi pour p.p. X1 ∈ ΠΩ

∫
ΩX1

A22∇X2
u0 · ∇X2

v dX2 =

∫
ΩX1

fv dX2 ∀ϕ ∈ H1
0(ΩX1

)

Si on suppose que

∫
Ω
|∇X2

(uε − u0)|2 dx =

∫
ΠΩ

∫
ΩX1

|∇X2
(uε − u0)|2 dX2 dX1 −→ 0.

⇓∫
ΩX1

|∇X2
(uε − u0)|2 dX2 −→ 0 p.p. X1 ∈ ΠΩ.

Car uε(X1, ·) ∈ H1
0(ΩX1

)

u0(X1, ·) ∈ H1
0(ΩX1

) p.p. X1 ∈ ΠΩ.

La convergence forte

Prenant v = uε et ε −→ 0 dans (1.4)

(1.5)

∫
Ω
A22∇X2

u0 · ∇X2
u0 dx =

∫
Ω
fu0 dx.

Posant

(1.6) Iε =

∫
Ω
Aε

 ∇X1
uε

∇X2
(uε − u0)

 ·
 ∇X1

uε

∇X2
(uε − u0)

 dx.
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Par (Pε)

Iε =

∫
Ω
fuε dx−

∫
Ω
εA12∇X2

u0 · ∇X1
uε dx−

∫
Ω
εA21∇X1

uε · ∇X2
u0

−
∫

Ω
A22∇X2

u0 · ∇X2
uε dx−

∫
Ω
A22∇X2

uε · ∇X2
u0 dx

+

∫
Ω
A22∇X2

u0 · ∇X2
u0dx

−→
∫

Ω
fu0 dx−

∫
Ω
A22∇X2

u0 · ∇X2
u0 dx = 0. de (1.5)

De l’ellipticité du problème

λ

∫
Ω
ε2|∇X1

uε|2 + |∇X2
(uε − u0)|2 dx ≤ Iε

⇓

ε∇X1
uε −→ 0, ∇X2

uε −→ ∇X2
u0 dans L2(Ω).

Alors u0 = u0(X1, ·) est la solution unique de

(1.7)



∫
ΩX1

A22∇X2
u0(X1, X2) · ∇X2

v(X2) dX2

=

∫
ΩX1

f(X1, X2)v(X2) dX2 ∀ v ∈ H1
0(ΩX1

),

u0(X1, ·) ∈ H1
0(ΩX1

).

Theorem 1.2. On a

(1.8)

uε −→ u0, ∇X2
uε −→ ∇X2

u0, ε∇X1
uε −→ 0 dans L2(Ω)
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2. Amélioration du taux de convergence

Ω est un domaine cylindrique

Ω = ω1 × ω2,

∀X1 ∈ ΠΩ = ω1 on a ΩX1
= ω2

Proposition 2.1. Sous les hypothèses

(2.1) ∂xkf ∈ L2 (Ω) , ∂xkA22 ∈ L∞ (Ω) ∀k = 1, . . . , p,

On a u0 ∈ H1(Ω),

u0 = 0 sur ω1 × ∂ω2.

Theorem 2.2. Soit ω′1 ⊂⊂ ω1, et si

(2.2) ∂xiaij, ∂xjaij ∈ L∞(ω1 × ω2) i = 1, . . . , p, j = p+ 1, . . . , n,

les estimations suivantes sont vérifiées

|uε − u0|L2(ω′
1×ω2) , |∇X2

(uε − u0)|L2(ω′
1×ω2) ≤ Cε,

et ∇X1
uε ⇀ ∇X1

u0 faiblement dans L2 (ω′1 × ω2) .

Theorem 2.3. Si la matrice vérifie

A12 = A21 = 0,
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On a |uε − u0|L2(ω′
1×ω2) , |∇X2

(uε − u0)|L2(ω′
1×ω2) = o (ε) ,

|∇X1
(uε − u0)|L2(ω′

1×ω2) = o (1) .

⇓

uε → u0 dans H1 (ω′1 × ω) .

Example 2.4. Ω = (0, 1)× (0, 1) et

A =

1 1

0 1

 Non diagonale

1

ε
(uε − u0) ⇀ 0 dans L2 (Ω)⇐⇒ f est indépendant de x1.

3. Applications

Ω = ω1 × ω2.

Soit a ∈ C (R) tel que

(3.1) lim sup
|r|→∞

∣∣∣∣a(r)

r

∣∣∣∣ = µ <∞,

c-à-d
a(r)

r
est borné quand |r| → ∞.

Pour une fonction h ∈ L∞(ω1 × Ω), on pose

(3.2) l (u) =

∫
ω1

h (X1, X
′
1, X2)u (X ′1, X2) dX

′
1.
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On considère le problème intégro-différentiel défini par (V.S. Vladimorov,

1961)

(3.3)


−∆X2

u+ χu = a(l (u)) dans Ω,

u(X1, ·) = 0 sur ∂ω2 a.e. X1 ∈ ω1.

où χ > 0.

Existence de la solution de (3.3) V Perturbation singulière.

On introduit

(3.4)


−ε∆X1

uε −∆X2
uε + χuε = a(l (uε)) dans Ω,

uε = 0 sur ∂Ω.

Les points essentiels de la démonstration

1) L’existence de la solution du problème (3.4)

(i) a est borné −→ Le théorème du point fixe de Schauder.

(ii) a vérifie (3.1) −→

On introduit la fonction χn : R→ R définie par

χn (r) =

 x si |x| ≤ n

n si |x| ≥ n,

an 99K a avec

an = a ◦ χn.

2) Le comportement asymptotique de uε solution de (3.4) quand ε→ 0.

(La méthode de perturbation singulière anisotrope)


