DER TRANSFORMATIONSSATZ

ALBERTO S. CATTANEO

1. EINFUHRUNG

In diesen Notizen werden wir den Transformationssatz beweisen und
einige Folgerungen herleiten. Mit £? bzw. A\, (oder einfach \) bezeich-
nen wir die Lebesgue-o-Algebra bzw. das Lebesgue-Mass auf RP, s.
Abschnitt 2. Ist X € £P, so bezeichnet L% := {AN X, A € LP} die
Einschriankung der Lebesgue-Algebra auf X.

Satz 1 (Transformationssatz). Seien X und Y offene Teilmengen von
RP und T: X — Y ein C'-Diffeomorphismus.

(1) VA € L% gilt
MNT(A)) = / | det dT'| dA. (1.1)
A

(2) Vf e MT(Y, LY gilt!

/fd)\:/foT]deth\ dA (1.2)
Y X

(3) f: Y — R ist genau dann Lebesgue-integrierbar tiber Y, wenn
foT |detdT| Lebesgue-integrierbar tiber X ist. In diesem Falle
gilt die Transformationsformel (1.2).

Man bemerke, dass (1) ein Spezialfall von (1.2) (fiir f = xr(4), denn
foT =xa) ist.

Um den Beweis am einfachsten und am geometrischsten zu halten,
werden wir verschieden Teile des Beweises aus verschiedenen Texten
entnehmen: [A3, B, E, K2].

Am Schluss werden wir Beispiele von Anwendungen der Transforma-
tionsformel diskutieren: Polarkoordinaten, Integration rotationssym-
metrischer Funktionen und Volumina von Kugeln.

Date: November 2010.
Florian Schétz hat mich in der Bearbeitung der deutschen Version unterstiitzt;
ich danke ihm sehr.
LM+ (Y, £2) bezeichnet die Menge der nichtnegativen L% -messbaren numeri-
schen Funktionen auf Y.
1
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Bemerkung 1. Wenn man nur Borel-Mengen betrachtet, ist der Beweis
des Transformationssatzes ein etwas einfacher: In diesem Fall braucht
man aus Abschnitt 3 nur Korollar 5.

2. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-MASSES

In diesem Abschnitt fassen wir die Eigenschaften des Lebesgue-Mas-
ses zusammen, die fiir den Beweis des Transformationssatzes wichtig
sind.

Das Lebesgue-Mass auf R” lisst sich entweder als Produktmass von
Lebesgue-Massen auf R [B, 10] oder direkt durch die Erweiterungssétze
von Carathéodory und von Hahn [B, 9] folgendermassen definieren [B,
11, 12, 13]: Das kartesische Produkt I = I; x --- x I, von (nach links
halb-offenen) Intervallen

Ii = (CLZ‘, bz],
nennt man n-dimensionales Intervall. Die Lange ¢(I) von I ist das Pro-
dukt der Léngen [(1y),...,[(],) der Intervalle; d.h.

o0) = U(1L)---U(1,),
wobei [((a;b]) := b — a. Zu bemerken ist, dass ¢ translationsinvariant
ist:
((I+z)=1¢1I), VreR™

Das dussere Mass einer Teilmenge E von R"™ wird wie iiblich als

m*(F) = inf (I

() {Hk:Ecukﬂk}; (1)

definiert. Zu bemerken ist, dass m* auch translationsinvariant ist [B,
12.6].

Ahnlich definiert man die o-Algebra £" der n-dimensionalen Le-
besgue-messbaren Mengen (einfach Lebesgue-Mengen) durch die Ca-
rathéodory-Bedingung [B, 13]. Der Erweiterungssatz von Carathéodory
versichert, dass m* ein Mass A auf £" definiert. Dieses Mass ist nach
Konstruktion translationsinvariant:

ANE +2) = \E), VEe€L"VxeR" (2.1)

Da ¢ o-endlich ist, versichert der Erweiterungssatz von Hahn, dass die-
ses Mass (das Lebesgue-Mass) eindeutig bestimmt ist. Die Eindeutigkeit
impliziert auch, dass dieses Mass gleich zum Produkt von eindimensio-
nalen Lebesgue-Massen ist. Es wird auch durch die Eigenschaft

A(I) = £(T)

fir alle Intervalle I eindeutig charackterisiert [B, 13.8].
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Wir werden das Lebesgue-Mass A oft auf die o-Unteralgebra B" der
n-dimensionalen Borel-Mengen einschrénken. Das ist die durch alle of-
fenen Teilmengen von R" erzeugte o-Algebra.

Die Translationsinvarianz charakterisiert (bis auf Normierung) das
Lebesgue-Mass:

Satz 2. Sei p ein translationsinvariantes Mass auf LP (oder BP) mit
w((0;1)7) = 1. Dann gilt p = M.

Beweis. [E, 111.2.2] Seien ny,...,n, positive ganze Zahlen. Wir zerle-
gen die [-te Kante von (0;1]? in n; gleiche Teile. Damit wird (0; 1]* in
ning - - -n, p-dimensionale Intervalle zerlegt, wovon jedes eine Transla-

' nq

tion von (0' 1} X - X (0; ’“H ist. Wegen der Translationsinvarianz
P
gilt dann

£((0; 1]7) =n1-~-npu((0;nil] X e X (O;ﬂ%D-

Die Normierung impliziert, dass

1 1 1
w((0] e (o ]) = vmme
ny nyp ny---nNy

gilt. Die Translationsinvarianz impliziert das, dass u(I) = ¢(I) fiir alle
p-dimensionalen Intervalle mit rationalen Endpunkten gilt. Man sieht
leicht, dass das geniigt, um p(I) = £(T) fiir alle Intervalle zu garantieren.
Wegen der obigen Charakterisierung [B, 13.8] des Lebesgue-Masses, gilt
dann p = A. 0

Korollar 3. Sei p ein translationsinvariantes Mass auf LP (oder BP)
mit 1((0;17) = «, wobei 0 < a < 4+00. Dann gilt p = a.

Beweis. Man setze [i 1= é,u. Wegen des Satzes gilt 1 = . U

Fiir Beispiele von Lebesgue-und Borel-messbaren Mengen und An-
néherungseigenschaften sei auf [B, 14, 15] verwiesen.

3. DIFFEOMORPHISMEN UND MESSBARKEIT

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass Diffeomorphismen mess-
bare Mengen auf messbare Mengen abbilden. Das ist notig, um den
Transformationssatz zu formulieren. Im ganzen Abschnitt sind U und
V' offene Teilmengen von R™ und 7' ist eine Abbildung von U nach V.

Wir beginnen mit Borel-Mengen:

Lemma 4. Set B C V eine Borel-Menge und sei T' stetig. Dann st
T~Y(B) auch eine Borel-Menge.
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Beweis. Das ist eine direkte Folge von Ubung 20 in [B, 2], da B" die
durch alle offenen Teilmengen von R" erzeugte o-Algebra ist. U

Korollar 5. Sei £ C U eine Borel-Menge und T ein C*-Diffeomor-
phismus. Dann ist T(E) auch eine Borel-Menge.

Beweis. T ist stetig. O

Da Lebesgue-Mengen sich von Borel-Mengen durch Nullmengen un-
terscheiden, miissen wir zunéchst die Figenschaften von Nullmengen
unter Abbildungen verstehen.

Lemma 6. Ist N C U eine Nullmenge und ist T Lipschitz-stetig, so
ist T(N) auch eine Nullmenge.

Beweis. [K2, 9.2] Sei L die Lipschitz-Konstante von T' beziiglich der
Maximusumsnorm ||z||s 1= max{zy,..., 2, }:

T (z) = T(W)lleo < Lllx = ylloo, Y,y € U.

Sei W ein Wiirfel in U mit Kantenlénge K, also A(W) = K". Dann gilt
||z —y|loo < K fiir alle z,y € W. Es folgt, dass ||T(z) = T(y)||eo < LK
fur alle x,y € W. Deshalb ist T(W) in einem Wiirfel mit Kante der
Liange 2LK enthalten, wie wir in Lemma 8 zeigen werden. Das zieht
nach sich, dass A(T'(W)) < (2L)" AX(W) fiir alle Wiirfel W in U gilt.

Sei jetzt € > 0. Da N eine Nullmenge ist, gibt es Intervalle I mit
N cU,Iy cU und >, A(I;) < e. Dann gilt

MT(N)) < A <T <U Hk>) =\ (U T(]Ik)> < NT@)).

Wenn alle I, Wiirfel wéren, dann wiirde A\(T'(I)) < (2L)" A(Ig) gel-
ten und deshalb A(T'(N)) < (2L)" >, AIx) < (2L)"e. Man kann das
annehmen — wie wir im néchsten Paragraphen zeigen werden — und
deshalb A\(T'(N)) < (2L)"e, Ve > 0 herleiten, was A(T'(NV)) = 0 nach
sich zieht.

Um die letzte Annahme zu begriinden, betrachte man zunéchst ein
Intervall I. Sei W, der grosste in [ enthaltene Wiirfel. Sei W5 das grosste
in I\ W; enthalten Wiirfel, usw. Es gilt dann I = |, W, und W, NW, =
(). Man wiederhole das fiir all die gegebenen I, die N iiberdecken: I, =
U, Wi und Wy, N Wys = 0. Deshalb N C |, Wi, und >, A(Wy,) =
> A(Ix) < €. Man ersetze schliesslich die abzéhlbare Familie {I} mit
der abzdhlbaren Familie {WW,} von Wiirfeln. O

Korollar 7. Sei N C U eine Nullmenge und sei T stetig differenzier-
bar. Dann ist auch T(N) eine Nullmenge.
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Beweis. Man kann U mit abzdhlbar vielen kompakten Intervallen I
tiberdecken, s. Lemma 7 in [K2, 7.6]. Die Einschrinkung von 7" auf
jedem I ist dann wegen des Schrankensatzes Lipschitz-stetig. Lemma 6
impliziert, dass T'(N NIj) eine Nullmenge Vk ist. Da T'(N) C J,, T(NN
I;), erhalten wir AN(T'(N)) < >, AMT(N N1)) = 0. O

Zum Beweis von Lemma 6 fehlt noch folgendes

Lemma 8. Sei Z eine Teilmenge von R™ mit der Figenschaft ||z —
Ylloo < R, Vx,y € Z, fir eine gewisse Konstante R. Dann ist Z in
einem Wiirfel mit Kantenldnge 2R enthalten.

Beweis. Ist Z leer, so ist die Aussage klar. Im anderen Falle zeigen wir
sie wie folgt. Wir bezeichnen mit z;, i = 1,...,n, die i-te Komponente
von z € R™. Die Bedingung impliziert |z; —y;| < R, Vi. Sei Z; C R das
Bild von Z unter der Projektion nach der i-ten Achse. Die Bedingung
ist jetzt |x —y| < R Va,y € Z;.

Zunéchst zeigen wir, dass Z; beschrankt ist: Wére das nicht der Fall,
so koénnten wir fiir jedes x € Z; ein y € Z; mit y > =z + R oder
y < x — R finden und die Bedingung wére verletzt. Seien dann «;
bzw. §; das Infimum bzw. das Supremum von Z;. Es gilt 3, —x < R
Vo € Z;. Gabe es namlich ein z € Z; mit §; — x > R, so kénnten wir
ein /' mit R+x < [ < ( finden (z.B. § = (8;+ R+ x)/2); da 5; das
Supremum ist, wiirde es dann ein y € Z; mit y > [ geben; das wiirde
ly—z|l=y—x=(y—0)+ (' —x) > —x > R implizieren, was die
Bedingung verletzt. Ahnlicherweise zeigt man z — o; < R VY € Z;. Die
Dreiecksungleichung |3; — ;| < |5; — x| + | — o] ergibt fiir x € Z; die
Ungleichnung |5; — «;| < 2R. Es folgt dann, dass Z; im Intervall [ay; 7]
mit v; := a; + 2R enthalten ist. Wiederholen wir das fiir alle 7, so sehen
wir, dass Z im Wiirfel [o; 7] X - -+ X [au,; 7] enthalten ist. O

Wir kommen schliesslich zu den allgemeinen Resultaten fiir Lebes-
gue-Mengen:
Lemma 9. Sei £ C U eine Lebesque-Menge und sei T Lipschitz-stetig
mit stetiger Umkehrabbildung. Dann ist T(E) auch eine Lebesque-Men-
ge.

Beweis. Nach Korollar 15.8 von [B, 15] gibt es eine F,- (deshalb Bo-
rel-)Menge K mit A(E \ K) = 0. Nach Lemma 4 ist auch T(K) eine
Borel-Menge und nach Lemma 6 ist auch T'(E\ K) eine Nullmenge. Da
T(E)=T(K)UT(FE\ K), ist auch T'(F) eine Lebesgue-Menge. O

Korollar 10. Sei £ C U eine Lebesque-Menge und T ein C*-Diffeo-
morphismus. Dann ist T(E) auch eine Lebesque-Menge.

Beweis. Das folgt direkt aus Korollar 7 und Lemma 9. U
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4. DER SPEZIELLE TRANSFORMATIONSSATZ

Wir zeigen in diesem Abschnitt die erste Aussage des Transformati-
onssatzes im Spezialfall, wenn die Abbildung 7' linear ist. Wir folgen
hierbei [A3, IX.5].

Satz 11 (Der spezielle Transformationssatz). Sei T: R* — R™ ein
Automorphismus. Dann gilt

MT(A)) = |det T| A(A), VA€ L.

Man bemerke, dass die linke Seite dank Korollar 10 wohldefiniert ist,
denn ein Automorphismus ist auch ein Diffeomorphismus. Zum Beweis
definieren wir zunéchst

ur(A) = A(T(A)).
Lemma 12. pur ist ein translationsinvariantes Mass auf L.

Der Beweis ist sehr leicht und wird den Lesern iiberlassen. Wegen
Korollar 3 gilt dann pp = ar A mit ap = pr((0;1]"). Um den Satz zu
zeigen, brauchen wir nur

ar = |det T (4.1)

zu verifizieren. Wir beginnen mit Elementarmatrizen.

4.1. Permutationen. Sei o eine Permutation der Menge {1,...,n}
und 7, der lineare Automorphismus mit T,e; = e, fiir alle Basis-
vektoren eq,...,e,. Die Spalten der darstellenden Matrix von T, sind
die entsprechenden Permutation der Spalten der Einheitsmatrix. Des-
halb gilt |det T,| = 1. Auf der anderen Seite zeigt die explizite Formel
Tx =", Ts10) €, dass T,((0;1]") = (0; 1]™ gilt und daher ag, = 1.
Das zeigt Formel (4.1) und den speziellen Transformationssatz fiir alle
T,.

4.2. Skalierungen. Fiir ¢t # 0 sei S(t) der Automorphismus, der durch
S(t)e; =te; und S(t)e; = e; fir i # 1 definiert wird. Die darstellende
Matrix ist

und deshalb gilt det S(t) = t. Auf der anderen Seite gilt S(¢)((0;1]") =
(0;¢] x (0; 1]~ fiir ¢ > 0 und S(¢)((0; 1]™) = [t; 0) x (0; 1]~ fiir ¢t < 0.
Auf jedem Fall gilt oy = [t], was Formel (4.1) und den speziellen
Transformationssatz fiir Skalierungen zeigt.
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4.3. Verschiebungen. Im Falle n > 1 sei () der Automorphismus mit
Qe; = e; + e; und Qe; = e; fiir i # 1. Die darstellende Matrix ist

OO =
e R p—
_— O O

Q=

und deshalb gilt det Q = 1. Es gilt Q((0;1]") = P x (0;1]""2 mit P =
Q2((0;1] x (0; 1]), wobei Q5 der entsprechende Automorphismus von R?
ist (d.h.: Qe; = e + e, und Qey = ey). Bis auf einer Nullmenge ist P
das Parallelogramm mit Eckpunkten A = (0,0), B = (1,1), C = (1, 2),
D = (0,1), d.h. die Vereinigung der Dreiecken ABD und DBC'. Wegen

C

A C
ABBILDUNG 1. P

Translationsivarianz gilt A(DBC') = A(AC'B) mit ¢’ = (1,0). Deshalb
ist das 2-dimensionale Lebesgue-Mass Ao(P) von P gleich zum Mass
der Vereinigung von ABD und AC'B, was das Quadrat AC'BD ergibt.
Das zeigt, dass A\o(P) = 1 gilt. Da ag = Aa(P) A\u—2((0;1]"7%) = 1,
haben wir Formel (4.1) und den speziellen Transformationssatz auch
in diesem Falle bewiesen.

4.4. Der allgemeine Fall. Es ist ein Fundamentalergebnis der linea-
ren Algebra, s. z.B. Satz 2.7.3 von [F, 2.3], dass Matrizen der Form
T,, S(t) und @ die ganze Gruppe der Automorphismen erzeugen (das
ist nur eine andere Form des Gaussschen Eliminationsverfahren): d.h.,
jeder Automorphismus 7" lésst sich als endlicher Produkt F - - - Fj, von
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solchen Matrizen schreiben. Da wir den speziellen Transformationssatz
fiir jede solche Matrix, und deshalb fiir jedes F; in dieser Zerlegung,
bereits bewiesen haben, gilt

AMT(A)) = MEy - - Ep(A)) = MEL(Ey - - ER(A))) =
— | det By - --| det Ep| M(A) = | det By - - By A(A) = | det T| A(A),

was Formel (4.1) im allgemeinen Fall zeigt. Das beendet auch den Be-
weis des speziellen Transformationssatzes 11.

Korollar 13 (Bewegungsinsvarianz). Das Lebesque-Mass ist bewegungs-
invariant, d.h. N(T(A)) = A(A) fiir jede Bewegung T. (Eine Bewegung
von R™ ist eine affine Isometrie des euklidischen R™.)

Beweis. Es ist aus der linearen Algebra bekannt, dass eine Bewegung T
immer der Form T'(z) = Mxz+a mit M € O(n) und a € R™ ist. Deshalb
gilt M(T'(A)) = A(M(A) +a) = AM(M(A)) = |det M| M\(A) = A(A), da
orthogonale Transformationen Determinante gleich +1 haben.

O

5. BEWEIS DES TRANSFORMATIONSSATZES

Wir beginnen mit dem Beweis der ersten Aussage des Transforma-
tionssatzes im Falle der Borel-Algebra. Seien B% := {AN X, A € B}
und

H:={0}U {(al;bl] X oo X (ap; by) € X
mit a; und b; von der Form ;7’ a€l, ke N}.

Es ist klar, dass H die o-Algebra BY% erzeugt. Zusétzlich gilt folgendes

Lemma 14.

A(T(I)) < /\dethy d\, VIeH.
I

Die Idee des Beweises ist einfach: Man zerlegt I in der disjunkten
Vereingung von kleinen Wiirfeln und verwendet den Mittelwertsatz, um
die Einschrankung von T auf jedem Wiirfel linear zu approximieren. Bis
auf einem kleinen Fehler gilt die Formel auf einem solchen Wiirfel dank
des speziellen Transformationssatzes 11. Man kann zeigen, dass dies
eine Approximation von oben ist. Der Grenzwert, den man erhalt, wenn
die Kantenldnge der Wiirfel gegen Null geht, ist durch das Integral
auf der rechten Seiten der Formel oben abgeschitzt. Fiir die Details
beziehen wir uns auf [E, V.4].
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Lemma 15.

MT(A)) < / |detdT| d\, VA € BL.
A

Zu bemerken ist, dass das noch nicht Aussage (1) des Transformati-
onssatzes ist, denn wir haben eine Ungleichung statt einer Gleichheit.

Beweis. Seien pp(A) = MNT(A)) und p7(A) = [,|detdT| dX. Sie
sind Masse auf B%. Seien mj bzw. m3 die Einschrinkungen von pu}
bzw. p2 auf H. Da sie o-endliche Masse auf H sind, impliziert der
Erweiterungssatz von Hahn, dass pt bzw. p2 gleich zur Einschrinkung
auf B der dusseren Masse m}¥ bzw. m% sind. Nach Lemma 14 gilt
mi < m?, was mi < m% nach sich zieht. O

Jetzt kommen wir zur Ungleichungsversion der zweiten Aussage des
Transformationssatzes im Falle der Borel-Algebra.

Lemma 16. Vf € M*(Y,B)) gilt

/fd)\g/foT\deth\d/\.
Y X

Beweis. Fiir f = x4 ist das einfach Lemma 15. Wegen der Linearitét
des Integrals, gilt dann die Ungleichung fiir alle einfachen messbaren
nichtnegativen Funktionen. Der Approximationssatz (Lemma 2.11 in
[B, 2]) impliziert den allgemeinen Fall. O

Aussage (2) des Transformationssatzes im Falle von By folgt jetzt
durch den Vertausch der Rollen von X und Y. Sei ndmlich g := f o
T |detdT|. Wenn f € M*(Y,B)) ist, so ist g € M1 (X, B%), da T ein
Diffeomorphismus ist (es wére hier ausreichend, einen Homéomorphis-
mus zu haben). Schliesslich ist 7-': Y — X auch ein Diffeomorphis-
mus. Deshalb konnen wir Lemma 15 verwenden:

/gdAg/goTl\dethl\dA.
X Y

Die linke Seite ist aber [, foT |detdT| d\, wihrend die rechte Sei-
te [, f d\ist, da d77" = (d7)~'. Damit haben wir die umgekehrte
Ungleichung bewiesen und deshalb auch Aussage (2).

Aussage (1) folgt aus Aussage (2) fiir f = xp(4) und Aussage (3)
zeigt man, indem man Aussage (2) auf den positiven und negativen
Teil von f anwendet.

Die Verallgemeinerung zu ganz L% ist sehr einfach. Nach Korollar
15.8 von [B, 15] lasst sich jede Lebesgue-Menge A als disjunkte Vereini-
gung einer Borel-Menge B und einer Nullmenge N schreiben. Aussage
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(1) folgt dann aus folgender Berechnung;:
AT(A)) = MT(B)) + AMT(N)) = M(T'(B)) =

:/ | det dT| d)\:/\deth] ax,
B A

wobei die zweite Gleichheit aus Korollar 7 und die letzte aus dem Ver-
schwinden von Integralen iiber Nullmengen folgt. Aussagen (2) und (3)
zeigt man jetzt wieder wie oben.

6. BEISPIELE UND ANWENDUNGEN

In diesem Abschnitt betrachten wir einige wichtige Anwendungen des
Transformationssatzes fiir Integrale. Wir werden insbesonders Gaus-
sche Integrale und Volumina von Kugeln berechnen. Im ganzen Ab-
schnitt bezeichnet || || die Euklidische Norm.

Als erste Anwendung berechnen wir zwei-dimensionale Integrale in
Polarkoordinaten:

x =1 cosb,

y =1 sinf. (6.1)

Um das als Diffeomorphismus zu betrachten, sollen wir den Definiti-
onsbereich und den Wertevorrat gut wahlen. Zum Beispiel konnen wir
die Polarkkordinatenabbildung folgendermassen definieren:

Py: Rog X (—mym) — R?\ N (6.2)
(r,0) —  (r cosf, r sinf)

wobei N die Nullmenge {(z,0) € R? : z < 0} ist. Das Differential von

P2 ist
cosf@ —rsind
db = (sin@ r cos 6 )

und ihre Determinante ist detdP, = r. Wollen wir das Integral ei-
ner Funktion f auf R? berechnen, so vernachlissigen wir zunichst die
Nullmenge N und verwenden dann den Transformationssatz:

flz,y) dedy = / f(r cosf, r sinf)rdrdd.
R2 Rso X (—m;m)

Man kann sich das mit Hilfe der Rechenregel
‘dxdy = Tdrde‘

merken. Wenn wir iiber eine messbare Teilmenge E integrieren wollen,
geniigt es die Funktion f xg zu betrachten.

Im Speziallfall, wenn die Funktion f von z und y nur durch den
Betrag abhéngt, d.h. wenn es eine Funktion F' auf Rso mit f(z,y) =
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F(||x]]) gibt, kann man (durch den Satz von Fubini) das Integral bez.
0 leicht berechnen. Man bekommt dann das Lemma:

Lemma 17. Sei F' messbar auf Rsq. Die Funktion f(z,y) = F(||z||)
ist genau dann integrierbar auf R?, wenn die Funktion G(r) := r F(r)
integrierbar auf R~q ist. In diesem Fall gilt

+00
f(z,y) dedy = 27r/ F(r)rdr.
R2 0

Als Beispiel betrachten wir die zwei-dimensionale Gausssche Funk-
tion f(z,y) = e~ (@19 Wegen des Lemmas haben wir

Iy = / - 27r/ e rdr = —W[efTQ]SrOO =
R2 0
Es folgt:
Korollar 18. Sei

I, ::/ o127 qry

das n-dimensionale Gausssche Integral. Dann gilt
I, =75, (6.3)
Insbesonders hat man firn =1

+o0 9
/ e dr =1

—0o0

Beweis. Wir kénnen f(z) = e e ...e " schreiben. Wegen des
Satzes von Fubini gilt

o0 ) o0 ) o0 )
I, = / e 1 dxl/ e "2 daxy -- / e n dxn = (Il)n

o0 o0 o0

Inbesonders gilt (I;)? = I, = . O

Korollar 19. Sei B eine symmetrische, positiv definite Bilinearform
auf R™. Dann gilt

Beweis. Sei B die darstellende Matrix von B bez. der Standardbasis:
B(z,z) = 27 Bz. Da B symmetrisch ist, ist sie diagonalisierbar: d.h.
es gibt eine invertierbare Matrix S mit B = S7!DS, wobei D eine
Diagonalmatrix mit Eintrdgen auf der Diagonale gleich zu den Eigen-
werten Aq,...,\, von B ist. Da B positiv definit ist, gilt \; > 0 Vi. Sei
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jetzt R die Diagonalmatrix mit Eintragen auf der Diagonale gleich zu
VAo,V A, Es folgt D = R2. Sei schliesslich A = SRS und daher
B = A% Da A auch symmetrisch ist, gilt dann B(z,z) = (Az)T(Az).
Wir verwenden jetzt den Transformationssatz bez. der Abbildung x +—

Az und erhalten
1
—B(z,) d"r = I
/ L © T Tdet A"

Formel (6.3) und det B = (det A)? beschliessen den Beweis. O

6.1. Integrale rotationssymmetrischer Funktionen und Volu-
mina von Kugeln. Eine Funktion f auf R™ heisst rotationssymme-
trisch, wenn f(Mzx) = f(xz) VM € SO(n) und Yz € R™.

Lemma 20. FEine Funktion f s genau dann rotationssymmetrisch,
wenn es eine Funktion F' auf Rsq gibt mit f(x) = F(||z]]).

Beweis. Es ist klar, dass F'(||x||) rotationssymmetrisch ist. Fiir die an-
dere Implikation definieren wir F(r) := f(r,0,...,0). Da fiir jedes
r € R" ein M € SO(n) mit Mz = (||z||,0,...,0)T existiert, haben
wir f(z) = f(Mz) = F(||z||). Un diese Aussage aus der linearen Al-
gebra zu zeigen, bemerkt man einfach, dass M genau dann in SO(n)
ist, wenn ihre Zeilen (oder ihre Spalten) eine orthonormale Basis sind.
Sei v := z/||z|| (der Fall x = 0 ist trivial) und sei vy, ... v, eine ortho-
normale Basis mit v; = v. Sei K die orthonormale Matrix mit Spalten
v1,...0,. Dann gilt Ke; = v und M = K7 ist die gesuchte Matrix. [

Zur Berechnung des Integrals einer rotationssymmetrischen Funktion
sind die Polarkoordinaten am besten geeignet. Ein Punkt x € R"™ wird
durch eine Radialkoordinate r = ||z|| und n — 1 Winkelkoordinaten
@1, ...,0n_1 beschrieben, die induktiv folgendermassen definiert wer-
den konnen. Der Winkel ¢,,_; € [—7/2;7/2] wird durch die Gleichung
Tp =1 sin ¢,_1 bestimmt. Dann findet man die Winkelkoordinaten von

('7:17 <oy Tp—1, 0) * COS ¢n71

als Element von R”! indem man dieses Verfahren bis zum zwei-di-
mensionalen Fall (6.1) wiederholt. Zum Beispiel hat man fiir n = 3:

X1 =T COS ¢ COS ¢o,
To = 1 SiN @1 COS Po (6.4)

T3 =1 sin ¢

Die Polarkoordinatenabbildung wollen wir als Diffeomorphismus def-
nieren. Wir miissen deshalb Definitionsbereich und Wertevorrat richtig
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wahlen:
n—2
P,: Rog x (—m;m) X (—g; g) — R"\ N,
Pn(r7 O1y -, ¢n—1) = (Pn—l(T, b1y, ¢n—2) COS Pp—1, T SIN d)n—l)u

wobei N, die Nullmenge {(z1,0) € R? : z; < 0} x R""? ist. Man
bemerke, dass der erste Winkel zwichen —7 und 7 liegt, wihrend die
anderen zwischen —7 und 7 liegen. Man kann explizit

n—1

detdP, = "1 H cos™ L ¢y

k=2
berechnen, s. z.B. Beispiel 3 von [K2, 3.1]. Diese Berechnung brauchen
wir nicht. Es geniigt folgendes

Lemma 21. Es gibt eine Funktion w,_1 s.d.
det dPn = Tn_lwn_l(qbl, cey ¢n—1)‘

Beweis. Man kann durch Induktion leicht zeigen, dass P, homogen vom
Grad 1in rist: d.h., P,(r, ¢1, ..., ¢,_1) ist von der Form r p,(¢1, ..., dn_1)
fiir eine gewisse Abbildung p,, die nur von den Winkeln abhéngt.
Die erste Spalte von dP, (d.h. die Ableitungen nach r) ist von r un-
abhéngig, wihren jede andere Spalte proportional zu r ist. Die Formel
folgt dann aus der Multilinearitdt der Determinante. U

Sei
01— | Ly wnadéy . dg, .
——

272

Aus der Transformationssatz folgt

Satz 22. Sei F' messbar auf Rso. Die Funktion f(x) = F(]||z||
genau dann integrierbar auf R"™, wenn die Funktion G(r) :=r
integrierbar auf R~ ist. In diesem Falle gilt

400
f(z)d"z = Qn—1/ F(r)yr™ tdr.
R™ 0
Bemerkung 2. Der Satz gilt auch fiir n = 1, wenn wir )y = 2 setzen.

Bemerkung 3. Sei f = xrp, wobei K = {x € R" : |[z]| < R} die
n-dimensionale Kugel mit Radius R ist. Es gilt dann F' = xjo,) und

deshalb
R
/ d"z = Qn—1/ r"Ldr.
K 0

n
R
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Das heisst, das Volumen der n-dimensionalen Kugel mit Radius R ist

Q.
Vol(Kp) = = LR, (6.5)

Bemerkung 4. Geometrisch kénnen wir das Volumen der (n — 1)-di-
mensionalen Sphére mit Radius R, S% ' = {x € R" : ||z|| = R}, als
Vol(Sp ) ==, ™!

verstehen. Das ist nicht das Lebesgue-Mass von Sﬁ‘l in R", wo sie eine
Nullmenge ist. Wenn wir die Sphére als Rand der Kugel betrachten,
haben wir die einprigsame Formel

Vol(0K}) = 0 Vol(K},) (6.6)
wobei 0 auf der rechten Seite die Ableitung nach R bezeichnet.
Man kann €2,, explizit berechen:
Satz 23. Es gilt
28+17TS
Qoy = ———, 6.7
7 (25 — DI (6.7)
2ms
Qg1 = (6.8)

(s — 1)V
wobei (2s — 1)1 :=(2s —1)(2s —3)...5-3- 1.

Wir werden diesen Satz in Abschnitt 6.2 zeigen. Aus den Bemerkun-
gen folgern wir dann:

Vol(S%) = R*
oK) = =
27®
2s—1\ __ 2s—1
Vol(S3 ) = Go1) R,
25+17Ts
1K28+1 — 2s+1
Vol(K7™) (23—1)”R :

Vol(K ) = = R*.

Die ersten Falle listen wir in der untenstehenden Tabelle auf:

n = | Vol(SE™1) | Vol(K%)
I 2 2R
2 2R TR?
3 A R? %WR3
4 | 27°R* | TR
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6.2. Beweis von Satz 23. Da die Gaussschen Funktionen rotations-
symmetrisch sind, konnen wir die Gausschen Integrale in Polarkoordi-
naten berechen:

oo 2 1 +oo n
]n = Qn—l/ e " ’I“nild’l“ = _Qn—l/ e*t tiil dt,
0 2 0
wobei wir die Substitution r = v/t beniitzt haben. Damit haben wir

1
L= 50,7 (5,
2 2

wobel

+oo
[(s):= / ettt dt
0

die Eulersche Gamma-Funktion ist, die fiir alle s € R, definiert ist.
Da I,, = 72 wegen (6.3), haben wir

212
r@)
Die Eulersche Gamma-Funktion besitzt die Eigenschaft

I(s+1)=sT(s), VseRy

Oy = (6.9)

die aus partieller Integration folgt:
+oo +o0 de~?
F(s+1)=/ e 't dt:—/ E pdt=
0 0 dt
“+o0o
= —[e "] 5™ + / e sttt dt =0+ sT(s).
0

Zusétzlich kann man I'(1) = f0+oo e ' = 1 leicht berechnen. Durch
Induktion folgt

['(s)=(s—1)!, VséeNyg

was zeigt, dass die Gamma-Funktion eine Erweiterung der Fakultat
ist. Damit konnnen wir (6.8) berechnen. Fiir (6.7) miissen wir I einer
halbzahligen Zahl berechnen. Durch Indunktion zeigt man leicht

2s+1\  (2s—1)!! 1
(B0 (1) e

Man kann I’ (%) direkt berechnen, aber wir verwenden den folgenden
einfachen Trick: Fir n = 1 ergibt (6.9)

2y/m
0= Vo,
T (3)
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Auf der anderen Seite gilt )y = 2 aus Bemerkung 2. Deshalb
1
P(3)=va

— 1\
F<28;1)=(28281)“\/7_T, s € N

und

und der Satz ist bewiesen.

7. DER SATZ VON SARD

Wie im Falle der Polarkoordinaten steht oft eine angebrachte Va-
riablensubstitution zur Verfiigung, die aber kein Diffeomorphismus auf
dem ganzen Integrationsbreich ist. Zwecks Integration knn man aber
Nullmengen auslassen. Sehr hilfreich ist dann der

Satz 24 (Satz von Sard). Seien X C RP offen, T: X — RP stetig
differenzierbar und

C:={zr € X :RangdT(x) < p}

die Menge der kritischen Punkte von T. Dann ist T(C') eine Borel-
Nullmenge.

Zum Beweis weisen wir auf [E, V.4.2] hin. Die Idee ist X durch
Wiirfel W von innen anzundhern und zu zeigen, dass T'(C' N W) eine
Borel-Nullmenge ist. Das zeigt man, indem man W in kleinen disjunk-
ten Teilwiirfeln zerlegt und den Mittelwertsatz da anwendet.

Korollar 25. Seien X,T,C wie im Satz von Sard. Ist T|x\¢ injektiv,
so ist jede Funktion f auf T(X) genau dann Lebesque-integrierbar iber
T(X), wenn foT |detdT| Lebesgue-integrierbar iber X ist. In diesem
Falle gilt die Transformationsformel

/ fd)\:/foT\deth|d)\.
T(X) X

Beweis. Wir zerlegen X = X \ C U C. Zu bemerken ist, dass C als
abgeschlossene Teilmenge von X Borelsch ist, und deshalb ist X \ C
auch so. Nach dem Satz von Sard ist T'(C) Borelsch? und deshalb ist

2Das ist eigentlich eine einfache Bemerkung. Namlich kénnen wir X, oder ei-
gentlich ganz RP, durch abzdhlbar viele beschriankte Bélle B; iiberdecken. Dann ist
C; := CN By, als abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge, kompakt in X. Da T
stetig ist, ist dann T'(C;) auch kompakt und deshalb Borelsch.
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auch T'(X \ C) so. Das Korollar folgt dann aus der Addition folgender

Formeln:
/ fd)\:/foT\deth]d)\,
T(0) c

/ fdr= foT |detdT)| dA.
T(X\O) X\C

Die erste Gleichung ist eigentlich trivial, denn beide Seiten sind gleich
Null: die linke, da T'(C') nach dem Satz von Sard eine Nullmenge ist,
die rechte, da det dT" auf C definitionsgeméss verschwindet. Die zwei-
te Gleichung ist der Transformationssatz nach der Bemerkung, dass
Tlx\¢: X\ C = T(X\ C) ein Diffeomorphismus ist. O

8. DER SATZ VON RADON-NIKODYM

Die Transformationsformel kann in irgendeinem Sinn zu anderen
Massen verallgemeinert werden. In diesem Abschnitt fassen wir einige
Resultate zusammen, die man z.B. in [B, 8] finden kann. Wir brauchen
zunéchst folgende

Definition 1. Seien 7 und p Masse auf dem gleichen messbaren Raum
(X, X).
(1) Man sagt, 7 sei absolut stetig bez. p, und man schreibt

T <L My

falls fiir alle £ € X aus p(£) =0 7(E) = 0 folgt.
(2) Man sagt, 7 und p seien zueinander singuldr, und man schreibt

T L1 p,

falls es eine Zerlegung X = AUB, ANB =0, A, B € X, gibt
mit 7(A) = A(B) = 0.

Satz 26 (Zerlegungssatz von Lebesgue). Seien 7 und p o-endliche
Masse auf dem gleichen messbaren Raum. Dannn gibt es einedutig be-
stimmte Masse 7 und 1 s.d.:

(1) 7=71 + 7o,

(2) 11 L p,
(3) T < p.

Der Fall von absolut stetigen Massen lésst sich sehr gut wie folgt
beschreiben:
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Satz 27 (Satz von Radon-Nikodym). Seien 7 und p o-endliche Masse
auf dem gleichen messbaren Raum (X,X). Gilt T < p, so gibt es eine
numerische Funktion f € M (X,X) s.d.

/ /. ®.1)

Die Funktion f is p-f.i. eindeutig bestimmt (d.h., die Differenz zwei-
er Funktionen, die (8.1) erfillen, verschwindet im Komplement einer
pu-Nullmenge).

Bemerkung 5. Die Funktion (oder, besser gesagt, ihre Aquivalenzklas-
se bis auf Addition p-messabarer numerischer Funktionen, die p-f.ii.
verschwinden) heisst die Radon—-Nikodym-Ableitung von 7 nach p und
wird mit g—; bezechnet. Formel (8.1) wird dann normalerweise wie folgt
geschrieben:

dr
g dp

Es folgt, dass fiir jede T-integrierbare oder nichtnegative messbare nu-

merische Funktion g gilt
/ gdr = / — dpu.

Man kann sich daran durch folgende einprigsame Formel erinnern:

T(E) = du (8.2)

Bemerkung 6. Ein wichtiger Spezialfall ist der des Lebesgue-Masses A
auf RP. Sei T ein Diffeomorphismus von RP. Wir definieren

Ar(A) = A(T(A)),  Ae P,

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass Ay auch ein Mass auf der Lebes-
gue-Algebra ist und Ay < A. Wegen des Satzes von Radon—Nikodym
ist dann der Transformationssatz dquivalent zu

dAr
dx

= | det dT| £.ii.

Man kann den Transformationssatz dann auch so beweisen, indem man
diese Formel zeigt. Das kann man tun, indem man auf angebracht klei-
nen Béllen in der Umgebung von jedem Punkt arbeitet, s. z.B. [R,
7.26].
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