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1. EINFUHRUNG

In diesen Notizen werden wir uns mit 2 x 2-Matrizen befassen. Wir werden
sie zur Auflgsung von linearen Gleichungsystemen und von Systemen von linea-
ren Differenzialgleichungen (je mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten) und
zur Beschreibung von symmetrischen Bilinearformen auf der Ebene anwenden. Wir
werden die natiirlichen Aquivalenzrelationen in den drei Fillen einfithren und die
entsprechenden Normalformen herleiten.

All die hier eingefiihrten Begriffe und bewiesenen Sétze haben eine hoherdi-
mensionale Verallgemeinerung (s. z.B. [2]), zu der diese Notizen als ,, Aufwérmen*
gelten.

Danksagung. Helen Riedtmann hat mich in der Bearbeitung der deutschen Version
unterstiitzt; ich danke ihr vielmals.

2. LINEARE SYSTEME

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit linearen Systemen zweier Gleichungen
mit zwei Unbekannten, z und y:
ar+by=u
(2.1)
cx+dy=v
Wir werden sehen, dass ,,im Allgemeinen® solch ein System den Durchschnitt zweier
Geraden in der Ebene darstellt und deshalb genau eine Losung besitzt. Es gibt aber
auch andere Moglichkeiten, die sog. entarteten Fille.

Bemerkung 2.1. Die Variablen x und y heissen Unbekannte, die Konstanten a, b, ¢
und d heissen Koeffizienten des Gleichungssystem, die Konstanten u and v heissen
Werte. Insgesamt heissen a, b, ¢, d, u and v erweiterte Koeffizienten.

2.1. Geometrische Betrachtungen. Wir beginnen eigentlich mit dem Studium
einer einzigen Gleichung, z.B.,

(2.2) azx + by = u.

Ist mindestens einer der zwei Koeffizienten a und b von Null verschieden, so stellt
(2.2) eine Gerade dar. Ist z.B. b # 0, so konnen wir sie zur Normalform y = —§x+ 3
u

umformen. Ist b = 0 aber a # 0, so haben wir die senkrechte Gerade = = 7.

Der Wert u spielt hier keine besondere Rolle. Es ist nur zu bemerken, dass fiir
u = 0 die Gerade durch den Ursprung z = y = 0 geht. Sind a und b gegeben, so
sind die durch (2.2)) fiir verschiedene Werte von u beschriebenen Geraden zueinander
parallel.
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Bemerkung 2.2. Multiplizieren wir eine Gleichung mit einer Konstanten A # 0,
so bekommen wir eine fiquivalente Gleichung (d.h. eine Gleichung mit genau der
gleichen Losungsmenge). Deshalb stellt die Gleichung

dx+by=1
die gleiche Gerade wie (2.2)) dar, wenn 3\ # 0, s.d. ¢’ = Aa, b’ = A\b und v’ = Au.
Gilt fiir ein A # 0 @’ = Aa und b’ = b aber v’ # Au, so sind die zwei Geraden
parallel, aber disjunkt.

Der entartete Fall entsteht, wenn a = b = 0 gilt. Da gibt es zwei Unterfille: u = 0
und u # 0. Im ersteren Unterfall haben wir die Gleichung 0 = 0, die von jedem Paar
(z,y) aufgelost wird und deshalb die ganze Ebene darstellt; im zweiteren Unterfall
haben wir die Gleichung 0 = u # 0, die keine Losung besitzt und deshalb die leere
Menge (oder bessere die leere Teilmenge der Ebene) darstellt.

Zusammenfassung: Eine lineare Gleichung in zwei Unbekannten stellt die leere
Menge oder eine Gerade oder die ganze Ebene dar.

Bemerkung 2.3. Eine lineare Gleichung kann aber nie einen einzigen Punkt dar-
stellen.

Wenn wir jetzt beide Gleichungen in (2.1]) betrachten, sollen wir zwei Teilmengen
der Ebene von der obigen Form miteinander schneiden:

(1) Stellt eine der Gleichungen die leere Menge dar, so ist der Durchschnitt
auch leer und das System hat keine Losung.
(2) Stellen beide Gleichungen die ganze Ebene dar, dann ist ihr Durchschnitt
auch so und jedes Paar (z,y) ist eine Losung.
(3) Stellt eine der Gleichungen eine Gerade und die andere die ganze Ebene
dar, so ist ihr Durschnitt auch eine Gerade.
(4) Schliesslich, wenn beide Gleichungen eine Gerade darstellen, dann haben
wir drei Unterfélle:
(a) Die zwei Geraden sind gleich und deshalb ist ihr Durchschnitt auch
eine Gerade (eigentlich die gleiche Gerade).
(b) Die zwei Geraden sind parallel und ihr Durchschnitt ist deshalb leer.
(c) Die zwei Geraden sind verschieden und nicht parallel und deshalb ist
ihr Durchschnitt ein Punkt.

Zusammenfassung: Das System (2.1)) kann die leere Menge (1 oder 4b), einen
Punkt (4c), eine Gerade (3 oder 4a) oder die ganze Ebene (2) darstellen.

Algebraisch entsprechen die obigen Félle zu folgenden Bedingungen:

(1) (a=b=0, u#0)oder (c=d=0, v#0).
(2) a=b=u=0und c=d=v=0.
(3) (a=b=u=0und cd # 0) oder (ab# 0 und ¢ =d =v = 0).
(4) ab #0 cd # 0 und:
(a) IN#0s.d. c=Aa, d=Abund v = \u.
(b) A #0s.d. ¢ = Aa, d = Ab, aber v # Au.
(¢) Keiner der obigen Fille.
Bemerkung 2.4. Es ist einfach zu bemerken, dass genau in den Féllen 1, 2, 3, 4a

und 4b
ad —bc =0
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gilt. Deshalb kann der nichtentartete Fall, in dem die Losung ein Punkt ist, durch
die Bedingung ad — bec # 0 charakterisiert werden. Die Grosse

(2.3) ad — bc

heisst Determinante des Gleichungssystems.

2.2. Algebraische Betrachtungen. Jetzt wollen wir das System (2.1)) rein ale-
graisch auflésen.Wir beginnen mit dem nichtentarteten Fall 4c.

Zunichst konnen wir annehmen, einer der Koeffizienten a, b, ¢ und d ist von

Null verschieden, z.B. ¢ # 0. In diesem Falle konnen wir die zweite Gleichung mit

2 multiplizieren und erhalten:

ad a
ar + —y = —o.
c c

Subtrahieren wir jetzt die 1. von der 2. Gleichung, bekommen wir
d
<a — b> Y= gv —u
c c

(ad — be)y = av — cu.
Da im Fall 4c ad — bc # 0 gilt, erhalten wir
av — cu
2.4 = .
(24) Y ad — be
Setzen wir das jetzt in die 2. Gleichung, so haben wir

B dcu — dav + adv — bev du — bv

oder, dquivalent,

“r= ad — be :Cad—bc
und deshalb
du — bv
2. = .
(2:5) YT ad —be

Im Falle ¢ = 0 gilt a # 0 und b # 0 wegen ad — bc # 0. Die 2. Gleichung (jetzt
dy = v) ergibt dann y = %, was mit (fiir ¢ = 0) iibereinstimmt. Setzen wir das
in die 1. Gleichung ein, dann bekommen wir ax = f%v + u und deshalb z = d“a’db”,
was mit (wieder fiir ¢ = 0) tibereinstimmt. Wir kénnen diese Berechnungen

im folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 2.5. Ist die Determinante ad — bc von Null verschieden, so hat das Glei-
chungssystem (2.1) genau eine Lisung, ndmlich

x_du—bv

(26) ad—bc )
_av—cu
¥= ad — be

2.3. Das Gauss’sche Eliminationsvefahren. Wir wollen jetzt das System
ohne Beschrankungen iiber die Determinante simplifizieren. Das folgende Verfahren
kann man zu linearen Systemen einer beliebigen Anzahl Gleichungen und Unbe-
kannten erweitern.
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Fall 1. Alle Koeffizienten a, b, ¢, d sind Null. Dann haben wir das System
0=u

2.7) 0

das keine Losung besitz, es sei denn es gilt u = v = 0. Im letzteren Falle ist jedes
Paar (z,y) eine Losung, d.h. die Losungsmenge ist die ganze Ebene.

Fall 2. Die Koeffizienten a und ¢ sind Null, aber mindestens einer der Koeffizienten
b und d ist von Null verschieden. O.B.d.AE| kénnen wir dann b # 0 annehmen (sonst
vertauschen wir die zwei Gleichungen). Dividieren wie die 1. Gleichung durch b, so
bekommen wir

Sal N

y:
dy=v

Subtrahieren wir d mal die 1. Gleichung von der 2. Gleichung, dann erhalten wir
schliesslich das System

u
Yy==
(2.8) b
O=v——
Y%
das keine Losung besitzt, es sei denn es gilt bv — du = 0. Im letzteren Falle ist y
durch die 1. Gleichung bestimmt, aber z ist ganz frei; deshalb ist die Losungsmenge
die waagerechte Gerade y = 7.

Fall 3. Einer der zwei Koeffizienten a und ¢ ist von Null verschieden. O.B.d.A.
koénnen wir jetzt a # 0 annehmen (sonst vertauschen wir die zwei Gleichungen).
Dividieren wir die 1. Gleichung durch a, dann bekommen wir

b U
T+ —y=-
a a
cx+dy=wv

Subtrahieren wir ¢ mal die 1. Gleichung von der 2. Gleichung, so erhalten wir

Es gibt jetzt zwei Unterfélle:
Fall 3.a. Ist die Determinante ad — bc = 0, so hat das System die Form

b U

T+ -y=-—
(2.9) o a
0=v——
v a

Es hat keine Losungen ausser, wenn av — cu = 0 gilt. Im letzteren Falle ist die
Losungsmenge die Gerade x = —%‘1 + 5.

1Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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Fall 3.b. Gilt ad — be # 0, dann kénnen wir die 2. Gleichung durch d — %b dividieren
und

b u

T+ -—y=—

a a
_av—cu
yiad—cb

erhalten. Schliesslich kénnen wir g mal die 2. Gleichung von der 1. Gleichung sub-
trahieren und

. du — bv

(2.10) ad — be
_av—cu

vy= ad — be

bekommen, was wieder (2.6]) ist.

2.4. Bemerkungen.

Bemerkung 2.6. Man soll eigentlich bemerken, dass folgt aus der Annahme,
dass a # 0 gilt, aber die Determinante verschwindet. Im Fall 3 mit a = 0 gilt
aber ¢ # 0. Wir kénnen die zwei Gleichungen Vertauschen und wie oben verfahren.
Verschwindet die Determinante, so ist b = 0 und wir haben

x-i—g =2
(2.11) TG
0=wu

Dieses System hat keine Losungen ausser, wenn u = 0 gilt. Im letzteren Falle ist
die Losungsmenge die Gerade z = —% + 2.

Bemerkung 2.7. Was wir im letzten Unterabschnitt bewiesen haben, ist, dass das

System (2.1)) dquivalent zu einem der fiinf Systemen (2.7)), (2.8), (2.9), (2.11) oder
(2.10) ist. Das enstsprechende System hat die sog. Stufengestalt.

Bemerkung 2.8. In den Gleichungssystemen (2.7)), und sind die Koef-
fizienten entweder 1 oder 0. In und konnen die Koeflizienten g und %
auf der anderen Seite jeden Wert annehmen. Mit folgendem Trick kénnen wir aber
dieses Problem umgehen: Wir definieren némlich im Falle von (der andere Fall
wird auf einer sehr dhnlichen Weise studiert) neue Unbekannte 2’ und y’ durch

=+ -y
a

/

y =y
Man bemerke, dass dieses System bez. x und y losbar ist. Deshalb haben wir die
inverse Transformation

b
o= — 7y/
a
y=1v
Bez. der neuen Unbekannten hat jetzt das System (2.9)) die Form
, U
' =—
(2.12) a
0=v-
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Die Koeffizienten sind jetzt, auch in diesem Falle, entweder 1 oder 0.

Zusammenfassung: Jedes lineare Gleichungssystem ist, bis auf eine Neudefinition
der Unbekannten, zu einem System, dessen Koeffizienten entweder 1 oder O sind,
dquivalent.

Bemerkung 2.9. Man kann auch das System (2.8)) in eine zu (2.12)) &hnliche Form
iiberfithren, indem man neue Unbekannte durch

definiert. Hier auch kann man die inverse Transformation

/!
rT=y
y=2a

berechnen und aus ([2.8]) das System
= %
(2.13) ) du
= UV — —
b
gewinnen.

3. MATRIZEN

Die Resultate von Abschnitt [2]lassen sich mit der Matrixbezeichnung schén zu-
sammenfassen und stark erweitern.

3.1. Koeffizientenmatrizen. Das System ({2.1) ist durch die Koeffizienten (a, b, ¢, d)
und die Werte (u, v) vollig bestimmt. Es ist iiblich die Koeffizienten in einer Tabelle

(3.1) (CCL Z)

zusammenzufassen. Solch eine Tabelle heisst Koeffizientenmatrix des linearen Sy-
stems und ist ein Beispiel einer 2 x 2-Matrix (d.h. einer Matrix mit 2 Zeilen und 2
Spalten).

Die Determinante der Koeffizientenmatrix wird als die Determinante des enst-
prechenden Gleichungssystems, d.h. durch Formel (2.3)), definiert:

(3.2) (cl b’ = det (a b) = ad — be

d c d

Bemerkung 3.1. Beide Notationen |2 Y| und det (¢ %) sind sehr iiblich.
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Ist | 2 5| # 0, kann man die Losung (2.6) zum System (2.1)) wie folgt umschreiben:

u b

v d

T = |
a b

c d

a u
e
y_ab
c d

Diese Formeln sind die sog. Cramersche Regel.

Zur Erinnerung: Der Nenner in jeder Formel ist die Determinante der Koeffi-
zientenmatrix. Der Zihler der ersten (bzw. zweiten) Formel ist die Determinante
der Matrix, die aus der Koeffizientenmatrix durch das Vertausch der ersten (bzw.
zweiten) Spalte durch die Wertenspalte § entsteht.

Bemerkung 3.2 (Zeilenstufenform). Wir kénnen Bemerkung[2.7]wie folgt ausdriicken:
Das lineare Gleichungssystem (2.1)) ist zu einem System dquivalent, dessen Koeffi-
zientenmatriz eine der folgenden 4 Zeilenstufenformen hat:

0 0 0 1 1 x 10
0 0 0 0 0 0 0 1
wobei % eine beliebige Zahl sein kannE|

Bemerkung 3.3 (Normalform). Wenn wir Neudefinitionen der Unbekannten, wie in
Bemerkungen und erlauben, konnen wir die Koeffizientenmatrix zu einer
der folgenden 3 Normalformen iiberfithren:

00 10 10
0 0 0 0 0 1
3.2. Matrixmultiplikation. Die Koeffizienten des linearen Systems (2.1) haben

wir in der Koeffizientenmatrix (3.1) zusammengefasst. Wir kénnen auch die Un-

bekannten z,y und die Werte u,v in dem Unbekanntenvektor () und in dem

Wertenvektor (3 ) zusammenfassen. Das System selbst kénnen wir durch die ,,Re-
chenregel“
a b\ (z\ _ (ax+by
c d y) " \cx+dy
kompakt schreiben als
a b x U
59 (¢ 2-()-C)

2Fiir die Matrix (‘; cbl) mit ad — bc = 0 haben wir frither x = g, falls @ # 0, und * = %, falls
a =0 und c # 0, erhalten.
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Noch besser kénnen wir Abkiirzungen fiir die Koeffizientenmatrix (‘; fl), fiir den
Unbekanntenvektor (3 ) und fiir den Wertenvektor (%) einfithren:

A (000).
()
u:_@.

Damit kénnen wir schliesslich ds System als
A-x=u
schreiben.

Bemerkung 3.4. Wir werden normalerweise Matrizen durch leichtfette Grossbuch-
staben (wie z.B. A) und Vektoren durch fette Kleinbuchstaben (wie z.B. x oder
u) bezeichnen. Eine andere iibliche Notation fiir Vektoren ist Kleinbuchstaben mit
einem Pfeil (wie z.B. #). Oft werden Matrizen und Vektoren einfach durch Buch-
staben (wie z.B. A oder v) bezeichnet.

Bemerkung 3.5. Wir werden oft den Multiplikationspunkt weglassen. Unser System
wiirden wir einfach als

Ax =u
schreiben.

Es ist jetzt sehr niitzlich die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor zur
Multiplikation zweier Matrizen zu erweitern:

(3.4) e f\(fa b\ _(ea+ fc eb+ fd

' g h)\ec d) " \ga+hc gb+hd)’
Bemerkung 3.6. Man kann diese Formel aus (3.3) gewinnen, indem man die Ma-
trix A = (g 2) als Nebeneinanderstellung der Vektoren a := (¢) und b := (Z)

betrachtet:
A= (a b) .

Fiithren wir B := (; ﬁ) ein, so haben wir ndmlich
BA = (Ba Bb).

Satz 3.7. Die Operation von Matrizen auf Vektoren ist assoziativ, d.h.
| B(Ax) = (BA)x]

fiir alle Matrizen A,B und alle Vektoren x.

Beweis. Wir schreiben B := (Z {L), A= (2%) und x := (). Dann gelten

(e f a b\ [z (e [\ (ax+by\ _
(1) (0 6)) -G 7 (E78) -
_ (eax +eby+ fex + fdy
~ \gaz + gby + hex + hdy
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und
_ e f\(fa b z\ _ f(ea+ fc eb+ fd\ [z _
(BAX= ((9 h> (c d)) (y) - <9a+hc 9b+hd> (y) -
_ (eax +eby+ fex + fdy
~ \gaz + gby + hex + hdy
und die zwei Ergebnisse sind gleich. ]

Aus Bemerkung|[3.6] folgt jetzt, dass das Matrizenprodukt assoziativ ist. Namlich:
Folgesatz 3.8. Fiir alle Matrizen A, B, C gilt
| (AB)C = A(BO) |.

Bemerkung 3.9. Man schreibt normalerweise Ausdriicke wie ABx und ABC ohne
Klammern, da es wegen der Assoziativitéit keine Zweideutigkeit gibt.

Bemerkung 3.10. Die Matrixmultiplikation ist aber i.A. nicht kommutativ; d.h.

i.A.
| (oA 78]

Deshalb ist es wichtig, auf die Reihenordnung in der Matrixmultiplikation Acht zu

geben.
7.B.
0 1\ (fa 0) (0 1
1 0/\0 1) \a O
aber

o

0\ (0 1\ (0 a
1/J\1 0/ \1 0
und die Ergebnisse sind verschieden, wenn der Parameter a # 1 ist.

Bemerkung 3.11. Es gibt zwei sehr wichtige Matrizen: die Einheitsmatrix

()
o (09).

Sie haben folgende Eigenschaften: Fiir jede Matrix A gilt

IA=A1 =A,
0A=A0 =0.

und die Nullmatrix

Bemerkung 3.12. Die Einheitsmatrix spielt die Rolle der identischen Transforma-
tion; d.h. es gilt

Ix=x
fiir jeden Vektor x.

Bemerkung 3.13. Eine andere iibliche Bezeichnung fiir die Einheitsmatrix ist Id,
was fiir ,,identische Abbildung® steht.

Fine wichtige Figenschaft, die uns spéter sehr niitzlich sein wird, ist die Ver-
traglichkeit der Matrixmultiplikation mit der Berechnung der Determinante. Namlich
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Satz 3.14. Fir je zwei Matrizen A, B gilt

| det(BA) = det Bdet A|.

Beweis. Wir haben, fiir B := (; fL) und A= (2b),

_lea+ fec eb+ fd|
det(BA) = ga+he gb+ hd‘ o
= eagb + eahd + fcgb+ fchd — ebga — ebhc — fdga — fdhc =
= eahd + fcgb — ebhc — fdga
und

det Bdet A = (eh — fg)(ad — bc) = ehad + fgbc — ehbc — fgad.
Die zwei Ergebnisse sind deutlich gleich. O

Bemerkung 3.15. Da die Multiplikation von Zahlen kommutativ ist, folgt aus dem
Satz ohne weitere Berechnungen, dass

det BA = det AB

fiir je zwei Matrizen A, B. D.h. die Determinante ,,vergisst“ die Nichtkommutativitét
der Matrixmultiplikation.

3.3. Systemumformungen. Durch die Matrixmultiplikation kénnen wir die iibli-
chen Umformungen von linearen Gleichungssystemen ausdriicken. Namlich ent-
spricht zu jeder Umformung des Systems Ax = u eine Matrix B so, dass das
umgeformte System als

BAx = Bu
geschrieben wird.

In diesem Abschnitt werden wir durchweg
a=(ea) x=() == (0)
c d Y v

3.3.1. Vertauschen der Gleichungen. Das wird durch B =

(1)

erhalten. Namlich gilt Pu = () und PAx = (”H'dy).

setzen.

az+by

3.3.2. Skalierung einer Gleichung. Die Skalierung der ersten Gleichung durch eine
Konstante \ # 0 wird durch B =

o= (s 3

erhalten.
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Bemerkung 3.16. Die Skalierung der zweiten Gleichung durch eine Konstante A # 0
wird durch B = So(X) := (} ) erhalten. Diese Matrizen sind nicht unabhéingig von
den bereits eingefiihrten Matrizen P und Sq(A), denn es gilt So(A) = PS;(\)P.

Bemerkung 3.17. Fiir A = 1 verédndert sich das System nicht. Die Matrix 1 :=
(§9)=51(1) = Sz(1) ist die Einheitsmatrix.

3.3.3. Addierung von Gleichungen. Die Addierung der ersten zur zweiten Gleichung

erhalt man durch B =
1 0
Q= (1 1) ’

Bemerkung 3.18. Die Addierung der zweiten zur ersten Gleichung erhélt man durch
B =Q:=(}1), die von den bereits eingefiihrten Matrizen nicht unabhéngig ist:

Q = PQP. Die Addierung der ersten Gleichung mal a zur zweiten Gleichung erhalt
man durch B = T(a) := (} ¢). Das kann man auch durch die bereits eingefiihrten

Matrizen ausdriicken. Némlich, T(0) = 1 = S;(1) und fiir & # 0 hat man T(«) =
Sy (a‘l)Qsl(a).

3.3.4. Weitere Bemerkungen.
Bemerkung 3.19. Die Matrizen P, Q und S;()), A # 0, heissen Elementarmatrizen.

Bemerkung 3.20 (Zeilenstufenform). Wir haben gesehen (Bemerkung [2.7), dass
man ein lineares Gleichungssystem durch Umformungen in eine Stufengestalt iiber-
fithren kann. Aquivalent (Bemerkung kann man durch Umformungen eine Ko-
effizientenmatrix in Zeilestufenform tiberfithren. D.h.: Durch endlich viele Multipli-
kationen von links mit Elementarmatrizen kann man jede Matrix in eine der vier
Zeilenstufenformen in Bemerkung [3.2] iiberfiihren. Anders ausgedriickt:

Hilfssatz 3.21. Sei A eine beliebige Matrixz. Dann gibt es endlich viele Elemen-
tarmatrizen By, Bs, ..., B, so, dass

A:=BiBy---B,A
eine der 4 Zeilenstufenormen
(0 0) (0 1) (1 *) (1 0)
0 0 0 0 0 0 0 1
besitzt, wobei x eine Zahl ist.

I.A. konnen wir ein System Ax = u mit einer beliebigen Matrix B multiplizieren.
Frage: Wann sind die Systeme Ax = u und BAx = Bu dquivalent?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir verstehen, wann man durch eine
Matrix B ,,dividieren“ kann. Das ist das Inversionsproblem und wir werden sehen,
es ist mit dem Begriff der Determinante eng verkniipft (s. Satz [3.23).

3.4. Die Inversion von Matrizen.

Definition 3.22. Eine Matrix A heisst invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt,
sodass
AB=1
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()

Satz 3.23. Fine Matriz ist genau dann invertierbar, wenn thre Determinante nicht
verschwindet.

gilt, wobei

die Einheitsmatrix ist.

Beweis. a) Sei A invertierbar. Aus Satz und aus der Gleichung detAB =1
folgt, dass det Adet B = 1 gilt. Deshalb ist det A # 0 (sonst hétten wir 0 = 1).

b) Sei det A # 0. Dank Satz (oder auch dank Bemerkung sind in diesem

Falle die Systeme
T 1 w 0
G- e 2 ()-0)

eindeutig 16sbar. Diese Systeme kénnen wir auch als

r w 1 0
A (y Z) - <0 1)
zusammensetzen, was impliziert, dass die Matrix B = (7, % ) existiert und eigentlich

eindeutig bestimmt ist. O

Bemerkung 3.24. Ist A invertierbar, so heisst die eindeutig bestimmte (s. Ende des
obigen Beweises) Matrix B, die AB = 1 erfiillt, die zu A inverse Matrix. Sie wird
iiblicherweise mit A=! bezeichnet. D.h.:

AAT! =1.
Satz 3.25. Sei A = (‘g g) invertierbar. Dann gilt:

1
-1\ __
(3.5a) det(A™") = TotA’
1 (d -b
-1 _
(3.5b) ATl = (_C a>,
(3.5¢) ATTA =1.

Bemerkung 3.26. Die einfach zu erinnernden Formeln im obigen Satz sind sehr
wichtig. Insbesondere erinnert man sich an 7 indem man ausser der Division
durch die Determinante bemerkt, dass die Diagonaleintrdge der Matrix auf der
rechten Seite einfach die miteinander vertauschten Diagonaleintrige von A sind,
wiahrend die Eintrige ausserhalb der Diagonale die von A mit entgegengesetzen
Vorzeichen sind. Dank Gleichung ist es nicht zweideutig det A~! zu schreiben:
Es kann niémlich det(A~!) oder (det A)~! bedeuten, aber die zwei Ausdriicke sind
gleich.

Beweis. Gleichung (3.5a) folgt aus det Adet(A™1) = det(AA™!) = det 1 = 1. Glei-
chungen (3.5b)) und (3.5¢|) folgen aus den expliziten Rechnungen

COE (- (A0 Y
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Bemerkung 3.27. Als einfache Beispiele von invertierbaren Matrizen stehen die
Elementarmatrizen: ndmlich gelten det P = —1, det S;(\) = A und det Q = 1. Man
kann auch die Inversen einfach berechnenf]

(3.6) P~t=P, SV t=S (A, Q' =51(-1)QS;(—1).

Das zeigt, die Inversen von Elementarmatrizen lassen sich als Produkte von FEle-
mentarmatrizen schreiben.

Bemerkung 3.28. Die eindeutig bestimmte Losung zum System Ax = u mit det A #
0 kann man gewinnen, indem man das System durch A~ umformt. Das so erhaltene
dquivalente System ist einfach

x=A"lu,

das explizit die Lésung ergibt. Wenn A = (%), x = (3), und u = (%), dann

haben wir dank (3.5b))

zy 1 d —b\ (u)y 1 du — bv
y)  detA \—-c a v)  detA \—cu+av)’
was ([2.6)) entspricht.

Bemerkung 3.29. Aus den Sétzen [3.14] und [3:23] folgt, dass das Produkt zweier
invertierbaren Matrizen invertierbar ist. Sind nimlich A und B invertierbar, so
gelten det A # 0 und detB # 0. Daraus folgt det AB # 0, was impliziert, dass
AB invertierbar ist. Die zu AB inverse Matrix ist einfach zu berechnen: Wegen der
Assoziativitdt gilt ndmlich

B~!A!AB =1.
Deshalb gilt

(AB)"! =B7!ATL]

An diese sehr wichtige Formel (die Formel fiir das Inverse im nichtkommutativen
Fall) kann man sich so erinnern: Die inverse Operation zum Anziehen eines Hemdes
und danach einer Jacke ist das Ausziehen der Jacke und danach des Hemdes. Diese
Formel kann man einfach zu einem beliebigen Produkt von invertierbaren Matrizen
erweitern:

(AiAg--- A =A - ASTATL
Definition 3.30. Sei
GL; := {invertierbare 2 x 2-Matrizen} = {2 x 2-Matrizen A : det A # 0}.

Es folgt, dass GLs eine Gruppe ist (GL steht fiir Englisch ,,general linear*). Mehr
tiber Gruppen wird in Anhang [A] erklért.

Folgender Satz ergibt eine Charakterisierung der invertierbaren Matrizen:

Satz 3.31. Jede invertierbare Matrix ldasst sich als endliches Produkt von Element-
armatrizen schreiben.

Man sagt dann, die 2 x 2-Elementarmatrizen seien die Erzeuger der Gruppe GLs.

3Man denke an die Bedeutung von den inversen Transformationen auf einem Gleichungssystem.
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Beweis. Wir haben im Hilfssatz [3.21] gesehen, dass es fiir jede Matrix A endlich
viele Elementarmatrizen By, Bo, ..., B, gibt, sodass

A:=B;By---B,A

eine der 4 Zeilenstufenormen besitzt. Da die Elementarmatrizen invertierbar sind
(s. Bemerkung , ist A invertierbar, wenn A so ist. Aber die einzige invertierbare
Matrix in Zeilestufenform ist die Einheitsmatrix 1 = (3 9). Es folgt

1=B;B;---B,A
und deshalb (s. Bemerkung [3.29))
A=B,' -.B;'B"

Dank (3.6)) konnen wir schliesslich die rechte Seite als Produkt Elementarmatrizen
schreiben. g

3.5. Auflésung von linearen Gleichungssystemen, Aquivalenz von Matri-
zen und Normalform. Wir kommen jetzt zuriick zum Problem der Auflésung
von linearen Glecihungssystemen. Wir beginnen mit folgender

Definition 3.32. Zwei Systeme heissen dquivalent, wenn man das erste ins zweite
durch endliche viele folgender elementarer Umformungen {iberfithren kann:

(1) Vertausch der Gleichungen.
(2) Skalierung der ersten Gleichung,.
(3) Addierung der ersten zur zweiten Gleichung.

Dann haben wir den

Satz 3.33. Zwei Systeme Ax = u und ;‘N‘x = u sind genau dann dquivalent, wenn
es eine invertierbare Matrixz B gibt mit A = BA und @ = Bu (d.h. man erhdlt das
zweite System durch Multiplikation des ersten mit B).

Beweis. Sind die zwei Systeme #dquivalent, dann definieren wir B als Produkt der
Elementarmatrizen, die zu den elementaren Umformungen entsprechen (s. Ab-
schnitt .

Erhélt man das zweite System durch Multiplikation des ersten durch B, so schrei-
ben wir B dank Satz als Produkt Elementarmatrizen. Das zweite System erhélt
man dann durch die entsprechenden Umformungen. (]

Durch Aquivalenz kénnen wir immer ein System in die Stufengestalt umfor-
men (Bemerkung . In Bemerkung haben wir weiter gesehen, dass eine Sy-
stem durch eine Neudefinition der Unbekannten weiter simplifiziert werden kann:
Némlich kann man die Koeffizientenmatrix zu einer der 3 Normalformen

0 0 10 10
0 0 0 0 0 1
iiberfiihren (Bemerkung [3.3)).

Als Neudefinition der Unbekannten kénnen wir jede invertierbare lineare Trans-
formation erlauben: Definieren wir ndhmlich

x = Cx,
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so wird das lineare System Ax = u zum System AC~!x’ = u iiberfiihrt, das auch
linear ist. Wir konnen x aus x’ durch

x=C'x

zuriick gewinnen. Die zwei Systeme sind dann, in diesem erweiterten Sinne, dqui-
valent.

Zusammenfassung: Zwei lineare Gleichungssysteme Ax = u und Ax' = 1 sind
bis auf eine Neudefinition der Unbekannten dquivalent, wenn es zwei invertierbare
Matrizen B und C ¢ibt mit A = BAC™! und G = Bu.

Das motiviert folgende

Definition 3.34. Zwei Matrizen A und A heissen dquivalent, wenn es invertierbare

Matrizen B und C gibt, sodass
A =BAC™!

A~ A.

gilt. In diesem Falle schreibt man,

Satz 3.35. Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, d.h.

Reflexivitit: A ~ A VA;
Symmetrie: A ~A = A~ A;:
Transitivitit: A ~ A, A~A=A~A.

Beweis.

Reflexivitidt: Man nimmt B=C = 1.
Symmetrie: Nach der Definition haben wir A = BAC! und deshalb A =
B~!AC. Da B! und C~! auch invertiebar sind, haben wir A ~ A.
Tran51t1v1tat Wir haben A = BAC~! und A = BAC~ 1 wobei B,C,B,C
invertierbare Matrizen sind. Deshalb A = BAC~! mit B = BB und C = CC
die auch invertierbar sind.

O

Wir kénnen jetzt Bemerkung [3.3] wie folgt ausdriicken und verbessern:

Satz 3.36. Jede 2 x 2-Matriz ist zu einer der folgenden Matrizen dquivalent (Nor-

malform)
THINE

Diese drei Matrizen sind zueinander nicht dquivalent.

Beweis. Die erste Aussage ist einfach eine Umdeutung von Bemerkung [3.3]

Um die zweite Aussage zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass

(3 (0 )

fiir alle B und C; deshalb ist die Nullmatrix ( $) nur zu sich selbst dquivalent (das
zeigt auch, dass notwendigerweise die urspriingliche Matrix A die Nullmatrix war).
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Um zu zeigen, dass die anderen zwei Matrizen auf der Liste zueinander nicht
dquivalent sind, bemerken wir, dass aus A = BAC™! die Gleichung

det B

detA = qet C det A
folgt. Deshalb sind entweder beide Determinanten von zwei dquivalenten Matrizen
gleich Null oder keine der zwei verschwindet. Da [§§] = 0 und |} 9] = 1, sind die
zwei Matrizen zueinander nicht dquivalent. O

Bemerkung 3.37. Aus dem letzten Teil des Beweises folgt, dass man die Aquiva-
lenzrelation von Matrizen auf die Teilmenge GLy der invertierbaren Matrizen ein-
schrinken kann und dass jede invertierbare Matrix zur Einheitsmatrix dquivalent
ist (in anderen Worten: GLg besteht aus einer einzigen Aquivalenzklasse).

Wir kénnen schliesslich die Klassifizierung und Auflésung des linearen Systems

Ax =u

wiederholen und ein bisschen verbessern.
3.5.1. Fall 1: A ist die Nullmatriz. In diesem Falle haben wir das System 0 = u,

dass keine Losung besitzt, es sei denn es gilt u = 0. Im letzteren Falle ist jedes x
eine Losung.

3.5.2. Fall 2: det A =0 aber A # 0. In diesem Falle ist das System zu

R I
0 0 N

dquivalent. Dieses System hat keine Losung ausser, wenn @ von der Form (%) ist.
Ist die Aquivalenz A = BAC™! durch eine Matrix B = (; ﬁ) erhalten, so ist
gu+hv=20

die Bedingung auf den Werten fiir die Losbarkeit des Systems. Ist die Bedingung
erfiillt, dann ist das System durch

x—C! <eu;—/fv>

aufgeltst, wobei y ein freier Parameter ist.

3.5.3. Fall 3: A ist invertierbar. In diesem Falle hat das System genau die Losung
x=A"tu
3.6. Lineare Abbildungen. Es ist fiir weitere Bemerkungen wichtig, die Linea-

ritét besser zu erklidren. Zunichst miissen wir die Skalarmultiplikation definieren:
Fiir eine Zahl A (ein ,,Skalar®) und einen Vektor (3 ) definiert man

0) = ()

Sind zwei Vektoren () und () gegeben, so definiert man die Addition
v

() +() =)
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Bemerkung 3.38. Zeichnet man einen Vektor (3 ) als einen Pfeil vom Ursprung

(0,0) zum Punkt (z,y) auf der Ebene, so entspricht die Skalarmultiplikation einer
Skalierung des Vektors und die Addition der Parallelogrammregel.

Es folgt dann aus einer einfachen Berechnung, dass
(3.7) A(Ax + py) = AAx + pAy
fiir jede Matrix A and alle Vektoren x und y.

Bemerkung 3.39. Wir kénnen x — Ax als eine Abbildung ¢: R? — R? betrachten.
Man sagt wegen (3.7), diese Abbildung sei linear. Im Allgemeinen sagt man, eine
Abbildung ¢: R? — R? sei linear, wenn

PAX + py) = Ap(x) +ud(y),  Vx,¥
gilt. Man kann zeigen, dass dies genau dann passiert, wenn ¢(x) von der Form Ax
fiir irgendeine Matrix A ist.

Man kann Skalarmultiplikation und Addition auf Matrizen erweitern:

a b\ _[(Xa Xb a b e f\._ f(a+e b+f
(38) A(c d) = ()\c Ad)’ (c d)+<g h) = (c+g d+h>'
Man kann sehr einfach zeigen, dass

A(B+C)=AB+ AC und (A+B)C=AC+BC
gelten. D.h. die Multiplikation von Matrizen ist distributiv.

4. LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung, deren Unbekannte eine Funktion
istﬁ die zusammen mit ihren Ableitungen vorkommt. Die Ordnung einer Differen-
zialgleichung ist die hochste vorkommende Ableitungsordnung der Unbekannten.

FEin bekanntes Beispiel ist die Gleichung
(4.1) = ax,

wobel a eine gegebene Konstante und z(t) die Unbekannte ist. Diese Differenzial-
gleichung erster Ordnung wird zur Beschreibung von vielen Phdnomenen in der
Physik (z.B. dem radioaktiven Zerfall) und in der Wirtschaft (Zinseszins) ange-
wandt.

Ein Beispiel einer Gleichung zweiter Ordnung ist das Newtonsche Gesetz (in
einer Dimension) F' = ma, wo F die Kraft, m das Mass und a die Beschleunigung
eines Teilchens sind. In mathematischer Formulation haben wir

1
4.2 i =—F(tx ),
(42) i = —F(t,2, )
wobei z(t) die unbekannte Bahn, m > 0 eine gegebene Konstante und F' eine
gegebene Funktion sind.

In diesen Notizen werden wir uns mit linearen Differenzialgleichungen oder linea-
ren Systemen von Differenzialgleichungen (mit zwei Unbekannten Funktionen) mit
konstanten Koeffizienten befassen. Eine Differenzialgleichung heisst linear, wenn die

4Wir werden hier nur gewohnliche Differenzialgleichungen betrachten, wo die Unbekannte eine
Funktion einer einzigen Variable ist.
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Unbekannte zusammen mit ihren Ableitungen nur linear vorkommt. Sie hat kon-
stante Koeffizienten, wenn die vorkommenden Koeffizienten (d.h. alle Grosse ausser
der Unbekannten und ihren Ableitungen) konstant sind. Das allgemeinste Beispiel
einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung is

T =a(t)z+b(t),

von der (4.1)) ein Spezialfall ist. Sie hat konstante Koeffizienten, wenn a und b nicht
von t abhéngen, wie z.B. in (4.1]). Das Newtonsche Gesetz (4.2)) definiert eine lineare
Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten, wenn die Kraft I’ die Gestalt

F=—-kx—n~z
hat, wobei k und ~ konstant sind. Der geschwindigkeitsabhédngige Term beschreibt
die Reibung und aus physikalischen Griinden ist v > 0. Der erste Term beschreibt
fiir £ > 0 die sog. harmonische Kraft (und das ist eine Anndherung von jedem Sy-

stem in der Nihe von einem Punkt von stabilem Gleichgewicht). Die entsprechende
Gleichung

(4.3) mi = —kx — &

beschreibt den sog. geddmpften harmonischen Oszillator.

4.1. Lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeflizienten. Wir be-
ginnen mit Gleichung . Es ist bekannt, dass eine Losung die Exponenzialfunkti-
on e ist. Wir zeigen jetzt, dass sie bis auf eine multiplikative Konstante die einzige
Losung ist. Dazu definieren wir

(4.4) X(t) = e “u(t).
Dank der Ableitungsregel fiir Produkte erhalten wir dann

X(t) = —ae™x(t) + e~ ®i(t) = e~ (—ax(t) + ).
Deshalb ist x genau dann eine Losung zu 7 wenn X eine Losung zu

X=0

ist, d.h., wenn X konstant ist. Setzen wir X (t) = K, so erhalten wir, aus (4.4)), die

allgemeine Losung zu (4.1)):
z(t) = Ke™.

Bemerkung 4.1. Die Konstante K kann festgelegt werden, wenn man statt nur
Gleichung (4.1)) auch die Anfangsbedingung

Z‘(to) = X0

betrachtet, wobei ¢ty und xy gegeben sind. Eine Differenzialgleichung zusammen
mit einer Anfangsbedingung heisst Anfangswertproblem. In unserem Fall hat das
Anfangswertproblem die Losung

z(t) = zoet=t0),

5Nach der iiblichen Notation schreibt man explizit die unabhéngige Variable ¢ nur als Argu-
ment der Funktionen a und b, aber nicht der unbekannten Funktion x. Sind die Funktionen a
oder b konstant, dann schreibt man das Argument nicht und es ist klar von der Formel, dass es
sich um Konstanten héndelt. Eine Losung zur Differenzialgleichung wird doch als Funktion z(t)
geschrieben.
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Das allgemeinste Beispiel einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung mit
Konstanten Koeffizienten ist

(4.5) T = ax + b,

wobei a und b gegebene Konstanten sind. Ist b # 0, so heisst die Gleichung nichtho-
mogen. Der Fall b = 0, d.h. (4.1)), heisst die assoziierte homogene Differenzialglei-
chung.

Die nichthomogene Gleichung kann auch durch (4.4]) aufgelost werden; namlich
X = e~ %p,
wenn z eine Losung ist. Deshalb
1
X(t)=—-e b+ K,
a

wobei K eine Konstante ist, und

b
z(t) = . + Ke®,

wenn a # 0; sonst haben wir
z(t) = X(@) =bt + K.

Auch in diesem Fall legt die Anfangsbedingung x(ty) = xo die Konstante K fest.
Die Losung ist dann

z(t) = —g + (.T() + Z) ealt=to)

falls a # 0; sonst
x(t) = b(t — t()) + xg.

Bemerkung 4.2. Dieses Verfahren wirkt eigentlich auch im Falle, wenn b nicht kon-
stant ist (was wir spiter brauchen werden), d.h. fiir die inhomogene Gleichung

(4.6) & =ax+b(t),
wobei b(t) eine gegebene Funktion istﬁ Namlich folgt jetzt aus (4.4), dass
X = e (1),

wenn x eine Losung zu ist. Deshalb ist
X(t) = /t e *b(s) ds + K,
wobei K eine Integrationskonstante (i)st. Es folgt, dass
2(t) = e / Cemosb(s) ds + Ke™.
0
Die Anfangsbedingung x(to) = x¢ legt die Konstante K fest:
K =e g, — /to e *b(s) ds
0

und wir kénnen die entsprechende Losung als
t

z(t) = e¥t=to) g +/ e®t=9)p(s) ds

to

6Aus technischen Griinden nehmen wir an, dass b eine stetige Funktion ist.
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schreiben.

Bemerkung 4.3. Ein sehr einfaches Speziallfall — noch einfacher als der Fall, in
dem b konstant ist — kommt vor, wenn b(t) = cet, wobei ¢ eine Konstante ist. Wir
iiberlassen dem Leser diese Ubung.

4.2. Systeme von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit

konstanten Koeffizienten. Wir wollen das System
A7 731 =az1 + bZQ
( ' ) %29 = cz1 +dzo

aufldsen, wobei z; und zy die unbekannten Funktionen und a, b, ¢, d gegebene Kon-
stante sind. In Matrixnotation fithren wir die unbekannte Verktorfunktion

+=(3)
v (1)

ein. Das System kann man dann als

(4.8) z= Az

und die Matrix der Koeffizienten

schreiben.

Bemerkung 4.4. Die Differenzialgleichung (4.3)) fiir den geddmpften harmonischen
Ostzillator kann man als System erster Ordnung schreiben: Man fithrt die Geschwin-
digkeit v als neue unbekannte Funktion ein. Die Beziehung # = v sieht man als
Differenzialgleichung. Die zweite Ableitung # von x sieht man als erste Ableitung
von v. Deshalb hat man das System

T =0
(4.9) . k vy

V=——x— —v

m m

Wir koénnen das System in Matrixform wie in (4.8)) schreiben durch

()
Zz =
v
0 1
AZ:<1C 7).

4.2.1. Spezialfall 1: Diagonalmatriz. Das System kann man sehr einfach auf-
16sen, wenn die Koeffizientenmatrix A eine Diagonalmatrix ist; d.h. wenn alle Ein-
trdge von A ausserhalb der Hauptdiagonale gleich Null sind. Wir nehmen n&mlich
an, dass A die Form

und

(4.10) A= <A01 ;)2)




22 A. S. CATTANEO
hat, wobei A\; und Ay gegebene Konstanten sind. Das System besteht dann
aus zwei entkoppelten Differenzialgleichungen
Z1=M2
%29 = Ag2o
die wir wie in [.1] auflésen konnen:
21(t) = MUK
25(t) = MK,

wobei K7 und K5 Konstanten sind. Schreiben wir

_ (K
K_<m>
eMt 0
eAt = ( 0 e)\zt )

so haben wir die allgemeine Losung

und

N

(t) = MK,

4.2.2. Spezialfall 2: Trigonalmatriz. Ist die Koeffizientenmatrix A eine Trigonalma-
trix (auch bekannt als obere Dreiecksmatrix), d.h. von der Form

(Mo
=(5 %)

wobei A1, Ag, 11 gegebene Konstanten sind, dann kann man das System (4.8)), jetzt
in der Form
21 = Ai121 + pza,
Z9 = Aa22,
auch einfach auflésen. Namlich 16st man zunichst die zweite Gleichung auf als
25(t) = e Koy,

wobei K eine Konstante ist. Dann setzt man diese Losung in die erste Gleichung
ein:
21 = A\z1 + MeA2tK2.
Mit
Ti=2z a:= )\ b(t) := et Ky,
ist das ein Beispiel einer ihnhomogenen Gleichung, die wir bereits in Bemerkung
aufgelost haben.

Wir iiberlassen dem Leser die Berechnung im allgemeinen Falle und konzentrieren
uns auf dem wichtigen Fall, wenn A\; = Ag und g = 1 gelten. Setzen wir A := A\ =
A2, so hat die Koeflizientenmatrix die Form

(4.11) A= (g ;) .
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Die Losung zur zweiten Gleichung ist jetzt zo(t) = e’ Ky und die erste Gleichung
nimmt die Fornﬂ 21 = Az1 + MKy an. Setzen wir, wie in ([4.4), X () = e Mz (2),
so haben wir

X(t) = Ko,
wenn z; eine Losung ist. Deshalb
X(t) = Kot + Ky,
wobei K eine neue Konstante ist. Schliesslich erhalten wir
z1(t) = MK +teMK,,
29(t) = MKy,

oder in Matrixform

z(t) = MK,
_ (K
k= (1)

At e)\t te)\t
(§ = 0 e>\t .

4.3. Ahnliche Matrizen. Unser nichstes Ziel ist zu zeigen, dass man immer zu
einem der Spezialfille oder (die sog. JORDANschen Normalformen) re-
duzieren kann, wenn man mit komplexen Matrizen arbeitet (d.h. Matrizen mit
komplexen Eintréigen, s. Anhang. Damit werden wir auch fiir eine beliebige Ma-
trix A das Exponential e*?, das auch eine Matrix ist, definieren und zeigen, dass sich
die Losung des linearen Systems von Differenzialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten immer als

z(t) = MK,

mit

und

schreiben lésst.
Die Idee ist, wie im Falle von linearen Gleichungssystemen, eine Neudefinition
y(t) == B a(t)

zu verwenden, wobei B eine invertierbare Matrix mit konstanten Eintrégen ist. Aus
z = By erhalten wir

y =B~ 'ABy,
falls z (4.8) auflést. In anderen Worten sollen wir jetzt das dquivalente System
y = Ay
auflosen, wobei
A:=B'AB

ist. Das motiviert folgende

Definition 4.5. Zwei Matrizen A und A heissen dhnlich, wenn es eine invertierbare

Matrix B gibt mit
A =B 'AB|.

7Eigentlich ist das die Ubung in Bemerkung
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Bemerkung 4.6. Die Ahnlichkeit von Matrizen ist auch eine Aquivalenzrelation,
wie man einfach zeigt (s. den Beweis, dass die in definierte Aquivalenz von
Matrizen eine Aquivalenzrelation ist.)

Bemerkung 4.7. Zwei dhnliche Matrizen sind auch dquivalent im Sinne von Defini-
tion aber die Umkehrung gilt nicht. I.A. kénnen wir nicht durch Ahnlichkeit
eine Matrix zur im Satz betrachtete Normalform iiberfithren. Wir werden aber
zeigen, dass jede komplexe Matrix zu einer Matrix in JORDANscher Normalform
— d.h. oder — ahnlich ist. Das wird uns erlauben, ein allgemeines

lineares System von Differenzialgleichungen aufzulosen.

Bemerkung 4.8. Zwei dhnliche Matrizen haben die gleiche Determinante:

det A = detA|,

wenn A und A Zhnlich sind. Eine zweite Invariante ist die Spur, die als die Summe
der Diagonaleintréige definiert ist: d.hﬁ

Sp(ccl Z) =a+d.

Durch eine einfache Berechnung zeigt man, dassﬂ

|SpAB = SpBA|

fiir je zwei Matrizen A und B. Daraus folgt

SpA =SpAl|,

wenn A und A &hnlich sind. Aquivalente Matrizen haben i.A. nicht die gleiche Spur.

4.4. Diagonalisierung. Wir wollen zunéchst den wichtigen Fall studieren, wenn
eine Matrix in Diagonalform iiberfithrt werden kann.

Definition 4.9. Eine Matrix A heisst diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonal-
matrix dhnlich ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matrix B gibt mit

(M 0o
A_B<O )\2>B ‘

In diesem Falle kénnen wir das System (4.8)) sehr einfach auflgsen. Wir fithren
niimlich y(¢) := B~1z(¢) ein und bekommen

(M0
Y=o xn)Y

Aus dem Spezialfall 1, Abschnitt [£.2.1] kennen wir schon die allgemeine Losung:
eMt 0
v = (% o)

8Die Spur wird auch mit Tr, aus dem englischen ,trace“, gekennzeichnet.
9Eine zweite sehr niitzliche Eigenschaft der Spur ist ihre Linearitét: ndmlich gelten

SpAA = ASpA und Sp(A+B)=SpA+SpB
fiir alle Matrizen A und B und alle Zahlen \.
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wobei d = () und di,d, Konstanten sind. Da z(t) = By(t) gilt, haben wir

schliesslich
eMt 0
Z(t) = B < 0 e/\zt d

Da B invertierbar ist, kénnen wir statt d auch c := Bd betrachten. Dann lautet die

allgemeine Losung
eMt 0 _
z(t) =B ( 0 oot B 'c

mit ¢ = (¢l ), wobei ¢1, co Konstanten sind. Kennt man die Matrix B, so kann man
sehr einfach die Losung durch Ausmultiplizieren finden. Es ist das Ziel dieses Ab-
schnitts, eine solche Matrix B zu finden (eigentlich ist B nicht eindeutig bestimmt).

Wir beginnen aber mit einer negativen Ergebnis: Nicht jede Matriz ist diagona-
lisierbar. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

0 1
(01
Sie entspricht dem Fall v = k = 0 in (4.9). Da detA =0 = Sp A gilt, haben wir

detA = 0 = SpA fiir jede zu A &dhnliche Matrix A. Wére A diagonalisierbar, so
konnten wir eine zu A dhnliche Matrix A = ()E)l /\02) finden. Aber dann hitten wir

MA = detA = 0 und Ay + Ao = SpA = 0, d.h. Ay = Ay = 0. Deshalb wiire A
die Nullmatrix 0. Aber BOB™! = 0 fiir jede invertierbare Matrix B. Das ist ein
Widerspruch, denn A ist nicht die Nullmatrix.

Von jetzt an nehmen wir an, dass A diagonalisierbar ist. Wir wollen B bestimmen.
Damit werden wir auch Kriterien zur Diagonalisierbarkeit gewinnen: Zu l6sen ist
die Gleichung

(4.12) AB = BA

= (A0
(3 D).
B:(V1 V2)7

wobei vi und vy Vektoren sind. Dann gilt

AB = (AVl AV2) .

v, — V11 Vo — V21
1 V19 ) 2 V99 5
und erhalten

N U1l U21 A1 O Av11 Aovog
BA = = = (A Aavs) .
(U12 1122> (O /\2) ()\11)12 ,\21]22) (Avi Aova)

Deshalb kann (4.12)) als

mit

Wir schreiben

Wir schreiben jetzt

(AVl AVQ) = ()\1V1 )\2V2)
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geschrieben werden, oder dquivalent

Avy = Ay,

AV2 = A2V2 .

Da B invertierbar ist, sind v; und vs von Null verschieden (sonst wére det B = 0).
Das motiviert folgende

Definition 4.10. Ein von Null verschiedener Vektor v heisst Eigenvektor von A

zum Eigenwert A\, wenn

gilt.

Das Problem der Diagonalisierung von A besteht dann darin, die Eigenwerte \;
und A2 von A und die enstprechenden Eigenvektoren v; und vs zu finden, sodass
B = (v1 VQ) invertierbar ist, d.h. det B # 0.

Definition 4.11. Zwei Vektoren v; und vy heissen linear unabhingig, wenn
det (v1 VQ) #0
gilt.

Bemerkung 4.12. Diese Determinante entspricht dem sog. Vektorprodukt von 2-Vek-
toren:

Vi X Vg 1= det (V1 Vg) .

(g) x (w) —uz .

Hilfssatz 4.13. Zwei Vektoren sind genau dann linear unabhdngig, wenn

D.h.

T1V1 +29ve = 0= 21 =29 = 0.

Beweis. Wir setzen B := (vi v3) und x := (3}). Dann
r1V1 + Tovy = Bx.
Den Satz kann man dann wie folgt neu fassen:
detB#0< (Bx=0=x=0)

Diese Aussage ist nach der Diskussion im Abschnitt [3] offensichtlich wahr. Gilt
namlich det B # 0, so hat die Gleichung Bx = 0 nur die Losung x = 0. Ist ande-
rerseits det B = 0, so gibt es nichttriviale Losungen und die Implikation Bx = 0 =
x = 0 gilt nicht. (I

Satz 4.14. Seien vy und vy Eigenvektoren einer Matrix A zu den Eigenwerten Ay
und Ao. Wenn A1 # Ao gilt, sind vi und vo linear unabhdingig.

Beweis. Nehmen wir an, dass v und vq linear abhéngig sind, d.h. dass es ;1 und

To gibt mit
0
T1Vy + 2ove = 0 und (i;) #+ (0> .
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0.B.d.A. kénnen wir dann zs # 0 annehmen. Das impliziert v, = —%vl. Nach
dem Definition vom Eigenvektor gilt vo # 0 und deshalb haben wir auch z; # 0.
Aber

11
AV2 = )\2V2 = _)\27"1
T2
und . "
1 1
AV2 = 7*AV1 = 7)\1*V1.
T2 T2

Da vy # 0 gilt, erhalten wir
X1 T
Ao— =A—,
T2 T2
und da x; # 0 gilt, haben wir schliesslich Ay = A1, was der Voraussetzung wider-
spricht. O
Es folgt dann unmittelbar folgender

Satz 4.15. Besitzt A zwei verschiedene Figenwerte A1 und Ao, so ist A diagonali-

sterbar: Namlich gilt
_ A O 1
A=B ( 0 )\2) B

B = (Vl V2) 5

wobei vi bzw. vy der Figenvektor zu Ay bzw. Ay ist.

mat

4.4.1. Die charakteristiche Gleichung. Die Gleichung Av = Av kdnnen wir auch als
(A=X1)v=0

schreiben.

Satz 4.16. ) ist ein Figenwert von A genau dann, wenn

(4.13) det(A—X1)=0

gilt.

Beweis. Ist A ein Eigenwert, so gibt es einen Vektor v # 0 mit (A — A1)v = 0. Das

impliziert, dass A — A1 nicht invertierbar ist, und deshalb, dass ihre Determinante

verschwindet. Verschwindet auf der anderen Seite die Determinante von A — A1, so

gibt es einen Vektor v # 0 mit (A — A\1)v = 0, was impliziert, dass A\ ein Eigenwert
ist. [l

Bemerkung 4.17. Das Polynom
’ Pa(z) := det(A — 1) ‘

heisst das charakteristische Polynom von A und Pa(A) = 0 heisst die charakteristiche
Gleichung.

Das charakteristische Polynom kann man sehr einfach berechnen. Sei némlich
A= (2%). Dann gilt

PA(x):det(aCx dfx) — (a—2)(d =) —be,

d.h.
Pa(z) = 2% — (a + d)z + ad — be.
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Das kann man auch wie folgt schreiben:

(4.14) Pa(z) = 2® — SpAz + detA|.

Ubung 4.18 (Satz von CAYLEY-HAMILTON). Sei B eine Matrix. Man definiert
Pa(B) := B? — (SpA)B + (det A) 1.
Man zeige, dass
Pa(A)=0
gilt. Das ist der Sazt von CAYLEY—HAMILTON im Falle von 2 x 2-Matrizen.

Bemerkung 4.19. Sind A und A shnliche Matrizen, so gilt

Dy

Némlich folgt aus A = BAB™!, dass
P;(x) = det(A — 1) = det(BAB™! — 2zB1B™!) =
= det B(A — £1)B~! = det Bdet(A — 21)(det B) ™! = Pa(z).

Der erste Schritt zur Diagonalisierung einer Matrix A ist dann die Auflésung
ihrer charakterischen Gleichung. Hat sie keine reellen Losungen, so ist die Matrix
nicht diagonalisierbar im reellen Sinne. Um dieses Problem zu umgehen, werden wir
von jetzt an, nur komplexe Matrizen und Vektoren betrachten. (S. Anhang (B| fiir
weitere Informationen iiber die komplexen Zahlen.) Das ist auch fiir die Auflssung
des Systems (4.7) mit reellen Koeffizienten notig.

Bemerkung 4.20. Hat eine Matrix A reelle Eigenwerte A; und \s, so haben die
Gleichungssysteme (A — A\11)vy = 0 und (A — A21)vy = 0 reelle Koeffizienten und
deshalb kann man reelle Losungen v und vy finden. Die Matrix B = (v1 VQ) ist
deshalb reell. Die Matrix A ist also diagonalisierbar im reellen Sinne.

Bemerkung 4.21. Die Koeffizientenmatrix fiir den harmonischen Oszillator (4.9)
ohne Reibung ist A = (7% (1)) Ihr charakteristisches Polynom ist dann Pa(z) =

2 + %, das keine reellen Wurzeln im physikalischen Falle k& > 0, m > 0 besitzt.

Wir wollen zunéchst die Differenzialgleichung Z = az auflosen, wobei a eine
komplexe Zahl ist und die unbekannte Funktion z komplexe Werte annimmt.

Bemerkung 4.22 (Das komplexe Exponential). Fiir u und v reell fiihrt man das
komplexe Exponential

u+iv

e :=e"(cosv + isinwv)

ein. Dank der Regel fiir die Ableitung eines Produktes erhélt man

d
t

d .
= alutiv)t
dt”

=y

(e"*(cosvt +isinvt)) =
ue (cos vt +isinvt) + e (—vsinvt + ivcosvt) =

= (u+1iv) €™ (cos vt + isinvt) = (u + iv) eV,

Deshalb hat die Differenzialgleichung z = az auch im komplexen Fall die Losung
Ke® wobei jetzt K eine komplexe Konstante ist.
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Bemerkung 4.23 (Auflésung von linearen Systemen von Differenzialgleichungen
durch komplexe Diagonalisierung). Sei Z = Az unser System, wobei A eine reel-
le Matrix ist. Wir nehmen an, A ist diagonalisierbar im komplexen Sinne:

_ A O 1
A=B ( 0 /\2> B,
wobei A1, A2 und B komplex sein konenn (es gilt aber A\; = Ay, denn das charak-

teristische Polynom von A besitzt reelle Koeffizienten). Damit bekommen wir die
allgemeine komplexwertige Losung

eMt _
Z(t) = B ( O e)‘2t> B 1C,

wobei ¢ ein komplexer Vektor ist.

Satz 4.24. Sei A eine reelle Matriz, die diagonalisierbar im komplexen Sinne ist.
Die allgemeine Léosung zur reellen Differenzialgleichung z = Az ist dann

eMt 0 _
Z(t) - B ( O e)\2t> B 1K,

wobet K ein reeller Vektor ist.

In anderen Worten ist B (eht 0 ) B~! eine reelle Matrix, obwohl B und (eAlt 0 )

0 et2t 0 et2t
nicht reell sind.

Beweis. Da A reell ist, haben wir z = Az. Ist z(t) eine Losung, dann ist z(¢) auch
eine Losung. Da
5\115
_ 5 [ € 0 5—1—
zZ(t)=B ( 0 eA2t> B~ ¢,

eine Losung ist, gibt es ein komplexer Vektor d, sodass
)\1t
_ e 0 _
Z(t) = B ( O e/\2t> B ld

gilt. Setzen wir ¢ = 0 ein, so erhalten wir ¢ = d. Suchen wir nach einer reellen
Losung, z(t) = z(t), so muss ¢ = d gelten. Daraus folgt, dass die Losung z(t) genau
dann reell ist, wenn ¢ = ¢ gilt, d.h. wenn c reell ist. ([

4.5. Trigonalisierung. Nehmen wir jetzt an, dass das charakteristische Polynom
von A zwei gleiche Wurzeln A besizt. Kann A diagonalisierbar sein? Wire das der
Fall, so hiatten wir, fiir irgendeine Matrix B,

(X 0\, (A0
A—B(O A)B = AB1B _>\1—<0 A).

D.h. A hitte bereits Diagonal sein miissen:

Satz 4.25. Fine Matriz mit gleichen Figenwerten ist genau dann diagonalisierbar,
wenn sie diagonal ist.

Der nichttriviale Fall ist im folgenden Satz beschrieben:
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Satz 4.26. Sei A eine nichtdiagonale Matriz mit gleichen Eigenwerten \. Dann ist

A zur Matrix
Al
0 A

Beweis. Das charakteristische Polynom von A ist nach Annahme Pa(z) = (z — A2
Wegen (4.14) gelten dann SpA = 2\ und det A = \2. Dank Ubung (Satz von
CAYLEY-HAMILTON) gilt aber dann

AZ —2)A + \?1 =0,

ahnlich.

d.h.

(A —A1)? =0.
Sei jetzt v ein Eigenvektor zu A. Da nach Annahme A — A1 # 0 gilt, gibt es ein
Vektor w so, dass (A — A1)w # 0. D.h. (A — A1)w ist auch ein Eigenvektor zu .
Deshalb muss es zu v proportionell sein (sonst wére A diagonalisierbar, was wir
nach Annahme ausgeschlossen haben). Bis auf Skalierung von w kénnen wir dann
annehmen, dass

(4.15) A-N)w=v
gilt. Mit B := (V W) bekommen wir dann,
Al
AB=B (0 A) .
Noch zu zeigen ist, dass B invertierbar ist, oder dquivalent, dass v und w linear

unabhiingig sind (Definition [1.11]). Das zeigen wir mit der Hilfe von Hilfssatz [£.13]
Seien ndmlich x; und x5 Skalare, sodass

(4.16) 1V + 290w =0

gilt. Man bemerkt zunéchst, dass v nach der Definition vom Eigenvektor ungleich
Null ist und dass auch w nicht verschwinden kann, sonst wére aufgrund von
v gleich Null. Dass bedeutet, dass entweder xz; = x5 = 0 gilt, was zu zeigen ist, oder
beide x1 und x5 von Null verschieden sind. Um den zweiteren Fall auszuschliessen,
nehmen wir an, dass z; # 0 gilt. Dividieren wir durch z; und verwenden wir

(4.15)), so erhalten wir

((A—)\l)+ijl>w:0.

Da w von Null verschieden ist, ist die Matrix A — A1 + %1 nicht invertierbar.
Deshalb verschwindet ihre Determinante, was impliziert, dass A — % ein Eigenwert

von A ist. Da aber A der einzige Eigenwert ist, muss x verschwinden, was ein
Widerspruch ist. O

Satz 4.27. Ist die Matriz A im Satz[].26 reell, so gilt

(A 1\ Lo
A_B<O A)B

mit A und B reell.
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Beweis. Sind die Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit reellen koeffizienten
gleich, so miissen sie reell sein. Deshalb ist A reell. Sei v ein reeller Eigenvektor zu A.
Er existiert als Losung des Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten (A —A1)v =
0. Wir suchen dann nach einem w, sodass (A — A\1)w = v gilt. Da diese Gleichung
reelle erweiterte Koeflizienten besitzt, konnen wir eine reelle Losung finden. O

Bemerkung 4.28 (Auflésung von linearen Systemen von Differenzialgleichungen
durch Trigonalisierung). Ist die Matrix A nicht diagonalisierbar im komplexen Sin-
ne, dann kann sie zur Form (4.11)) iiberfithrt werden und das System Z = Az kann

man wie in (4.2.2)) auflésen.

4.6. Zusammenfassung. Wir kénnen Sitze [.15] [{.16] [.25] und [.26] zusammen-
fassen:

Lehrsatz 4.29. Jede komplexe Matrix ist trigonalisierbar, d.h. dhnlich zu einer
oberen Dreiecksmatrixz. Sind ihre Eigenwerte voneinander verschieden, so ist sie
sogar diagonalisierbar. Die Normalformen bez. Ahnlichkeit, die sog. JORDANschen

Normalformen, sind
A O J Al
0 A un 0 A

Fine reelle Matriz ist genau dann trigonalisierbar, wenn sie reelle Figenwerte be-
sitzt. Fine reelle Matriz, die nicht diagonalisierbar im komplexen Sinne ist, ist
trigonalisierbar im reellen Sinne.

Bemerkung 4.30. Sind A; und \s voneinander verschieden, so sind die Matrizen
(/\01 /\02 ) und ( ’\02 ;\31 ) auch voneiander verschieden. Sie sind aber zueinander dhnlich:

(v %)-G ) (%) 0 o)

Andererseits ist eine Diagonalmatrix ( o ;JQ) zu einer Trigonalmatrix (6\ }\) nicht
ghnlich.

4.6.1. Schritte zur Trigonalisierung. Wir fassen die Schritte zusammen, die zur
Trigonalisierung einer gegebenen 2 x 2-Matrix A fiihren:

(1) Man schreibt das charakterische Polynom Pa von A, ({£.14).

(2) Man findet die Eigenwerte von A, d.h. die Wurzeln des charakteristichen
Polynoms (Auflgsung einer quadratischen Gleichung).

(3) Sind die Eigenwerte A; und Ay voneinander verschieden, so sucht man nach
entsprechenden Eigenvektoren, d.h. nach von Null verschiedenen Lésungen
vy und vy der Systeme Av; = A;vy und Avy = A\jvs. Die Matrix A ist

dann zur Diagonalmatrix (’\01 ;)2 ) ghnlich:

_ A0 _1
A=B ( 0 )\2> B
mit B = (v1 VQ). Ist die Matrix A reell und sind ihre verschiedenen Ei-
genwerte reell, so kann man reelle Eigenvektoren finden.

(4) Hat A zwei gleiche Eigenwerte \, so sucht man nach einem entsprechenden
Eigenvektor v, d.h. nach einer von Null verschiedenen Losung v des Systems
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Av = Av, und nach einer Losung w des Systems (A—A1)w = v. Die Matrix
A ist dann zur Trigonalmatrix (6\ /1\) dhnlich:

_ A1\ o
A=B (0 A) B
mit B = (v W). Ist die Matrix A reell, so ist A auch reell und man kann
reelle v und w finden.

4.7. Die Exponentialabbildung. Sei A eine (reelle oder komplexe) Matrix. Mit
e”t bezeichnet man die Losung an der Zeit ¢ zum folgenden Matrixanfangswertpro-

blem:
S = Ad
(4.17) '
®(0) =1,

wobei die Unbekannte ®(t) eine matrixwertige Funktion ist. Durch die so definier-
tﬂ Exponentialbbildung ¢ — e** kénnen wir jedes Anfangswertproblem

z = Az,
z(to) = 2o,

wobei to eine gegebene Zahl und z( ein gegebener Vektor ist, als z(t) = eA(t—to)z,
auflosen.

Das Problem (4.17)) 16st man einfach auf, indem man A zur JORDANschen Nor-
malform iiberfiihrt: Wir schreiben A = BRB™!, mit B invertierbar, wobei

/a0
= (0 5)
A1
=0 3)

andernfalls. Wir setzen W(t) := B71d(¢)B. Ist ® die Lésung zum Problem (4.17)),
so erfiillt ¥ das Problem

falls A diagonalisierbar ist, und

vV =RV,
v(0)=1.
Schreiben wir ¥ = (21 zz), so erhalten wir die Anfangswertprobleme

il = RZ17 22 = RZ27

gilt, wobei die Reihe absolut V¢ und gleichmiéssig auf jedem kompakten Teilintervall von R kon-
vergiert. Dazu braucht man aber die entsprechenden Begriffe aus der Analysis, die wir hier nicht
voraussetzen wollen.
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Im Diagonalfall haben wir dann (s. Abschnitt [4.2.1)

eMt
vio= (% o)
und deshalb

eMt 0 _
(4.18) eAfZB( 0 ot)B L.

Andernfalls bekommen wir (s. Abschnitt [4.2.2))

e)\t t e/\t
vio= (% 'S
und deshalb

At At
(4.19) M =B <e0 gt ) B,

Bemerkung 4.31. Ist die Matrix A reell, dann ist e*?, als Losung zum Problem

(4.17)), auch reell.

Satz 4.32. Fir alle Matrizen A, C, mit C invertierbar, und alle Zahlen s,t gelten
folgende Aussagen:
eA(tJrs) _ eAt eAs

b

—1
eCAC t_ CeAt C*l,
det et = 5PAL,

Der Beweis anhand von (4.18) und (4.19) ist dem Leser iiberlassen.
Ubung 4.33. Seien

1 0 0 1
A= (0 1) und B:= (0 O).

B A+B)t

Man berechne e, ¢B* und el , und man zeige, dass

o(A+B)t £ At B,

5. BILINEARFORMEN

Wir kommen jetzt langsam zum Schluss, indem wir das Skalarprodukt von Vek-
toren
v-X
verallgemeinern.
Zur Erinnerung: Das Skalarprodukt von v = () und x = () ist durch
VX =0T+ wy
definiert.

Das Skalaprodukt kann man als Komposition der Transposition
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und der Multiplikation von Zeilen- und Spaltenvektoren

(v w) (j) =0T+ wy

auffassen:

V'X:VtX.

Die Transposition kann man zu Matrizen erweitern

a b\’ _fa c
c d) " \b d
sowie die Multiplikation von Zeilenvektoren und Matrizen:

(v w) (a C) = (va+wb ve+wd)|.

b d

Man kann einfach folgende Eigenschaften zeigen:

(Av)t = VAL,

(AB)! = B'A’,
(5.1) .

det A* = det A,

SpA! = SpA,

fiir alle Matrizen A, B und alle Vektoren v.

Ist B eine Matrix, so definiert man

’d)B(V,W) = VtBW‘.

Z.B. ist das iibliche Skalarprodukt v - w = ¢1 (v, w). Wegen gilt auch
(5.2) (v, w) = w'B'v.
Nach der Diskussion in Abschnitt [3.6] folgt, dass

PB(V, AW + pz) = Adg(v, W) + ugs(v, w)

fiir alle Vektoren v, w,z und alle Skalare A\, u. D.h. ¢g(v,w) ist linear bez. des
zweiten Arguments. Dank (5.1]) ist sie linear auch bez. des ersten Arguments:

d)B()\V + Kz, W) = )‘¢B (Va W) + M¢B (Za W)

fiir alle Vektoren v, w,z und alle Skalare A, u. Man sagt dann, ¢g sei eine Bilinear-
form.

Durch eine invertierbare Matrix S diirfen wir die Argumente einer Bilinearform
umbenennen: v’ := Sv und w’ := Sw. Wir haben

(v, W') = psips(v, ).

Das motiviert die Einfiihrung der Aquivalenzrelation

(5.3) B~B%¥3SeGL,:B=S5BS]|.

Bemerkung 5.1. Dank (5.1) gilt detB = det B(det S)2. Arbeiten wir mit reellen
Matrizen, so erhélt die bereits eingefiihrte Aquivalenzrelation das Vorzeichen der
Determinante.
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Bemerkung 5.2. Die neue Aquivalenzrelation (5.3)) ist anders von der in Defini-
tion eingefithrten Ahnlichkeit, wo die Inverse statt der transponierten Matrix
vorkam.

Definition 5.3. Eine reelle Matrix S heisst orthogonal, wenn
St =51
Bemerkung 5.4. Sind B und B durch eine orthogonale Matrix dquivalent, so sind
sie auch dhnlich.
Bemerkung 5.5. S = (v W) ist genau dann orthogonal, wenn
v-v=1l v-w=0, w-w=1,
was die Bezeichnung ,,orthogonal“ erklart.

Bemerkung 5.6. Wir konnen einen Vektor v von Norm 1 (d.h. v - v = 1) durch

__ (cos®
V= \sinog

parametrisieren. Ein zu v orthogonaler Vektor w (d.h. v - w = 0) hat dann die

Form
_ —sin@
W=\ cosh )

Ist w auch von Norm 1, so ist a = +1. Da die Determinante der orthogonalen
Matrix S = (v W) gleich zu a ist, haben zwei Klassen von orthogonalen Matrizen.
Eine orthogonale Matrix S, deren Determinante gleich 1 ist, heisst speziell ortogonal
und hat notwendigerweise die Form

g _ (cos 6 —sinf
~ \sinf cosf )°
Sie stellt eine Drehung im Gegenuhrzeigersinne mit Winkel 6 dar. Ist auf der anderen
Weise die Determinante einer orthogonalen Matrix S gleich —1, so konnen wir

S:<0989 sin 0 ):<C989 —sin@) (1 O)
sinf —cos#f sinf  cosf 0 -1
schreiben, d.h. als Produkt einer Drehung mit einer Spiegelung an der y-Achse.
Definition 5.7. Eine reelle Matrix B heisst symmetrisch, wenn
B! = B.

Die entsprechende Bilinearform ¢g erfiillt dann dank

P(W,v) = ¢s(v, W), Vv, w,
und heisst auch symmetrisch.
Bemerkung 5.8. Ist ¢g symmetrisch, so ist man oft am geometrischen Ort

(54) ¢B(X7 X) =a
interessiert, wobei a eine gegebene Konstante ist. Z.B. beschreibt (5.4)) im Falle
B=1und a = R?,

x-x = R?,

den Kreis mit Radius R und Zentrum im Ursprung.
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Wir wollen jetzt die Normalformen einer symmetrischen Bilinearform finden und
damit das Problem 15sen, den geometrischen Ort ([5.4)) zu beschreiben.

Satz 5.9 (Hauptachsentransformation). Fine symmetrische Matriz ist immer dia-
gonalisierbar und thre Diagonalisierung kann durch eine speziell orthogonale Matrix
durchgefiihrt werden. D.h.: ist B symmetrisch, so gibt es eine speziell orthogonale

Matriz S mit
_ —1 Al O _ ct Al 0
B=S (0 )\2)5—5 0 A S.

Deshalb ist B auch als Bilinearform diagonalisierbar. Die Figenvektoren von B heis-
sen thre Hauptachsen und die speziell orthogonale Matriz S ist die Drehung, die die
urspriinglichen Cartesischen Achsen auf die Hauptachsen abbildet.

a b
B = ( ‘ d) |
Man bemerke, dass die Eintrage ausserhalb der Diagonale gleich sein miissen, da B

symmetrisch ist. Die charakterisische Gleichung ist dann

N —(a+d)X\+ad—b*=0.

Beweis. Wir schreiben

Thre Diskriminante
A= (a+d)® —4ad + 4b* = (a — d)* + 4>

ist nicht negativ. Deshalb hat die Gleichung reelle Lésungen. Die sind genau dann
gleich, wenn @ = d und b = 0 gelten; d.h., wenn B diagonal ist. In diesem Falle
nehmen wir S = 1.

Andernfalls hat B zwei verschiedene reelle Eigenwerte A\; und As. Seien v und
vy entsprechende Eigenvektoren. Bis auf Skalierung kénnnen wir

V1~V1:1=V2~V2
S VR
BT(O )\2>T

#B(V1,Va) = ViBvy = Aavilvy = Aovy - va.

annehmen. Dann gilt

mit T = (V1 VQ). Es gilt

Ahnlicherweise haben wir

#B(Va, V1) = A\1va - vy,
Aus der Symmetrie bekommen wir

A2V -V = A1V - Vi,
d.h.

(A2 — A1)vy - va = 0.
Da Ay # \p gilt, bekommen wir

vy -vy =0.

Das zeigt dank Bemerkung dass T orthogonal ist. Wir kénnen o.B.d.A. anneh-
men, dass det T = 1 gilt (sonst ersetzen wir vy durch —vs), d.h. dass T speziell
orthogonal ist. Schliesslich definieren wir S := T? = T~1. (]



2x2 37

Den geometrischen Ort (5.4) kann man dann so verstehen: Durch die Drehung
S, () := Sx, erhalten wir die Gleichung

a2 + )\gy2 =a.

Sind A1, A2, a von Null verschieden, so beschreibt die Gleichung eine Ellipse, wenn
alle drei das gleiche Vorzeichen haben, und eine Hyperbel, wenn A Ao < 0 gilt. Die
anderen Fille iiberlassen wir dem Leser.

Schliesslich kénnen wir die Normalformen einer symmetrischen Matrix klassifi-
zieren:

Satz 5.10. Eine symmetrische Matriz ist bis auf die Aquivalenzrelation (5.3) im
reellen Sinne zu einer der folgenden zueinander nichtdquivalenten sechs Normal-
formen dquivalent:

0 0 10 -1 0 10 1 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 01 0 -1 0 -1
In den ersten drei Fillen heisst die entsprechende symmetrische Bilinearform entar-

tet, im vierten Fall positiv definit, im Finften nicht definit und im Sechsten negativ
definit.

Beweis. Laut Satz (5.9) ist jede symmetrische Matrix zu einer Diagonalmatrix im
Sinne von Bilinearformen dquivalent. Es ist noch zu zeigen, dass jede Diagonalma-
trix dquivalent zu einer der sechs Normalformen ist. Sei also

(M0
B—<O AZ).

R=<%l 0)7 arag # 0,

(6%)

2
5 pt o Oél)\l 0
B—RBR—( 0 a%)\2>

iiber. Ist A; > 0, so kénnen wir a%)\i = 1 erhalten, indem wir a; = 1/\5Z definieren.
Ist \; < 0, so kénnen wir a?)\; = —1 durch die Definition a; = 1/4/=\; erhalten.
Ist schliesslich \; = 0, se verdndern wir es nicht mit a; = 1.

Durch

fithren wir B zu

Damit haben wir bewiesen, dass jede symmetrische Matrix im Sinne von Bili-
nearformen zu einer Diagonalmatrix mit Eintrdgen gleich zu 41,0 &dquivalent ist.

Durch
0 1
"~ (1 o)

konnen wir die Diagonaleintréige vertauschen:

A 0 A 0

t [ AL YY)

(5 2= %)

Damit fiithren wir schliesslich B in eine der sechs Normalformen iiber.

Zu zeigen ist nur noch, dass die sechs Normalformen zueinander nicht dquivalent
sind. Die erste Matrix aus der Liste ist die Nullmatrix und sie ist zu keiner anderen
Matrix dquivalent, denn S*0S = 0 VS. Dank Bemerkung [5.1| wissen wir, dass das
Vorzeichen der Determinante sich nicht verdndern kann. Das zeigt schon, dass die
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fiinfte Matrix aus der Liste (Determinante = —1) zu keiner anderen #quivalent
ist. Die Zweite und die Dritte Matrix haben Determinante gleich Null, wihrend
die Vierte und die Sechste Determinante gleich +1 haben. Deshalb gehoren diese
Gruppen zu verschiedenen Aquivalenzklassen. Sei jetzt

(A0
B= ( 0 )\2>
eine von diesen vier iibrigen Matrizen. Durch das allgemeinste Transformation
_ (> B N
S—(7 5>, ad — By #0

erhalten wir
StBS _ 042>\1 + "}/2>\2 Oéﬂ)\l + "}/5)\2
aﬁ)\l + ’}/(S)\Q ﬁz)\l + 52)\2 ’

10 G (10
o0/ "™ 0 0)°

so ist Ay = 0. Ist S’BS wieder eine von diesen zwei Matrizen, so ist ihr erster Eintrag
a2\, der das gleiche Vorzeichen wie A; besitzt.

Gehort B zur Klasse von

Gehort schliesslich B zur Klasse von

10 -1 0
(3 e (05

so ist Ay = A1, und deshalb ist der erste Eintrag von S!BS gleich (a? + $%)\1, der
das gleiche Vorzeichen wie \; besitzt. O

Bemerkung 5.11. Geometrisch entsprechen die Trasformationen R und P im obigen
Beweis zu Skalierungen der Achsen und zur Spiegelung an der Diagonale x = y.

ANHANG A. GRUPPEN

Eine Verkniipfung auf einer Menge G ist eine Abbildung
m: GxG—G.
Normalerweise schreibt man gh statt m(g, h) fiir das Ergebnis der Verkniipfung.

Definition A.l. Eine Menge G mit einer Verkniipfung (g,h) — gh und einem
ausgewihlten Element e € G heisst Gruppe, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

G1: Die Verkniipfung ist assoziativ: (gh)k = g(hk) Yg,h, k € G.
G2: Die Verkniipfung mit e ist die Identitét: ge = g Vg € G.
G3: Jedes Element besitzt ein Inverses: Vg € G 3h € G : gh = e.

Bemerkung A.2. Die Verkniipfung auf einer Gruppe heisst Multiplikation, das aus-
gewihlte Element e heisst neutrales Element. Wegen G1 schreibt man normalerweise
einfach ghk fiir die Multiplikation dreier Elemente.

Am Ende von [3:4 haben wir das Beispiel der Gruppe GLy gesehen. Ein einfache-
res Beispiel ist G = R\ {0} mit der iiblichen Multiplikation und e = 1. Ein weiteres
Beispiel ist G = R, wobei die Verkniipfung die iibliche Addition ist und e = 0 gilt
(in solch einem Beispiel schreibt man + fiir die Verkniipfung: (g, k) — g + h). Im
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ersten Beispiel ist die Multiplikation nichtkommutativ (d.h. i.A. gh # hg), in den
anderen ist sie kommutativ (d.h. gh = hg Vg, h € G).

Satz A.3. Sei G eine Gruppe. Dann:

(1) Ist h ein Inverses zu g (d.h. gh = e), dann gilt auch hg = e.

(2) Das neutrale Element operiert auch von links trivial: eg = g Vg € G.
(3) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt: g¢ = g Vg € G = é = e.
(4) Jedes Element besitzt genau ein Inverses: Vg € G Ilh € G:gh =e¢

Beweis. Zu (1): Sei k ein Inverses zu h (d.h. hk = e). Dann
e = hk = hek = h(gh)k = (hg)(hk) = (hg)e = hg.

Zu (2): Sei g € G gegeben und sei h ein Inverses zu g (d.h. gh = e). Deshalb
eg = (gh)g = g(hg) = ge = e,

wobei wir (1) in der dritten Gleichung verwendet haben.

Zu (3): Sei € € G mit gé = g Vg € G. Insbesondere fiir g = e haben wir eé = e,
was bedeutet, dass € ein Inverses zu e ist. Aus (1) folgt es aber, dass auch ée = e
gilt. Aber aus G2 ist ée = €. Deshalb gilt € = e.

Zu (4): Seien h und h Inverse zu g (d.h. gh = e = gh). Aus (1) folgt hg = e.
Deshalb

h = he = h(gh) = (hg)h = eh = h.
0

Bemerkung A.4. Wegen (3) spricht man dann von dem neutralen Element e und
von dem Inversen h zu einem Element g. Das Inverse zu g wird iiblicherweise mit
g~ ! bezeichnet. Zur Erinnerung:

ge=eg=g, g9 '=glg=e.

Das Inverse zu e ist e selbst. Das Inverse zu einem Produkt lasst sich einfach
berechnen:

(9192 gn) =gt 95 gr

Bemerkung A.5. Was wir hier gesehen haben, ist ein typisches Beispiel der Vorstel-
lung einer mathematischen Struktur: Man fithrt die Struktur (in diesem Beispiel
die Gruppe) durch eine Liste von minimalen Axiomen (hier G1, G2 und G3) ein
und man folgert daraus (hier im Satz die weiteren Eigenschaften (hier (1),
(2), (3) und (4)). Es wére nicht nur weniger elegant, alle Eigenschaften am Anfang
(zusammen mit den Axiomen) aufzulisten, sondern auch weniger niitzlich: Um ei-
ne Struktur zu anerkennen, geniigt es die Axiomen zu verifizieren, und es ist ein
Vorteil, wenn sie minimal sind.

ANHANG B. KOMPLEXE ZAHLEN

Die imagindre Einheit i fithr man ein, um formal die sonst unmoégliche Gleichung
2? = —1 aufzulssen. (Ist man mit diesem formalen Verfahren nicht zufrieden, dann

gehe man direkt zu Abschnitt ) Némlich ist i ein Symbol mit der Eigenschaft
(B.1) i?=—1.
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Eine komplexe Zahl z ist definitionsgeméss eine Linearkombination
z = a+1ib,
wobei a und b reelle Zahlen sind. Die reelle Zahlen selber sieht man als komplexe
Zahlen mit i-Koeffizienten b = 0. Fiithrt man die Konjugation ~ ein,
a+ib:=a — ib,
so kann man elegant die reellen Zahlen als die komplexen Zahlen z charakterisieren,
die
zZ==z
erfiillen.

Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen geniigen den iiblichen Regeln
von Ausdriicken mit reellen Koeffizienten zusammen mit der Rechenregel (B.1)):

(a+1b) + (c+id) = (a+¢) +i(b+ d),
(a +ib)(c +id) = (ac — bd) + i(bc + ad).
Addition und Multiplikation komplexer Zahlen haben dann die iiblichen Eigen-

schaften (Assoziativitit, Kommutativitéit, Distributivitéit); sie sind aber auch mit
der Konjugation vertréglich:

Z+w=2z+w,
ZW = ZW.
Daraus folgt, dass jede von Null verschiedene komplexe Zahl z invertierbar ist, denn

man hat die explizite Formel
—1_ 2
INER

|z] :==V2z = Va? + b2, z=a+1b,
die Norm von z ist (man sieht einfach, dass |z| = 0 genau dann gilt, wenn z Null
ist).

z

wobei

Bemerkung B.1. Man kann auch Matrizen mit komplexen Eintréagen, oder kiirzer
gesagt komplexe Matrizen, betrachten. Ihre Multiplikation, Skalarmultiplikation und
Addition definiert man durch und , wobei man jetzt Addition und Mul-
tiplikation von komplexen Zahlen beniitzt. Die Konjugation erweitert man auch zu

Matrizen:
a b\ E
c d) d)’

Eine quadratische Gleichung
ar® +bxr 4+ c=0, a#0,

QI QI

kann man im komplexen Sinne immer auflésen. Explizit hat man die tibliche Formel
_ —bEVb? —dac
N 2a ’

wobei jetzt alle Operation im komplexen Sinne zu verstehen sind. Ist insbesondere
die Diskriminante

T+

A = b> — dac
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reell, was z.B. passiert, wenn alle Koeffizienten a, b, c reell sind, so haben wir einfach

b+ VA

r+ = A > 0,
2a
—b+iv—-A
Ty = 72; s A< 0,

wobei wir die Quadratwurzel einer positiven reellen Zahl (A bzw. —A) berechnen
sollen.

Im allgemeinen Fall miissen wir lernen, wie man die Quadratwurzel einer kom-
plexen Zahl berechnet. Das tut man am einfachsten durch die Polarkoordinaten-
darstellung. Wir schreiben némlich

z=a+1ib
als
z = p(cos @ +isin6)
mit
p=lz| =vVa®+b? a = pcosf, b= psinb.

Dank der iiblichen trigonometrischen Identitéiten erhélt man
p(cos@ +isinf) o(cosn +isinn) = po(cos(6 + n) + isin(f + n)).
Daraus folgt

Vz=%p (cosg +isin§> .
B.1. Konkrete Darstellungen. Komplexe Zahlen kann man konkret als Punk-
te der Ebene betrachten. Das ist die sog. GAUSS'sche Zahlenebene. Punkte dieser
Ebene werden eigentlich als Vektoren betrachtet mit der iiblichen Addition. Die
Konjugation definiert man als Spiegelung an der x-Achse. Schliesslich definiert man
die Multiplikation explizit durch die Formel

() () = (o)

Jeder Vektor in der Ebene kann man als Linearkombination der Vektoren (§) und

(9) schreiben:
(i) =«(a) = (1)

Den formalen Gesichtspunkt bekommt man wieder, indem man den Vektor (§)
wegfallen lisst und i:= () setzt.

In der Polarkoordinatendarstellung hat die Multiplikation eine geometrischere
Bedeutung: Das Produkt zweier komplexen Zahlen, die man als Vektoren betrach-
tet, ist der Vektor, dessen Linge das Produkt der Léngen ist und dessen (im Ge-
genuhrzeigersinne orientierten) Winkel mit der x-Achse die Summe der Winkel ist.

Die komplexen Zahlen kann man auch als 2 x 2-reelle Matrizen der Form

(& 2)
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mit den iiblichen Matrixaddition und Matrixmultiplikation definieren. Die Konju-
gation definiert man als die Transposition. Zu bemerken ist, dass jede solche Matrix
eine Linearkombination der Matrizen

1 0 0 1
1:= (0 1> und J = (1 O)
< “ b) =al + bJ.
-b a

P=-1
gilt. Den formalen Gesichtspunkt bekommt man wieder, indem man die Matrix 1
wegfallen ldsst und i := J setzt.

ist:

Man sieht einfach, dass

ANHANG C. BEWEISMETHODEN

Wir werden hier sehr informell die wichtigsten Beweismethoden erkléren. Eine
ausfiihrlichere Einfithrung gibt es z.B. in [ I.1].

Ein Satz in der Mathematik ist eine logisch bewiesene Aussage. Genauer gesagt
besteht ein Satz normalerweise aus einer Implikation

A= B,

wobei A (die Voraussetzung) und B (die Behauptung) Aussagen sind, und aus einem
Beweis, in dem man A zusammen mit Axiomen und bereits bewiesenen Aussagen
verwendet, um logisch die Giiltigkeit von B zu zeigen.

FEine der angenommenen Regeln ist, dass eine Aussage entweder wahr oder falsch
ist. Das ist der sog. Satz vom ausgeschlossenen Dritten (lat. tertium non datur), der
von den meisten Logiksystemen als Grundprinzip angenommen wird. Das bedeutet,
dass nicht jeder Ausdruck eine Aussage ist. Z.B. sind ,,2+2 = 4“ und ,,Jede ungerade
Zahl ist eine Primzahl“ Aussagen (die erste ist wahr und die zweite ist falsch).

Wir fithren ein paar wichtigen Notationen aus der Logik ein: die Konjunktion
A, die Disjunktion V und die Negation —. Die Aussage A A B ist definitionsgeméiss
wahr, wenn die Aussage A und die Aussage B gelten, sonst ist sie falsch. Die
Aussage A V B ist definitionsgeméss wahr, wenn die Aussage A oder die Aussage
B gilt, sonst ist sie falsch. Die Aussage —A ist definitionsgeméiss wahr, wenn die
Aussage A falsch ist und umgekehrt. Mit diesen Notationen besagt der Satz vom
ausgeschlossenen Dritten, dass A A = A fiir jede Aussage A falsch ist. Das Gesetz
der doppelten Negation ist die Regel, dass =—A genau dann gilt, wenn A gilt.

Man muss Acht geben, um die Negation einer Aussage richtig zu formulieren.
Z.B. ist die Negation von ,,2 + 2 = 4% einfach ,,2 + 2 # 4%, aber die Negation von
,Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl“ ist die kompliziertere Aussage ,,Es gibt eine
ungerade Zahl, die keine Primzahl ist“. Wir beziehen uns z.B. auf [I, I.1] fir die
genauen Rechenregeln.

Wollen wir zeigen, dass A falsch ist, konnen wir deshalb zeigen, dass = A wahr ist.
Das entspricht oft dem Finden eines Gegenbeispiels. Man kann z.B. beweisen, dass
die Aussage ,,Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl“ falsch ist, indem man bemerkt,
dass die ungerade Zahl 9 keine Primzahl ist.
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Die logische Implikation definiert man dann einfach als
A= B:=(-A)VB.

Das bedeutet, dass die Implikation definitionsgemaéss genau dann gilt, wenn A falsch
ist oder wenn A und B wahr sind. Die Umkehrung der Implikation A = B ist die
Implikation B = A. Wenn eine Implikation und ihre Umkehrung gelten, spricht
man von einer Aquivalenz:

A& B:=(A= B)A(B=A).
Wir kommen jetzt zu drei wichtigen Regeln iiber das Implikationsverfahren:
Satz C.1.

(1) Gelten die Implikationen A = C und C = B, so gilt auch die Implikation
A= B.

(2) Jede Implikation A = B ist zu ihrer Kontraposition =B = —A dquivalent.

(3) Die Aussage (AN —-B) = C ist zur Aussage (A = B) Vv C dquivalent.

Beweis. Zu (1): Ist A falsch, so gilt definitionsgemiss die Aussage A = B. Ist
andererseits A wahr, so sagt A = C, dass C' wahr ist; aber C = B sagt dann, dass
B auch wahr ist.

Zu (2): Definitionsgemdéss ist -B = —A zu (-—B) V (-A) dquivalent. Wegen der
Kommutativitéit der Konjunktion ist das zu (=A) V (-—B) dquivalent. Dank dem
Gesetz der doppelten Negation ist dies schliesslich zu (—A) V B dquivalent, was die
Definition von A = B ist.

Zu (3): Definitionsgeméss ist (A A —~B) = C zu =(A A =B) Vv C &quivalent, d.h.
zu (RAV B)VC. O

Diese Regeln liegen den drei Beweisverfahren zugrunde, um A = B zu zeigen:

Der direkte Beweis: Man zeigt die endlich vielen Implikationen A = Cf,
C1 = Cy, Cy = Cs,..., Cphy1 = C,, C;, = B. Aus iterierter Anwendung
von (1) folgt A = B.

Der indirekte Beweis: Man zeigt (durch einen direkten Beweis) die Kon-
traposition =B = —A, die dank (2) zu A = B dquivalent ist.

Der Widerspruchsbeweis: Man zeigt (durch einen direkten oder indirek-
ten Beweis) die Implikation (A A =B) = C, wobei C eine falsche Aussage
ist (oft eine Aussage der Form D A —=D). Dank (3) ist dann A = B wahr.

Der Leser ist eingeladen zu versuchen, die verschiedenen Verfahren in den Beweisen
dieser Notizen zu erkennen.

Bemerkung C.2. Die Beweisverfahren konnen verschachtelt sein: Namlich wird jede
der Implikationen in einem direkten Beweis durch einen direkten, einen indirekten
oder durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt. Wenn eine von diesen Implikationen
einen langen Beweis braucht, ist es zur Lesbarkeit einer mathematischen Arbeit bes-
ser, sie als unabhéngigen Satz (oft Hilfssatz genannt) vorzustellen. Normalerweise
wird der Hilfssatz vor dem Satz, in dem er gebraucht wird, im Text vorgestellt.

Bemerkung C.3. Zum Beweis einer Aquivalenz von Aussagen A < B verwendet
man oft einen direkten Beweis fiir die eine Richtung und einen indirekten Beweis
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fiir die andere. Z.B. zeigt man -A = —B statt B = A. D.h., um A < B zu zeigen,

zeigt man
(A= B)A (A= -B).

Bemerkung C.4. Um die Lesbarkeit einer mathematischen Arbeit zu verbessern,
verwendet man verschiedene Bezeichnungen: ein Hilfssatz (oder Lemma) ist ein Satz,
der zum Beweis von einem oder mehreren Siatzen verwendet werden wird, aber sonst
von geringer Bedeutung ist Ein Folgesatz (oder Korollar) ist ein Satz, der fast
unmittelbar aus einem gerade bewiesenen Satz folgt. Ein Lehrsatz (oder Theorem)
ist ein besonders wichtiger Satz. Schliesslich nennt man eine Aussage, fiir die man
keinen Beweis, sondern nur eine Begriindung hat, Vermutung. Eine Vermutung ist
deshalb kein Satz, solange kein Beweis gefunden wird, und oft werden Vermutungen
widerlegt.
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