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1. Introduction

Le but de ces notes est d’expliquer la premiere partie du §2 de Particle d’Asakura et Saito [1]. Le
plan est comme suit :

(1) Soit X un schéma lisse et quasi-projectif sur un corps K. Nous définirons les groupes de Chow
supérieurs CH’(X, m) et CH?(X, m, A) inventés par Bloch, ot b et m sont des entiers et A est
un groupe abélien.

(2) Soit n un entier positif inversible sur X. On note A = Z/nZ ; pour tout entier ¢, on note A(%)
le faisceau en A-modules u®* sur X4. Nous définirons les applications classe de cycle

cyc™ : CHY (X, m, A) — H2 "™ (X4, A(D)).

En utilisant la cohomologie étale continue, on peut également construire des applications classe
de cycle [-adiques
b _
cycy™ : CHY (X, m, A) — H2-" (X4, Zi(D)).
(3) Pour tout nombre premier [ inversible dans K, nous définirons le régulateur supérieur l-adique
de Bloch et Kato

regy e+ CHY(X,m) kctoc. o — Hione (Gal(Kep /K), B ™" (X ke, a1, Qu(b))).-

cont

Ici, Ksep est une cléture séparable de K et CHb(X, ™M) K-loc.~0 €St le sous-groupe de CHb(X, m)
des éléments dont la classe dans H?*~™(Xg_ ¢, Qi(b)) s’annule. Ce sous-groupe est égal &

CHb(X7 m) dans les cas auxquels on s’intéresse, a savoir b = 2, m = 1 et K soit un corps
p-adique soit une extension de type fini de Q.

1.1. Le théoréme d’Asakura et Saito

Asakura et Saito [1] étudient le groupe de zéro-cycles CHo(X) = CH?(X) d’une surface lisse X
sur un corps p-adique. Leur résultat principal est ’énoncé suivant :

Théoréme 1.1 (Asakura et Saito [1]). Soit p un nombre premier, et soit K une extension finie
de Q. On note Zy I’anneau des entiers de K et k son corps résiduel. Soit X' une surface projective
lisse de degré > 5 dans Py, _ tel que X = Xg soit générique dans le sens de [1]. On note r le rang
du groupe de Picard de X},. Pour tout nombre premier [ # p, le sous-groupe de torsion [-primaire
du groupe de Chow des zéro-cycles est de la forme

CHo(X){I} = (Qi/Z))" " & groupe fini.
On verra ci-dessous qu’il y a une suite exacte courte

0 — CH?*(X, 1) ® Q:/Z, — CH*(X,1,Q;/Z;) — CH*(X){l} — 0,

La stratégie d’Asakura et Saito est de démontrer que

CH*(X,1) ® Qi/Z; = Q;/Z; & groupe fini,
tandis que

CH*(X,1,Q;/Z) = (Q;/Z;)" ® groupe fini.
Ces assertions sont démontrées dans [1, Theorems 3.6(1) and 4.1], ot les deux groupes & gauche
sont étudiés en relation au groupe CH'(A}) = Pic X} via des morphismes de localisation
CH?(X,1) — CH' (&)
et
CH*(X,1,Qi/Z;) — CH' (Xy) 2 Qu/Z



1.2. Liste des faits utilisées par Asakura et Saito

Voici les faits sur les groupes de Chow supérieurs et les applications classe de cycle qui sont utilisés
dans [1].

e Théoreme de localisation et compatibilité avec les applications classe de cycle, dans le cas
particulier suivant : Soit B un trait de point générique 71 et de point fermé s, soit X un B-
schéma lisse de type fini et soit A = Z/nZ avec n un entier positif inversible sur B. Alors on
a un diagramme commutatif

. — CH?*(X,,1,A) — CH'(X,,A) — CH*(X,A) — CH*(X,,A)
cyc2’1l cycl'ol Cycz’ol cch‘ol
e Hg(Xn,étaA(2)) — HQ(XS,éth(l)) - H4(Xét7A(2)) — H4(X7],ét7A(2))
dont les lignes sont les suites exactes de localisation et les fleches verticales sont les applications
classe de cycle. (Voir aussi Saito et Sato [12, Proposition 1.13].)

e Injectivité de 'application classe de cycle
cyc?X’1 : CHQ(X, 1,A) — H3(Xg, A(2)),

utilisée dans [1, Theorem 4.1].

e Applications classe de cycle

cych™ s CHY (X, m) — HZ0™(Xer, Zu(b))

cont

et pour X lisse sur C
cych™ . CHY (X, m) — H?* ™ (X, Z(D))
cycBy : CHY(X,m) — HE™(X, Z(b))

ou Hpg est la cohomologie de Deligne—Beilinson, définie au moyen d’un certain complexe de
groupes abéliens Z(b)pp sur X,, par

(X, Z(b)) = H" (Xan, Z(b)DB)-

e Pour X lisse sur C, compatibilité des applications

eyes;' s CHA(X, 1) — H* (X, Z4(2)),
eyl CH?*(X, 1) — H3(X.an, Z(2)),
cyep : CH? (X, 1) — Hp (X, Z(2))
avec le morphisme
H%B(X? Z(2)) - HS(Xana Z(2))

et avec 'isomorphisme

H?(Xat, Qu(2)) — H?(Xan, Q(2)) ®q Qi

Ces compatibilités sont utilisées dans [1, proof of Theorem 3.1], la premiére via [1, Lemma 2.1].
e Régulateur [-adique dans un contexte assez générale, utilisé dans [1, proof of Theorem 3.1].

e Un ingrédient important du travail d’Asakura et Saito est de montrer que une variante de
la conjecture de Bloch—Kato (conjecture 6.1 ci-dessus) sur le régulateur l-adique, avec “corps
p-adique” au lieu de “corps de nombres” est fausse.



1.3. Rapport avec la K-cohomologie

Le lecteur qui connait [1, § 2] notera I’absence de la K-théorie dans notre discussion. J’ai essayé de
voir si I'usage de la K-théorie dans [1, § 2] pourrait étre contourné par un usage plus étendu de la
construction des applications classe de cycle de Bloch [2] ; ce semble effectivement étre possible. De
plus, j’ai supprimé les références aux résolutions de Gersten, bien que celles-ci rendent la théorie
peut-étre plus explicite. Pour clarifier, notons ici quelques differences entre ces notes et [1, §2].

Pour X un schéma quasi-projective lisse sur un corps, nous utilisons la définition de Bloch [2]
pour 'application classe de cycle

cycy™ : CHY (X, m, Z/nZ) — H* ™ (X, Z/nZ(D)).

Cette construction est essentiellement identique & celle de Geisser et Levine [9, §3.7] utilisée par
Asakura et Saito. Cependant, Bloch isole les conditions qu’une théorie de cohomologie doit vérifier
pour que la construction marche. Ces conditions (description de la cohomologie comme hyper-
cohomologie d’un complexe de faisceaux sur un site convenable, existence de classes de cycles
“ordinaires” et semi-pureté de la cohomologie & supports) sont aussi vérifiés pour la cohomologie
de Deligne—Beilinson et pour la cohomologie singuliere d’une variété lisse sur C.

On note HZ, et Ks les faisceautisés des préfaisceaux U +— H?(Ug, Z/nZ(2)) et U — Ky (U)
sur Xza,, ou Ko(U) est le groupe Ko de Quillen du schéma U. La théorie de Bloch—Ogus implique
que l'image de 'application classe de cycle

eyl CH*(X,1,Z/nZ) — H3 (X4, Z/nZ(2))

s'identifie & H'(Xzar, H% (Z/nZ(2))). La deuxiéme construction de I’application classe de cycle
donnée par Asakura et Saito utilise un certain isomorphisme

U : CH*(X,1,Z/nZ) = H (X zar, Ko /nK2)
du a Landsburg, ainsi qu'un isomorphisme
Hl(XZarv ]CQ/nICQ) ; Hl (XZarv Hgt(z/nZ(Q)))

induit par une application classe de Chern supérieure a valeurs dans la cohomologie étale. Pour
montrer que les deux définitions sont compatibles, il faut vérifier que ’application composée

CH%*(X,1,Z/nZ) == H(Xzar, Ko /nK2) = HY(Xzar, H2(Z/1Z(2)))

coincide avec cyczél. Je n’ai pas su faire cette vérification.

Pour définir cycZ! pour X lisse sur C, Asakura et Saito donnent seulement une construction
analogue a la deuxieme construction de cyczél ci-dessus. La compatibilité avec la construction “a
la Bloch” résulte de la compatibilité des classes de Chern supérieurs de Ky vers respectivement
HZ,(Z/nZ(2)) et HZ,(Z/nZ(2)), compatibilité citée dans [1, proof of Lemma 2.2].

Dans Papproche adoptée ici, on peut démontrer [1, Lemma 2.1] en notant, compte tenu de la
compatibilité entre cycZ! et cyc%lls, que Papplication cyc2;! se factorise comme

bocychp : CHY(X,1) — HY5(X,Z(2)) — H3(Xan, Z(2))

et on utilise le fait que l'image de b est contenue dans F?H3(X,,,C). On note enfin que [1,
Lemma 2.2] n’est autre que la compatibilité entre cyczél et cyc;! déja notée ci-dessus.



2. Groupes de Chow supérieurs

2.1. Le schéma cosimplicial standard

Soit A la categorie dont les objets sont les ensembles finis ordonnés
[n}:{ov]-v»n} pourn:O,l,Q,,,,

et dont les morphismes [m] — [n] sont les fonctions croissants. Pour tout n et tout ¢ € [n], on note
d; : [n — 1] — [n] P'unique fonction injective croissante qui saute 4.
Pour tout entier positif n, on considere le n-simplexe

A" =8pecZlty,... . tn]/(to+ -+t —1) (= A").
Pour tout morphisme f : [m] — [n] dans A, on a une application
AF o A™ - A
qui est le morphisme d’espaces affines induite par ’homomorphisme surjectif

Z[th”'atn}/(tO‘i""WLtn*1)4)Z[t0w~~atm]/(t0+"'+tm71)

Ces données définissent un foncteur A* : A — Sch.

Si f est injective, alors A/ est une immersion fermée. Les faces de A™ sont les sous-schémas
fermés qui interviennent comme images d’une telle f.
2.2. Définition des groupes de Chow supérieurs
Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps K. Pour éviter certaines difficultés, on suppose que
les composantes connexes de X soient équidimensionnelles ; c’est vrai si X est lisse.

Soient b et m des entiers positifs. On note Z°(X,m) le Z-module libre engendré par les sous-
variétés integres

Wo— X x A™

tels que
(1) W est de codimension b dans X x A™ ;
(2) pour toute face F de A™, W N (X x F) est de codimension > b dans X x F.

Soient m, m’, b des entiers positifs. Pour tout morphisme f : [m’] — [m] dans A, on peut tirer en
arriere un cycle quelconque dans Z°(X,m) par le morphisme

idXfo:XxAm/ — X x A™,
Cela définit un homomorphisme
fr=2%X,f): 2°(X,m) — Z2%(X,m).
Pour tout b, cette construction nous donne un foncteur Z°(X, ): A°® — Ab.
On définit les groupes de Chow supérieurs des cycles de codimension b comme les groupes

d’homologie
CH(X,m) = H,,[-- — 2°(X,2) 2 2b(X,1) 2 2°(X,0)]

ou

0
En effet, il est facile de vérifier que d,, o d,, 41 = 0.



Comme pour les groupes de Chow usuels, on définit les groupes de Chow supérieurs de cycles
de dimension d par

CHy(X,m) = CHI™ X=X m).

Cette notation se généralise mieux aux variétés quasi-projectives qui ne sont pas équidimensionnels.

Voici quelques propriétés importantes des groupes de Chow supérieurs ; pour plus de détails,
voir Bloch [3].

(1) Fonctorialité : covariante pour les morphismes propres, contravariante pour les morphismes
plats (et pour tous morphismes vers un schéma lisse sur K).

(2) Localisation : voir ci-dessous.

(3) Homotopie : pour tout fibré vectoriel E — X, les homomorphismes CH?(X, m) — CH®(E, m)
donnés par la fonctorialité contravariante sont des isomorphismes.

(4) Produits : si X et Y sont quasi-projectifs sur K, on peut définir des applications bilinéaires
CH®(X,m) x CH(Y,n) — CH""*(X Xgpecx Y, m 4 n).

Si X est lisse sur K, ces applications pour X = Y et la fonctorialité contravariante pour le
morphisme diagonal donnent des applications

CH’(X,m) x CH?(X,n) — CH""*(X,m + n).

Cette construction munit @, ,, CH’(X,m) d’une structure d’anneau (non commutatif).

(5) On peut identifier CH’(X,0) & CH?(X) pour tout b ; voir ci-dessous.

(6) Basses codimensions : on a

Zcomposantes irréductibles de X pour m = 0,

CHY(X,m) =
(X,m) {0 pour m > 1.

De plus, si X est régulier, on a des isomorphismes

Pic X pour m = 0,
CHl(X,m)%{Gm(X) pour m = 1,
0 pour m > 2.

Signalons que CHb(X ,m) ne s’annule pas en général pour tout m > b si b > 2.

2.3. Groupes de Chow supérieurs a coefficients

On répete la construction ci-dessus en remplagant le groupe de coefficients Z par un groupe
abélien A quelconque. Cela donne un foncteur Z°(X, ,A) : A°® — Ab et des groupes de Chow
supérieurs CHb(X ,m,A). La construction est fonctorielle en A.

Pour A = Z/nZ, avec n un entier positif quelconque, on obtient une suite exacte courte

0 — CH"(X,m)® Z/nZ — CH"(X,m,Z/nZ) — CH"(X,m — 1)[n] — 0 (2.1)

qui montre la différence entre reduction modulo n et passage a I’homologie dans un complexe de
Z-modules libres. En prenant la limite injective, pour r — oo, de cette suite exacte pour n = I”
avec | un nombre premier, on obtient une suite exacte courte

0 — CH(X,m)® Q;/Z; — CH"(X,m,Q;/Z;) — CH*(X,m — 1){l} — 0,

ou {l} signifie la torsion I-primaire.



2.4. Le cas m = 0 : groupes de Chow classiques

Dans le cas m = 0, on retrouve les groupes de Chow CHP(X). Pour voir cela, il s’agit de déterminer
le conoyau de ’application

dy =065 — 072X, ) — 2%X, ).

Or le groupe Z%(X,0) n’est autre que le groupe des cycles de codimension b sur X, le groupe
Zb(X, 1) est isomorphe au groupe de cycles de codimension b dans X x A’ dont aucune composante
irréductible n’est contenue dans X x {0,1}, et d; envoie un tel cycle sur la différence entre ses
intersections avec respectivement X x {0} et X x {oo}. En utilisant I'une des caractérisations de la
notion d’équivalence rationnelle, on voit que 'image de d; est le groupe des cycles de codimension b
dans X qui sont rationnellement équivalents & zéro ; cf. Fulton [8, Proposition 1.6]. Autrement dit,
le conoyau de d; est CH?(X).

En particulier, en prenant m = 0 dans la suite exacte courte (2.1), on obtient un isomorphisme
canonique

CH*(X) ® Z/nZ —~ CH"(X,0,Z/nZ).

3. Localisation
Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps. L’énoncé suivant peut se voir comme une sorte de
“lemme de déplacement”. La démonstration est tres compliquée.

Théoréme 3.1 (Bloch [4]). Soit Y un sous-schéma fermé de X. Pour tout entier b, dans la suite
exacte
0— Z(Y, )— Z(X, )— Z(X\Y, )—C—0,

le complexe C' (qui est défini par I'exactitude de cette suite) est exact.

On peut en déduire ’énoncé suivant pour les groupes de Chow supérieurs, dont la preuve est
laissé au lecteur.

Corollaire 3.2 (Suite exacte longue de localisation). Soit X un schéma quasi-projectif sur un
corps, et soit Y un sous-schéma fermé de X . Pour tout entier d, on a une suite exacte longue

e CHd(Y,Q) — CHd(X,Q) — CHd(X\}/,Z)
— CHy(Y,1) — CHy(X,1) — CHyu(X\Y,1)
— CH4(Y,0) — CHy(X,0) — CHy(X \Y,0) — 0.

3.1. Suite spectrale de coniveau
Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps. La filtration par le coniveau sur le complexe de
cycles Z°(X, ) est la filtration décroissante
Zb(Xv )= NOZb(Xv )2 leb(Xv )2,

ott NPZ%(X,m) est le sous-groupe engendré par les cycles dont la projection sur X est a support
de codimension > p. Cette filtration induit une filtration sur les groupes de Chow supérieurs qu’on
note NP CH"(X, m).

Dans [3, §10], Bloch construit une suite spectrale

B = @ CH?(Speck(x), —p — g) = N? CH*(X, —p — q) (3.1)
zeX ()

qui s’appelle la suite spectrale de coniveau pour les groupes de Chow supérieurs. Elle converge vers
la filtration de coniveau. La construction de cette suite spectrale utilise le théoreme 3.1. On note
que BV =0saufsi0 <p<betqg<—b.



3.2. Les groupes CH?(X, m)

Proposition 3.3. Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps. Alors la filtration de coniveau
sur les groupes CH?(X,m) est

NP CH?(X,0) = {CHQ(X, 0) sip<2,

0 sip>2;
NP CH2(X, 1) _ CH2(X, 1) Sl:p S 1,
0 sip>1;
CH*(X,m) sip=0
NP CH2(X = ) ’ > 2).
(Xom) {o sip>o  ("MZ?)

Preuve. On regarde la suite spectrale de coniveau (3.1), et on note que EY'? = 0 saufsi 0 < p < 2
et ¢ < —2. La partie intéressante de la page 1 est donc (lignes —2, —3 et —4)

P CH?(Speck(x),2) — €D CH'(Speck(z),1) — P CH(Speck(z),0)

e X (0) zeXx @) reX ()

@ CH?(Spec k(x),3) — @ CH'(Speck(z),2) — @ CH®(Spec k(x),1)

e X (0) zeX (D) reX(2)
P CH*(Speck(x),4) — €D CH'(Speck(z),3) — €D CH(Speck(z),2)
€ X (0) zeXx @) reX(2)

De plus, on a
CH®(Spec k(z),m) =0 pour m > 1,

CH'(Speck(x),m) =0 pour m > 2.
La suite dégénere a la page 2, et le lemme s’en déduit. O

3.3. Groupes de Chow supérieurs a coefficients

Tous les Z-modules dans la suite exacte du théoreme 3.1 sont libres. Cela implique les analogues
du théoreéme 3.1 et du corollaire 3.2 pour les groupes de Chow a coefficients dans Z/nZ pour n un
entier quelconque. De méme, on peut vérifier que toutes les constructions du § 3 marchent pour les
groupes CHb(XJn, Z/nZ).

4. Application classe de cycle

Soit K un corps, et soit n un entier positif inversible dans K. On note A = Z/nZ, et pour tout
entier 4, on note A(4) le faisceau en A-modules p&* sur (Spec K )g;. Soit X un schéma quasi-projectif
lisse sur K. Soient b et m des entiers ; b sera fixé dans la discussion qui suit. Dans [2], Bloch définit
des applications classe de cycle

eyck™ : CHY (X, m, A) — H2™™(Xg, A(D)). (4.1)

4.1. Construction de application classe de cycle

On commence par choisir une résolution acyclique
A - At S A%

du faisceau A sur Xg. On regarde le complexe double

1 i 1

- — T(X x A2 A%(b) — T(X x AL A%(b)) — D(X x A% A%(D))

I T I

- — T(X x A2 AYD) — T(X x AL AY D)) — D(X x AY A(D))

I T I

- — I(X x A2 A%(D)) — T(X x AL A (b)) — T(X x A%, A%(D))

7



ot les fleches horizontales sont les Y (—1)"d¥. La suite spectrale associée a la filtration “horizontale”
est

Flp’q — HQ((X X A_p)ét7A(b)) — Hp+q(Xét7A(b))'

En effet, par 'invariance par homotopie de la cohomologie étale, cette suite spectrale est dégénérée
a la page 2, et
P — HY(Xe, A(D)) sip=0,
2 0 sip#0.

Regardons maintenant la cohomologie étale a supports dans les cycles de codimension b. Pour
tout m, on note

To(X x A™AYb) = lim  Tauppz(X x A™, A%(D))
ZeZb(X,m)
et
HI((X x A™)er, A(b)) = lim  HI (X < A™ ), A(D)).

ZeZb(X,m)

Parce que la cohomologie commute aux limites directes, les HJ(X x A%, A(b)) sont les groupes de
cohomologie du complexe

Lo(X x A™ A%(D)) — To(X x A™, AL (b)) — To(X x A™ A%(D)) — - --.
En répétant la construction ci-dessus, on obtient donc une suite spectrale
JFPT = HI((X x A7P)g, A(b)) = HPTY (Tot(@ Lo(X x A—i,[\i(b))»,
i,jE€Z
Les applications classe de cycle “ordinaires” donnent un morphisme
7 (X, m) @ A — HP((X < A™)a, AD) = oFy ™,

et on a
T =HI((X x A™)¢t, A(b)) =0 pour tout g < 2b.

(C’est ici qu’on utilise 'hypothése que X soit lisse.) On en déduit des morphismes

—m,2b
CH(X,m,A) — oF,

N .F_m’Qb.
Encore par pureté, on a une injection
JE 2, g2 (Tot( P re(X x A7, [\J‘(b)))) (4.3)
i,jEZ

Les inclusions ~ _
To(X x AL N (b)) — T(X x A A (b))

induisent un morphisme

2 (Tot( P ra(x x Ai,Mb)))) — szm(m(@ DX x “Mb”))

i,jE€Z i,jE€Z (4.4)
L HP T (X, A(D)).

L’application classe de cycle est définie comme la composition de (4.2), (4.3) et (4.4).



4.2. Compatibilités

Fait 4.1. Soit X un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps. L’application classe de cycle est
fonctorielle dans le sens suivant : pour tout fermé Y de X de codimension d et lisse sur k, d’ouvert
complémentaire U = X \ 'Y, et pour tout entier b, le diagramme

. — CHYU,1)  — CH*~(Y,0) —  CH%X,0) — CHYU,0)
Cycl;’1 Cycl;,_d’oi cycl;(’ol cyc?jol

- — H2 Y (U, A(D) — H2O=D (Y, A(b—d)) — H?(Xg, A(D)) — H?(Ug, A(D))

est commutatif.

Proposition 4.2. Soit X un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps. Pour tout entier b,
Papplication classe de cycle induit un homomorphisme de la suite spectrale de coniveau (3.1) pour
les groupes de Chow supérieurs CHb(X, m) vers la suite spectrale de coniveau

BY = @ HP(k(z), A(m — p)) = NPHPH (X, A(m),
zeX ()

pour les groupes de cohomologie H'(Xey, A(b)) (voir Bloch et Ogus [6]) qui envoie le terme EP? de
la premiére suite spectrale vers le terme E?912% de la seconde.

Preuve. Ceci résulte des compatibilités du fait 4.1 par la construction de la suite spectrale de
coniveau. Les détails sont laissés au lecteur. O

Corollaire 4.3. Soit X un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps. Alors pour tous entiers b
et m, le diagramme de groupes abéliens

@ CH’(Speck(x),m, A) ey P HL " (k(x), AD))
2E€X () | 2€X (O |

b—1,m—1

@ cH"'(Speck(x),m —1,A) T — @ B (k(2), A(b - 1))

zeX @) l zeX @) l
B cH2(Speck(z),m —2,4) Y @) BHET2(k(z), Alb - 2))
r€X(2) l reX(2) l

est commutatif, otl les fleches horizontales sont les applications

@ cycg;gé”;&g : CHb_j(Spec k(x),m — j,A) — H2=™I(k(x), A(b — 7)).
e X (@)

Preuve. C’est la compatibilité donnée par la proposition 4.2 sur la premieére page de la suite
spectrale de coniveau. O

Le fait suivant est un cas spécial d’une compatibilité annoncé sans preuve par Bloch dans [2].

Fait 4.4. Soit X un schéma lisse sur un corps, et soit n un entier inversible sur X . Sous les applica-
tions classe de cycle CH" (X, r,Z/nZ) — H"(X, u3"), la multiplication sur @,., CH"(X,r,Z/nZ)
est compatible au cup-produit sur @, H" (X, u2").



4.3. Les applications cyc™" pour un corps

Soit F' un corps. Nous avons dit ci-dessus sans preuve que CH? (Spec F, 1) est isomorphe a F'*. On
va décrire un isomorphisme explicite

~y: CH(Spec F, 1) = F*.
Soit « € CHl(Spec F,1). Par définition, « est représenté par un diviseur D sur la droite
A' x Spec F = Spec Flz,y]/(x +y — 1)

tel que le support de D est disjoint des points (0,1) et (1,0). On choisit une fonction rationnelle f
sur Al x Spec F tel que le diviseur de f soit égal & D. On pose

v(a) = £(0,1)/£(1,0).

Il n’est pas difficile de montrer que la définition ne dépend pas des choix de D et f.
En particulier, si (a,b) est un point rationnel sur A! x Spec F', on peut prendre f =2 — a et

on obtient
a a

a—1"

On peut utiliser cette formule pour définir une application inverse de  ; en particulier, v est un
isomorphisme.
Soit maintenant n un entier positif inversible dans F'. On note

dp : F* — HY(F, u,)

I’application de Kummer.

Lemme 4.5. Le diagramme

CH'(Spec F, 1) 4 F*

l ld=

cycltt

CH'(Spec F,1,Z/nZ) ““= HY(F,u,)

est commutatif (au signe pres).

Preuve. C’est un calcul utilisant la définition de la classe de cohomologie d’un diviseur sur la
droite affine ; voir Deligne [7, Cycle, n°2.1]. Le signe dépend de la convention adoptée pour définir
les différentielles dans le complexe total d’un complexe double. La preuve est laissé au lecteur
assidu. O

En utilisant la suite exacte courte (2.1) et le théoréme 90 de Hilbert, on obtient du lemme 4.5
un diagramme commutatif (au signe pres)

CH'(F,1)® Z/nZ — F*/F*"

~] [~
cyctt

CH'(F,1,Z/nZ) “— H'(F,pu,)
de sorte que I’application classe de cycle est un isomorphisme qui est donné par la formule

cycé’;ecF : CH'(Spec F,1,Z/nZ) = H'(F, p,,)

pour toute function rationnelle f sur A! x Spec F' tel que le diviseur de f représente a.
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Proposition 4.6. Soit F' un corps, et soit n un entier positif inversible dans F'. Alors application
classe de cycle

CcyCGhee g : CH'(Spec F,r, Z/nZ) — H (F, uf")
est un isomorphisme pour r = 0 et r = 1, et elle est surjective pour tout r > 2.

Preuve. L’assertion est claire pour » = 0, et on a vu ci-dessus qu’elle est vraie pour » = 1. Pour
démontrer la surjectivité de Cycggcc g pour r > 2, on va utiliser le rieme K_groupe de Milnor du
corps F,
KM(F) = (F)® /(a1 ®aa ® - ®@a, | Ji #j:a; +a; =1).
On sait que I'application
(FX)®" — H'(F, ")
a1 Q- - Qar »—>dp(a1)U~-~UdF(ar)

induit un homomorphisme
T KM(F) /nKM(F) — H"(F, p&")

qui s’appelle le symbole galoisien. Le théoreme de Merkur’ev—Suslin dit que h2 7., st un isomor-
phisme. Grace aux travaux de plusieurs auteurs, notamment Voevodsky et Rost, on sait que h,,
est un isomorphisme pour tout r.

On considere le diagramme

CH'(Spec F, 1,Z/nZ)®" prod: CH"(Spec F,r,Z/nZ)
(evedipee )% | Levetycr
H(F, p1)®" —  H(Fu)
a@ ] ~Thkn
(F)er —  KM(F)®Z/nZ

Par définition de hi,,,, le carré en bas est commutatif, et les fleches hf, , et (F*)®" — KM(F) sont
surjectives, donc le cup-produit U est surjectif. Par le fait 4.4, le carté en haut est commutatif, et
on a déja vu que cycSpleCF est surjective. On en conclut que cycspeCF est surjective. O

L 2,1
4.4. Injectivité de cyc’y

Proposition 4.7. Soit X un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps, soit n un entier inversible
sur X. On note A = Z/nZ. Alors application

cycy! : CHA(X,1,A) — H3(Xg, A(2))
induit un isomorphisme
CH?(X,1,A) = N'H? (X4, A(2)) € H(Xe, A(2)).

Preuve. Par la proposition 3.3, CH?(X,1,A) est égal & N' CH?*(X,1,A). En regardant les suites
spectrales de coniveau pour CH (X, m,A) et pour H'(Xg, A(2)), on voit que N CH?*(X,1,A)
s'identifie au terme EL =2 = Ey' "2 de la premidre suite spectrale et que N'H?(Xg;, A(2)) s’identifie
au terme EL2 = Ey 12 de la seconde. 11 résulte donc de la proposition 4.2 que cycy est un morphisme

CH?*(X,1,A) = N' CH?*(X,1,A) — N'H?(X4, A(2)) € H3(Xei, A(2)) (4.5)
qui s’obtient en prenant la cohomologie dans les lignes du diagramme commutatif

P CH(Speck(x),2,A) — @ CH'(Speck(x),1,A) — P CH’(Speck(z),0,A)

e X (0) l zeX @) l reX (2) l
P Bk(),A2) — P H'(k@),A1) — P H(k(x),A)
e X (0) zeX (1) e X (2)

du corollaire 4.3 pour b = m = 2. Par la proposition 4.6, la fleche verticale a gauche est surjective et
les autres fleches verticales sont des isomorphismes. On en déduit que (4.5) est un isomorphisme. [
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5. Généralisation aux schémas sur un trait

Soit B un trait (le spectre d’un anneau de valuation discréte). On note 1 son point générique et s
son point fermé. Pour tout B-schéma de type fini p : Z — B, avec Z irréductible de point générique
Nz, On pose

dimg,un Zs = trdeg(k(nz)/k(s)) sip(nz) = s,
dimgrun Z, + 1 = trdeg(k(nz)/k(n)) +1 sip(nz) =n.

Soit maintenant X un B-schéma quasi-projectif. On suppose que les composantes connexes
de X soient équidimensionnelles. Alors on peut définir les groupes de Chow supérieurs CHb(X ,m)

et CH®(X,m,A) de méme facon comme ci-dessus ; voir Levine [11, Introduction]. Si X est lisse,
on peut également définir des applications classe de cycle

cyc}™ : CHY(X,m, A) — H* ™™ (X, A(D)) 5

dimZ:{

voir Geisser and Levine [9, §3]. Il y a un résultat de localisation di & Levine [11, Theorem 0.7]
qui généralise le théoreme 3.1. Les applications classe de cycle sont toujours compatibles a la
localisation, donc on a une généralisation évidente du fait 4.1.

Remarque. Le théoréeme de localisation de Levine vaut pour tous les B-schémas de type fini, non
seulement pour les B-schémas quasi-projectifs.

6. Application classe de cycle et régulateur /-adiques
6.1. Cohomologie étale continue
Dans [10], Jannsen définit des foncteurs de cohomologie étale continue Heon. Soit X un schéma,
et soit P(Abx,,) la catégorie des systémes projectifs
F=(+—>F—F —F)
de faisceaux de groupes abéliens sur X¢;. Le foncteur

I :P(Aby,) — Ab
.7: (g lmlr(Xét,]:n)

est exact a gauche. On définit ‘
H' (Xe, F) =R L (7).
En particulier, pour un nombre premier [ inversible sur X et un entier j, on considere le systeme
projectif ' '
Zj) = (= = )

et on note _ B
Héont(Xé‘w Zl(])) = El(Xét’ Zl(]))
On peut définir de fagon analogue des groupes de cohomologie a support H, . (X, Z;(j)) pour
un sous-ensemble fermé Z de X. ’
Soient K un corps et Ko, une cloture séparable de K et | un nombre premier inversible
dans K. Alors pour tout K-schéma de type fini X, on a une suite spectrale de Hochschild—Serre
[10, Remark 3.5(b)]

qu = Hgont(Gal(ksep/k)7 Hgont (step7 Zl(.]))) = Hg(—)tg (X7 Zl(]))?

qui n’existe pas en général pour la cohomologie étale usuelle.
Supposons en outre que le corps K ait la propriété suivante : pour tout Gal(Kep/K )-module
A qui soit fini et de [-torsion, les groupes de cohomologie H*(K, A) sont finis. Alors pour tout
K-schéma de type fini X, la cohomologie continue coincide avec la cohomologie [-adique usuelle,
c’est-a-dire
HE u (Xet, Z0(4)) = lim B (X, (Z/1°Z)(5)
n

voir [10, Remark 3.5(c)]. La condition sur K est vérifée si K est un corps séparablement clos, un
corps fini ou un corps local.
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6.2. Application classe de cycle l-adique

Soit X un schéma quasi-projectif lisse sur un corps, et soit [ un nombre premier inversible sur X.
A tout sous-ensemble fermé irréductible Z de X, on peut associer une classe de cycle

CI(Z> € H2lecont (X7 Zl(b)) )

voir Jannsen [10, Theorem 3.23].
Une variante de la construction du n°® 4.1 permet de construire des applications classe de cycle
l-adiques
cycy™ : CHY (X, m) — H2™(Xsr, Z1 (b))

cont

pour b et m entiers & l'aide des classes de cycle cl(Z) définies ci-dessus. Les détails sont laissés au
lecteur.

6.3. Régulateur l-adique

Soit f : X — S un morphisme lisse de schémas quasi-projectifs et lisses sur un corps K. Dans [10,
(3.11)], Jannsen construit une suite spectrale

B = B (Sa, (R ((Z/VZ)(0));) = Wi (Xeo, Zu(0)) (6.1

cont

Elle donne un homomorphisme

Heont (Xee: Zi(0) — H(Ser, (R" f((Z/VZ)(1)));)

On note CHb(X, M) s-loc.~0 le noyau de 'application

b,m
cycy —m
CH"(X,m) — HZu"(Xer, Zu(D))

— H(S, R* " £.((Z/VZ)(1)));)
= lim (S, R** ™" f.((Z/V Z)(b))).

Cest le sous-groupe de CH’(X,m) des éléments dont la classe de cohomologie est localement
triviale pour la topologie étale sur S. La méme suite spectrale (6.1) donne un homomorphisme

regly/s : CH'(X,m)s10c.n0 — B! (Set, R £.((Z/VZ)(1)));)-
En particulier, dans le cas S = Spec K, on a
H' (Sat, R* ™™ L ((Z/PZ)()))5) = Heone (K, B (X i,y Zo(D))) 5

voir Jannsen [10, Theorem 3.2].

6.4. La conjecture de Bloch—Kato

Soit K un corps de nombres, soit X une varété projective lisse sur K et soit [ un nombre premier.
Dans [5, 3.7], Bloch et Kato définissent un sous-espace Q;-linéaire dit géométrique

Hé(K7 HQb_m_l(Xf(,éu Ql(b))) - Hl (Ka HQb_m_l(X[(,étv Ql(b)))

cont

La conjecture suivante est I’analogue pour les groupes de Chow de la conjecture de Bloch et Kato
pour les K-groupes [5, Conjecture 5.3].

Conjecture 6.1. Soit K un corps de nombres, soit X une variété projective lisse sur K et soit [
un nombre premier. Alors pour tout b > 0 et tout m > 1, I'image du régulateur [-adique

cont

reg i+ CH'(X,m) & Qu — Heguy (I H 71 (X 0, Qu(b))

est égal a HY (K, H?*~™ 1 (X g o, Qu(b))).
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