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Opgave 1

Gegeven: De rij F'van gehele getallen wordt gegeven door Fjy =0, F} =1, F, =1 en door
Fk - _kal +2F]€72+2Fk737 (1)

voor elk natuurlijk getal k > 3.

Gevraagd: Stel een algemene formule voor Fj, op.

We schrijven

voor alle k > 2.

We herschrijven verg. (1) nu in termen van x;:

-1 2 2
Xk = 1 O 0 Xk717
0 1 0

voor alle k > 3. De matrix hier noemen we A.

Hieruit volgt
X = Ak_QXZa (2)

voor alle k& > 2.
Nu bepalen we een formule voor A* 2x,.

We berekenen eerst het karakteristieke polynoom van A, dat we hier p, noemen. Dit polynoom (met A
als formele variabele) is de determinant van A — AI, namelijk

—1—-X 2 2
pA()\):det(A—)\I):det(( 1 =X 0 ))
0 1 -\

=(=1=XA) - (-A-=A=0-1)—2-(1-=A—0-0)+2-(1-1——X-0)
=(-1=A)A2=2. 2242 1= =X\ 4220+2= (A2 =2)(-A— 1) = — (A= V2) (A + V2) (A +1).

Het is hieruit duidelijk dat A, := v/2, Ay := —V/2 en \; :== —1 de drie eigenwaarden van A zijn, elk met
algebraische multipliciteit 1.

We merken op dat A een 3 x 3 matrix is en precies 3 eigenwaarden heeft. Dit betekent dat A diagona-
liseerbaar is, want elk van deze eigenwaarden heeft in ieder geval een bijbehorende eigenvector, dus per
stelling 5.3 op pagina 308 en gevolg 1 op pagina 307 is A diagonaliseerbaar.

We bepalen nu eigenvectoren vy, v, en vy behorende bij de drie eigenwaarden van A.

Eerst bepalen we v, door een niet-nul element in de kern van A — A, te vinden. Hiervoor brengen we
A — M\ I naar rijtrapvorm. (Let wel: gezien we toch allemaal al weten hoe je een matrix naar rijtrapvorm
brengt, geef ik voor WTEX-gemak de rij-operaties hier niet weer.)

—1—2 2 1 -2 0
A—\I= 1 V2 0 |~ 0 1 V2
0 1 —V2 —1—v2 2 2

—V2
1
0

I

0 1 0
2 0 0
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We stellen een parametervoorstelling voor de kern van deze laatste matrix (en dus ook van A — A\;I) op,
door de vergelijking (A — A;I)u = 0 op te lossen:

1 —V2 o0 u, 0
0 1 V2 |luy| =10
0 0 0 Ug 0

Ul - \/§UQ 0
Uy — \/§U3 = 0
0 0

Uy 2us
-63)
0 0

We zien hieraan, door u; =1 te kiezen, dat

een eigenvector van A behorend bij de eigenwaarde A; is.

Ditzelfde proces levert voor A, een eigenvector

Vo i= (\/5) 5
1

en voor )z een eigenvector

op.

Het is hier in het bijzonder ook goed mogelijk zonder naar rijtrapvorm te brengen drie eigenvectoren te
bepalen. In plaats daarvan hadden we namelijk ook aan de tweede en derde rij van A voor elke te bepalen
eigenvector u met eigenwaarde A op kunnen merken dat u; = Auy en uy = Aug geldt. Dat betekent dat

we u op kunnen schrijven als
Ay
u = ( Aug ) .
Ug

Nu hoeven we alleen nog maar te verifiéren dat aan u; = —u; + 2uy + 2u3 wordt voldaan en vervolgens
een concrete waarde voor us te kiezen om aan eigenvectoren voor alledrie de eigenwaarden van A te
komen; elke eigenwaarde die we voor A in kunnen vullen, levert dan een andere u op. Deze methode zou
je misschien “numeriek” kunnen noemen. Dit trucje werkt natuurlijk niet voor alle matrices, maar wel
voor alle matrices die je uit dit soort Fibonacci-achtige systemen krijgt.

Hoe we ook aan drie lineair onafhankelijke eigenvectoren komen, de volgende stappen blijven hetzelfde.

We willen A diagonaliseren om gevolg 2 op pagina 307 toe te kunnen passen. Zoals eerder gezien, wordt
aan alle voorwaarden voldaan. We stellen hiervoor de matrices C' en D op, namelijk

| | | 2 2 1
C’:(v1 Vo v3):(\/§ -2 -1

b 11 1
en
A, 00 V20 0
D=0 X, 0|=]0 -2 0
0 0 X 0o 0 -1

ii
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Nu geldt per gevolg 2 op pagina 307 dat
AF2x, = CD* 20 1x,,. (3)
Het is niet moeilijk om te zien dat
v2h? 0 0
Dk—2 — 0 (_\/5) k—2 0
0 0 (—1)k2

Maar we moeten nu ook C~! berekenen. Hiervoor gebruiken we de vertrouwde uitgebreide matrix-
methode.

2 2 1|10 0 1 1 11]00 1
[C|I]:(\/§—2—1010)~(\/§ —V2 —1010)

1 1 11]0 0 1 100
1
1
0

11 1 00 1 1 1 0o 0 1
~(o 2V2 —1-v2Zl0 1 —v2|~]o0 vZ2 | g Y21
0 0 —1 1 0 -2 0 1 1 0 2
11 0] 1 0 -1 10 0|22 ¥ 222
~lo 1 0 \/§4+2 _\/Ti _2+iﬁ)w 01 0 \/i}z _4% _2{21\/5
00 1] -1 0 2 00 1| -1 0 2

Dus er geldt

24V2 —V2 —2-2V2

2-V2 V2 —2+2V2
0—11( )
4 0 8

Dit vullen we allemaal in in verg. (3) en verg. (2) en we verkrijgen

x, = A" ?x,

2 2 1\ [V2? 0 0\, (2-V2 VI —2+2/2) /1
= (x/i —\V2 —1) o (=2 o |3 (2+ V2 V2 —2—2\/5) (1)
1 1 1 0 0 (—1)k2 —4 0 8 0
(2 1\ [vV2"? 0 0 2
=3 (ﬁ V2 1) o (=) o ( 2 )
1 1 1 0 0 (_1)k72 —4
(221 ol 0 0
=1 (\/5 —V2 —1) 0 (—\/§)k 0
1 1 1 0 0 —4(—1)*

voor alle k > 2.

We hoeven slechts een component van x;, te weten, want de drie componenten zijn simpelweg Fj,, Fj._;
en F,_,. We gaan hier voor de derde, omdat we dan ook Fjj kunnen berekenen (zonder k kleiner dan 2
te hoeven kiezen).

V2o
F_,= i(l 1 1) o (—ﬁ)k 0 _ \/§k’—2 n (—ﬁ)k_2 e
0 0 —4(—1)*

iii
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voor alle k > 2.

Door die k — 2 overal te vervangen door k, vinden we
Fp=v2" + (12" — (—1)k,

voor k > 0, als algemene formule voor Fj,.

Opgave 2

Gegeven: Elke tweemaal continu differentieerbare functie f (van R naar R) die voldoet aan f” = —w?f is
te schrijven als
f(t) = esin(wt) + d cos(wt), (4)

voor zekere constanten c,d € R.

Gevraagd: los het stelsel differentiaalvergelijkingen

) =—8r + oz 5)
xy = 4dx) + —bz,,

op voor de beginwaarden
21(0) = m9(0) =

(6)

We geven twee voorbeelden van hoe je deze opgave aan zou kunnen pakken. In de eerste methode zorgen
een paar slimme opmerkingen ervoor dat we veel stappen van de tweede methode over kunnen slaan. Maar
daarvoor moet je die opmerkingen wel weten te maken, wat niet triviaal is. De tweede methode is analoog
aan de werkwijze die het boek hanteert en is degene die ik (op een paar onbelangrijke aanpassingen na)
aanraad hier te gebruiken.

Er bestaan ook andere methoden om dit probleem veel algemener aan te pakken, maar die gaan de stof van
dit vak ver teboven; weet gewoon dat er heel veel mogelijk is in de wereld van differentiaalvergelijkingen.®

Methode 1 (op intuitie)
We merken op dat

)+l = =4z + xy),
en dat

—dx| + xy = —9(—4z| + xy).

Dit komt overeen met dat (1,1) en (—4,1) “aan de linkerkant” eigenvectoren van de matrix

(& %)

zijn; als je ze aan de linkerkant met de matrix vermenigvuldigt, krijg je scalaire veelvouden terug.

U — Uy 4u+uq

We definiéren u, := xy + x4 en u,y := —4x; + x5. Dan geldt x; = en I, = —-—=, en we kunnen

verg. (5) herschrijven als

" __
uy = —4uy

" o__
Uy = —Yu,.

n het bijzonder is het bij hogere-orde afgeleiden altijd mogelijk de afgeleiden van lagere orde als extra variabelen
toe te voegen. Door in deze vraag bijvoorbeeld x5 := .’,E/l te definiéren, krijg je xé = —8x; + x5 en a:'l = x3. Zo is het
mogelijk een (groot) stelsel van eerste-orde differentiaalvergelijkingen van te maken van een (klein) stelsel van hogere-orde
differentiaalvergelijkingen. Dit grote stelsel kan je echter niet met de methode uit het boek oplossen, omdat de eigenwaarden
van de betreffende matrix complex blijken te zijn. Er zijn manieren om hier toch een nuttige oplossing uit te herleiden,
maar dat wordt pas halverwege een tweedejaars wiskundevak behandeld, dus ik zou het voor nu nog gewoon op de bekende
methoden uit het boek houden.

iv
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Dit betekent dat u; en u, te schrijven zijn als

uqy(t) = ¢ sin(2t) + d; cos(2t)
us(t) = ¢y sin(3t) + dy cos(3t),

voor zekere constanten c;, ¢y, dy,dy € R.

We weten dat

u1(0) = z1(0) +2,(0) = 2
uy(0) = —4x,(0) + 25(0) = —3
up(0) = 27(0) +z5,(0)= 0
u)(0) = —427(0) + z5(0) = 0.

Hiermee kunnen we passende waarden voor de constanten vinden. Door sin(0) = 0, cos(0) = 1, sin’(0) =
1, cos’(0) = 0 in te vullen, vinden we

2=uy(0)= d,
—3=uy(0) = dy
0 =u[(0) = 2¢,
0 = u5(0) = 3c,.

Dus we vinden

uy = 2cos(2t)
uy = —3 cos(3t).

Ten slotte vinden we

T, = il ;u2 = %cos(?t) + %cos(?)t)
4
Ty = % = %cos(?t) — %cos(?)t).

Methode 2 (met methode uit boek)

We schrijven het stelsel eerst als matrix

Deze matrix noemen we A.

We bepalen op gebruikelijke wijze het karakteristieke polynoom van A, dat we p, noemen.

o =aata s =aa( (B0 1)

=(=8—=AN)(=5—A)—1-4=X+131+36 = (A +4)(\+9).

Het is duidelijk dat A; := —4 en A\, := —9 de eigenwaarden van A zijn en dat A diagonaliseerbaar is;
alle eigenwaarden hebben algebraische multipliciteit 1 en eigenwaarden hebben altijd een geometrische
multipliciteit van minstens 1 (want er bestaat altijd minstens een eigenvector), dus gezien de algebrai-
sche multipliciteit altijd minstens zo groot is als de geometrische, zijn de twee multipliciteiten voor alle
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eigenwaarden hier gelijk aan elkaar, wat per stelling 5.4 op pagina 313 betekent dat A diagonaliseerbaar
is.

We zoeken nu een eigenvector bij elk van de twee eigenwaarden. De procedure hier is hetzelfde als altijd,
dus we slaan hem in deze voorbeelduitwerking over, gezien het toch al duidelijk is hoe dit in zijn werking
gaat. Wie de methode even wil opfrissen, kan naar dit deel van de voorbeelduitwerking van opgave 1
kijken. We komen erop uit dat
1
VvV, = 4
1 ( 1) ’

en

eigenvectoren bij respectievelijk A; en A\, zijn. Wie dit wil nagaan, mag gerust Av, en Av, berekenen en
zien dat dit inderdaad scalaire veelvouden van v; en vy zijn.

Nu stellen we de matrices C' en D uit stelling 5.2 op pagina 306 op, namelijk

1
C = (Z _1>7
11

en

Diezelfde stelling zegt nu dat
A=CDC™. (8)

We geven ook alvast de inverse C~! van C. We laten de berekening hiervan ook achterwege; zie dit deel
van de uitwerking van opgave 1 voor een demonstratie. We vinden

14
c—1=<54 §>
5 s

We gaan nu verg. (7) middels verg. (8) omvormen tot een stelsel vergelijkingen die we met verg. (4)
kunnen oplossen.

Dit doen we door een nieuwe variabele y := C'x te definiéren. Met deze nieuwe variabele kunnen we
verg. (7) herschrijven als

Cy” = ACy, 9)
want er geldt x = CC™'x = Cy en x” = (Cy)” = Cy” (want C is niet afhankelijk van de tijd).

Door in beide leden van verg. (9) links met C~! te vermenigvuldigen, krijgen we

y” = CtACy.

Uit A = CDC™! volgt D = C7'AC, dus deze vergelijking kunnen we ook als

y” = Dy, (10)
schrijven.
Gezien D een diagonale matrix is met de eigenwaarden A\, = —4 = —2%2 en A, = —9 = —3% van A op de
hoofddiagonaal, komt verg. (10) neer op
V4 — _22
y}/ 23/1 (11)
Ys = -3 Yo

vi
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We gebruiken nu de formule f(t) = csin(wt) + dcos(wt) voor oplossingen van f” = —w?*t om deze
vergelijkingen op te lossen en vinden

y1(t) = ¢ sin(2t) + d; cos(2t)

Yo(t) = cysin(3t) + dy cos(3t), (12)

als oplossing, voor zekere constanten c;, cy,d;,dy € R.
We moeten nu bepalen wat de waarden van deze constanten zijn. Dit doen we aan de hand van verg. (6).

We weten dat y = C~'x, dus

Nu berekenen we y(0) met de formules in verg. (12).

y1(0) = ¢; sin(0) + d; cos(0) = d;
y5(0) = ¢y 8in(0) + dy cos(0) = ds.

. . 8
We zien hieraan dat d, = = en dy = —

ot lw

We weten dat y’ = C~!x’, dus

(S

5

y'(0) =C7x/(0) = ( 4

SIS EFS

0y (0
0/ \o)°
Nu berekenen we y’(0) met de formules in verg. (12).

y1(0) = 2¢; cos(0) — 2d, sin(0) = 2¢,
Y5(0) = 3¢y cos(0) — 3dy sin(0) = 3c,.

We zien hieraan dat ¢; =0 en ¢, = 0.

De uiteindelijke oplossing voor y is dus

() = 2 cos(2)

yo(t) = —% cos(3t).

Nu moeten we alleen nog x = Cy gebruiken om y terug om te zetten naar x:
2y (1) _ Cy = i -1 %3(:08(215) _ % cos(2t) + % cos(3t) ‘
Ty (t) 1 1 — < cos(3t) = cos(2t) — = cos(3t)

En dit is de oplossing.
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