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Introduction générale

Dans ce travail, on étend au cadre motivique une grande partie du formalisme introduit par Grothendieck dans le
cadre de la cohomologie étale. On trouvera par exemple la construction des quatre opérations associées à un morphisme
quasi-projectif de schémas, les théorèmes de changement de base par un morphisme lisse et pour un morphisme propre,
la dualité de Verdier et le formalisme des cycles évanescents. Le texte est divisé en deux volumes et chaque volume en
deux chapitres. Chaque chapitre est précédé par une introduction détaillée qui, je l’espére, permettera aux lecteurs de
localiser plus efficacement l’endroit des différents résultats.

Dans cette introduction générale, j’essaierai d’expliquer l’utilité de l’arsenal des résultats développés dans ce travail.
J’ai à l’esprit au moins deux sortes d’applications :

A- Étude des motifs généraux par dévissage au cas de motifs plus simples. Soit (P ) une propriété des motifs que
l’on cherche à établir. Une stratégie consiste à étudier les propriétés de permanence de (P ) par rapport aux opérations
de Grothendieck. Supposons par exemple que (P ) est connue pour les motifs de Tate, qu’elle est préservée par les
opérations f∗ et qu’elle vérifie la propriété "2 de 3" dans les triangles distingués. On peut alors utiliser le théorème
d’engendrement pour conclure (voir le deuxième chapitre). En effet, ce théorème affirme que les motifs sur un schéma
X de type fini sur un corps k s’obtiennent par des colimites homotopiques à partir de certaines images directes de
motifs de Tate.

Un autre exemple plus frappant concerne la conjecture de Schur-finitude des motifs qui prédit que tout mo-
tif constructible est annulé par un foncteur de Schur convenable (variante triangulée de la conjecture de Kimura-
O’Sullivan). Les résultats du troisième chapitre montrent que la propriété de Schur-finitude d’un motif est présérvée
par le foncteur "motifs proches". D’autre part, Mazza et Guletski ont montré que la Schur-finitude possède la pro-
priété "2 de 3" dans les triangles distingués. Ceci a permis de ramener la Schur-finitude pour les motifs généraux à la
Schur-finitude des motifs des hypersurfaces lisses des espaces projectifs. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter
[Ayo07].

B- Construction de motifs et de classes de cohomologie motivique. Questions de rationalité. Un des problèmes
importants en géométrie algébrique est la construction d’extensions non-triviales de motifs, voire d’éléments intéres-
sants dans la cohomologie motivique d’une variété. L’exemple le plus connu est celui des polylogarithmes. L’approche
classique consiste à construire une extension de structures de Hodge et un système compatible d’extensions de repré-
sentations galoisiennes ayant des "origines géométriques" communes. Parfois, il est possible de donner une construction
uniforme de ces extensions en utilisant les opérations de Grothendieck pour les motifs. Le résultat est alors plus élégant,
plus précis et plus satisfaisant. C’est effectivement le cas pour les polylogarithmes (voir [Ayo04] ainsi que la fin du
troisième chapitre). Pour un autre exemple, le lecteur pourra consulter [Vol07], où l’auteur utilise le foncteur "motif
proche" pour montrer qu’une certaine classe d’extensions de structures de Hodge α ∈ H1

Hdg(Q(0),Q(1)) = C∗ provient
d’une extension de motifs définie sur les corps des rationnels, déduisant ainsi que α ∈ Q∗.

D’une manière générale, le présent travail ramène en grande partie l’étude des motifs sur une base générale à l’étude
des motifs sur un corps. Mais, contrairement à la situation en cohomologie étale ou en théorie de Hodge, les propriétés
formelles de la catégorie des motifs sur un corps sont loin d’être comprises. Je pense notamment à l’existence d’un
support abélien, i.e., d’une t-structure motivique. Ceci restreint bien-entendu le champs des applications.
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Chapitre 1

Les quatre opérations de Grothendieck dans
un cadre motivique

Introduction. En cohomologie étale, on sait associer à tout morphisme de schémas f : X // Y (séparé et de
type fini) quatre foncteurs :

Rf∗, Rf∗, Rf!, Rf !

reliant les deux catégories dérivées des faisceaux étales de Λ-modules D(X,Λ) et D(Y,Λ) (Λ étant un anneau commutatif
fini). Ces quatre foncteurs forment ce qu’on appellera les 4 opérations de Grothendieck. Durant son Motivic Homotopy
Theory Program, Vladimir Voevodsky a construit l’analogue des 4 opérations dans le cadre des catégories homotopiques
stables des schémas. Malheureusement aucun texte décrivant cette construction n’est actuellement disponible, mis à
part les notes de Pierre Deligne [Del01] où on trouve seulement quelques sorites généraux sur les adjonctions dans les
2-catégories ainsi que la définition d’un foncteur croisé et l’énoncé précis du théorème de Voevodsky. On propose dans
ce premier chapitre une démonstration de ce théorème. Nous ignorons si la démarche que nous suivons est la même que
celle suivie par Voevodsky. Notons quand même que nous construisons d’abord les foncteurs f ! puis nous déduisons
les foncteurs f! par adjonction alors que Voevodsky fait l’inverse (d’après une communication personnelle avec V.
Voevodsky le 23 Avril 2003 à Paris). Mais il s’agit bien entendu d’une différence inessentielle ! Faisons maintenant un
petit survol :

1- On commence le chapitre par une série de trois "préliminaires 2-catégoriques". Le but de ces préliminaires est :
– d’une part, donner un langage souple pour énoncer les résultats intermédiaires aboutissant aux théorèmes prin-
cipaux. Ce langage repose sur les notions de : 2-catégories, 2-foncteurs, adjonctions dans une 2-catégorie, ad-
jonctions globales entre deux 2-foncteurs, structures d’échange sur un couple de 2-foncteurs et foncteurs croisés,

– d’autre part, démontrer tout ce qui est formellement démontrable afin d’alléger la démonstration proprement
dite de notre théorème.

La première section et donc la première partie des préliminaires 2-catégoriques regroupe quelques sorites généraux
sur les 2-catégories. La notion la plus importante est bien sûr celle de l’adjonction dans une 2-catégorie. Tous les
résultats de cette section se trouvent dans [Del01].

2- Dans la deuxième section, on introduit la notion d’échange entre deux 2-foncteurs. Il s’agit là d’une notion qui
sera utilisée constamment tout au long du texte. Supposons donnés deux 2-foncteurs (covariants pour simplifier) F et
G d’une catégorie C dans une 2-catégorie D, coïncidant sur les objets de C. Fixons une classe E de carrés de C stable
par compositions horizontales et verticales (exemple la classe des carrés commutatifs). Nous appellerons une structure
d’échange sur le couple (F,G) la donnée pour tout carré de E :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

d’un 2-morphisme : F(f) ◦ G(g′) // G(g) ◦ F(f ′) (par exemple). Ces 2-morphismes doivent vérifier deux conditions
de compatibilités avec les compositions des carrés. En modifiant les variances des 2-foncteurs ainsi que le sens des
2-morphismes associés aux carrés de E , on obtient 8 types de structures d’échange. L’exemple le plus connu de
structure d’échange est peut-être celui donné par les morphismes de changement de base en cohomologie étale. On
donne également deux méthodes de constructions de structures d’échange.
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– Étant donné un échange sur (F,G) et, pour toute flèche g dans C, un adjoint à G(g) on peut une fois sur deux
(selon le type des adjonctions et le type de l’échange) construire un échange sur (F, aG) (où aG est un 2-foncteur
tel que pour tout g, aG(g) est un adjoint à G(g)).

– Étant donnés deux 2-foncteurs F et G et deux "échanges partiels" sur (F,G), on donne des conditions suffisantes
pour que ces échanges partiels proviennent d’un échange sur (F,G). C’est le théorème de recollement des structures
d’échange.

On définit ensuite ce qu’on entendra par foncteurs croisés. Notre définition est un peu plus générale que celle de
Voevodsky. En gros, un foncteur croisé de C vers D est la donnée de :

– quatre 2-foncteurs : H∗, H∗, H!, H!,
– quatre structures d’échange, un sur chaque couple : (H∗,H!), (H∗,H!), (H∗,H!), (H∗,H!). Les deux derniers

échanges sont des isoéchanges.
Ces données vérifient un certain nombre de conditions assurant une forte stabilité de l’ensemble des quatre échanges
par les constructions habituelles.

3- On termine les généralités avec un critère de prolongement de 2-foncteurs : On suppose donnés une catégorie
C, une 2-catégorie D et deux 2-foncteurs H1 et H2 définis sur deux sous-catégories C1 et C2 de C. On donne des
conditions suffisantes pour que les deux 2-foncteurs H1 et H2 proviennent d’un 2-foncteur H défini sur C toute entière.
La condition la plus importante est sans doute l’existence d’une structure d’échange sur (H2,H1) pour la classe des
carrés commutatifs.

Ce théorème sera appliqué dans la sixième section pour construire le 2-foncteur H! : La catégorie des S-schémas
quasi-projectifs (Sch/S) jouera le rôle de C. On prendra C1 = (Sch/S)Imm (la catégorie des S-schémas quasi-projectifs
avec seulement les immersions fermées comme morphismes), et C2 = (Sch/S)Liss (la catégorie des S-schémas quasi-
projectifs avec seulement les S-morphismes lisses comme morphismes). Dans la quatrième section on verra la définition
de H1 qu’on notera ImmH!. A la fin de la cinquième section on verra la construction de H2 qu’on notera LissH!. Enfin
une bonne partie de la section six sera consacrée à la vérification des conditions d’application du théorème 1.3.1
plus précisément à la construction d’une structure d’échange sur le couple (LissH!, ImmH!) pour la classe des carrés
commutatifs.

4- Dans la section quatre, on commence par fixer les ingrédients élémentaires à partir desquels le 2-foncteur H! sera
construit et on donne également les six axiomes que doit vérifier un 2-foncteur homotopique stable. Les ingrédients
élémentaires sont peu nombreux, il s’agit de :

– Trois 2-foncteurs : H∗, H∗ et LissH# de but la 2-catégorie des catégories triangulées. Les deux premiers étant
définis sur (Sch/S), alors que le dernier est défini seulement sur (Sch/S)Liss.

– Pour tout S-morphisme f , d’une structure d’adjonction entre f∗ = H∗(f) et f∗ = H∗(f), et lorsque f est lisse
d’une structure d’adjonction entre f# = H#(f) et f∗.

Les axiomes qui doivent être vérifiés sont assez naturels et sont vrais dans le cas étale ainsi que dans le cas des théories
homotopiques stables des schémas. Notons que parmi ces axiomes on trouve :

– L’axiome de la localité qui affirme que pour un couple d’immersions complémentaires (i, j) (avec i fermée et j
ouverte) le couple de 1-morphisme (i∗, j#) est conservatif.

– L’axiome de stabilité qui affirme que le 1-morphisme p#s∗ est une équivalence lorsque p est la projection de la
droite affine sur un S-schéma X et s la section nulle.

– L’axiome d’homotopie qui affirme que le 2-morphisme (d’unité de l’adjonction) id // p∗p∗ est un 2-isomorphisme
lorsque p est la projection de la droite affine.

On trouvera sous forme de scholie l’énoncé précis du théorème qu’on veut démontrer. Tout de suite après on établit
plusieurs résultats faciles conséquences directes des axiomes. On mettra en évidence quelques structures d’échange
et on construit les foncteurs i! pour i une immersion fermée. Ces derniers s’organisent en un 2-foncteur ImmH!. On
montrera également que le 1-morphisme i! est adjoint à droite de i∗. Dans cette section, on n’utilisera jamais les
axiomes de stabilités ni d’homotopie. Par contre, l’axiome de localité sera utilisé (notamment pour définir les i!).

5- Dans la section cinq, on étudie les conséquences de l’axiome de stabilité. On construit ce qu’on appellera
l’équivalence de Thom Th(E) associée à un fibré E. Dans le cas de la catégorie homotopique stable SH(X), l’équivalence
de Thom Th(E) est simplement le foncteur "smash-produit" par l’espace de Thom associé à E. On établit ensuite
quelques propriétés de cohérence pour les équivalences de Thom, notamment l’associativité. On définit ensuite pour
tout S-morphisme lisse f , un 1-morphisme f ! en posant :

f ! = Th(Ωf ) ◦ f∗

avec Ωf le module (localement libre) des différentielles relatives (à f). On vérifie ensuite (en utilisant les propriétés de
cohérence des équivalences de Thom) que les 1-morphismes f ! s’organisent naturellement en un 2-foncteur :

LissH! : (Sch/S)Liss // TR
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On termine la section par la construction de quelques structures d’échange.

6- La section six est sans aucun doute la section la plus pénible et la plus technique. On commence par la
construction du 2-isomorphisme de pureté associé à ce qu’on appelle classiquement un couple lisse. Étant donné un
diagramme commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

(avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses), on construit un 2-isomorphisme :

s!f∗
∼ // Th−1(N )g∗

avec N le OY -module (localement libre) normal à l’immersion s. L’outil géométrique qui permet cette construction est
l’espace de déformation au cône normal associé à l’immersion s. L’axiome d’homotopie intervient dans la construction
du 2-isomorphisme de pureté d’une façon cruciale mais un peu cachée.

On passe ensuite à l’étude du 2-isomorphisme de pureté. On démontre assez facilement tous les résultats de
compatibilité que l’on peut espérer pour ce 2-isomorphisme sauf sa compatibilité avec la composition des immersions
fermées. Cette dernière propriété demandera beaucoup plus de travail et sera traitée dans une sous-section à part.

Une fois toutes les compatibilités établies, on passe à la définition de l’isoéchange sur (LissH!, ImmH!). La définition
du 2-morphisme structural de cet échange repose essentiellement sur le 2-isomorphisme de pureté. Pour vérifier que
l’on a bien défini une structure d’échange on utilisera toutes les compatibilités établies pour les 2-isomorphismes de
pureté.

A la fin de la section six, on appliquera le théorème 1.3.1 qui nous donne le 2-foncteur H!, puis la proposition 1.2.7
qui nous permettra de construire un échange sur (H∗,H!). Ce dernier (par un argument général) produit un foncteur
croisé sur (Sch/S) :

(H∗,H∗,H!,H
!)

C’est le foncteur croisé recherché !

7- La septième section est sans doute la plus intéressante. On n’utilisera de ce qui précède que l’existence du foncteur
croisé. Cette partie peut être lue indépendamment du reste. On utilisera à plusieurs reprises l’axiome d’homotopie.

On commence par définir pour tout S-morphisme quasi-projectif f un 2-morphisme :

αf : f!
// f∗

On établit ensuite quelques propriétés de cohérence pour ces 2-morphismes. On montrera en particulier que ces 2-
morphismes définissent un morphisme de 2-foncteurs (dans le sens évident du terme).

On démontre ensuite que lorsque le S-morphisme f est projectif, le 2-morphisme αf est un 2-isomorphisme. Ce
résultat donne en particulier le théorème de changement de base pour un morphisme projectif. Nous ignorons si ce
théorème peut être démontré directement dans le cas des catégories homotopiques stables des schémas.

Prérequis. Ce chapitre est à quelques exceptions près "self-contained". Pour ce qui est des trois premières sections,
on supposera que le lecteur est familier avec les notions élémentaires de catégories. On conseille vivement les lecteurs
qui connaissent peu les 2-catégories et les 2-foncteurs de lire les notes de Delignes [Del01]. Pour ce qui est des quatre
dernières sections, on supposera que le lecteur est familier avec le langage des schémas comme dans [EGA I] ou dans
[Har77], et qu’il connaît la construction de l’espace de déformation au cône normal associé à une immersion fermée
(voir le chapitre 5 de [Ful84]). Aucune propriété non élémentaire des schémas ne sera utilisée.

Enfin, bien que non nécessaire, une familiarité avec le formalisme des six opérations de Grothendieck dans le cas
de la cohomologie `-adique sera d’un grand secours pour la compréhension de ce texte. Notons également que le cas `-
adique fournit une motivation pour ce travail : la spécialisation des résultats prouvés ici au cas des catégories dérivées
D(X,Λ) des catégories abéliennes des faisceaux de Λ-modules (avec Λ un anneau fini) sur Xet, pourra fournir des
simplifications notables dans l’établissement des théorèmes fondamentaux de [SGA 4].

1.1 Préliminaires 2-catégoriques I : Adjonctions et équivalences dans une
2-catégorie

Dans ce travail, on ne considère que des 2-catégories au sens strict. Par contre on utilisera la notion de 2-foncteurs
au sens faible. Pour plus de détails, le lecteur est prié de se référer à [Del01].
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1.1.1 Adjonctions dans une 2-catégorie

Soit D une 2-catégorie. On peut définir dans D une notion d’adjonction pour les 1-morphismes généralisant la
notion d’adjonction habituelle pour les foncteurs dans la 2-catégorie des petites catégories Cat (voir [Mac71]).

Definition 1.1.1 — Soit f : X // Y un 1-morphisme de D. Un adjoint à droite de f est la donnée de :

1. un 1-morphisme g : Y // X ,

2. deux 2-morphismes :

1
η // g ◦ f et f ◦ g δ // 1

tels que la composée de chacun des deux diagrammes planaires :

••

• •

//
f

//f
OO

g

��������������

��������������

��������������

��������������
???? �#

???? �#

••

• •

//
g

//g
OO

f

��������������

����������������������������

��������������
????[c

????[c

soit l’identité.

Les deux 2-morphismes η et δ sont appelés respectivement l’unité et la counité de l’adjonction. Parfois, on ne men-
tionnera pas les 2-morphismes η et δ : nous dirons simplement “g est un adjoint à droite de f” ou “f est un adjoint
à gauche de g”.

Remarque 1.1.2 — La condition imposée sur η et δ dans la définition ci-dessus n’est autre que la commutation
des triangles (habituels) :

f

FFFFFFFFFF

FFFFFFFFFF
δ // f ◦ g ◦ f

η

��

g

EEEEEEEEEEE

EEEEEEEEEEE
η // g ◦ f ◦ g

δ

��
f g

Remarque 1.1.3 — La dualité des 2-catégories échange la notion d’adjonction à droite et d’adjonction à gauche.
Plus précisément les assertions ci-dessous sont équivalentes :

– f est un adjoint à gauche de g dans D,
– f est un adjoint à droite de g dans D1−op,
– f est un adjoint à droite de g dans D2−opp,
– f est un adjoint à gauche de g dans D1,2−op,
– g est un adjoint à droite de f dans D, etc.

Le lemme qui suit est un exercice facile laissé aux lecteurs :

Lemme 1.1.4 — Soit une suite de 1-morphismes :

X
f // Y

g // Z

Dans une 2-catégorie D. On suppose donné un adjoint à droite (g, η, δ) (resp. (g′, η′, δ′)) de f (resp. f ′). Alors le
1-morphisme g ◦ g′ est un adjoint à droite de f ′ ◦ f . De plus, l’unité et la counité sont données respectivement par les
composées des diagrammes planaires :

X Y Z

Y

X

//
f

//
f ′

OO

g′

OO

g

����������������������

����������������������

����������

����������

???? �#
η

???? �#
η′

Z Y X

Y

Z

//
g′

//
g

OO

f

OO

f ′

����������������������

����������������������

����������

����������

????[c δ′

????[c δ
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Proposition 1.1.5 — Soient D une 2-catégorie et X et Y deux objets de D. Soient f et f ′ deux 1-morphismes
et α un 2-morphisme de D :

X

f ++

f ′
33

�� ��
�� α Y

On suppose donnés des adjoints à droite (g, η, δ) et (g′, η′, δ′) de f et f ′ respectivement. Il existe alors un unique
2-morphisme :

Y

g
++

g′
33

� �� �KS
β X

rendant commutatif le diagramme de 2-morphismes :

(1.1) g ◦ f
α

$$HHHHHHHHH

1

η
=={{{{{{{{{

η′ !!CCCCCCCCC g ◦ f ′

g′ ◦ f ′
β

;;vvvvvvvvv

De plus, le 2-morphisme β est donné par la composée :

g′
η // g ◦ f ◦ g′ α // g ◦ f ′ ◦ g′ δ′ // g

et rend le diagramme de 2-morphismes :

(1.2) f ◦ g
δ

!!DDDDDDDD

f ◦ g′

β
::vvvvvvvvv

α
##HHHHHHHHH 1

f ′ ◦ g′
δ′

=={{{{{{{{{

également commutatif.

Demonstration La proposition en question est un cas particulier de la proposition 1.1.9. On a préféré l’inclure ici
pour pouvoir prouver l’unicité de l’adjoint dès le début. Le lecteur pourra donc ignorer la preuve de ce lemme.

On commence par prouver l’unicité. Soit β comme dans l’énoncé. Le diagramme commutatif de 2-morphisme donne
par composition à gauche par g′ le diagramme commutatif :

g ◦ f ◦ g′

α

&&NNNNNNNNNN

g′

η

::vvvvvvvvvv

η′ $$HHHHHHHHHH g ◦ f ′ ◦ g′

g′ ◦ f ′ ◦ g′
β

88qqqqqqqqqqq

Ce carré s’insère dans le diagramme commutatif :

g ◦ f ◦ g′

α

&&MMMMMMMMMMM

g′

η

;;vvvvvvvvvv

η′ ##HHHHHHHHHH g ◦ f ′ ◦ g′ δ′ // g

g′ ◦ f ′ ◦ g′
β

88qqqqqqqqqqq

δ′
// g′

β

;;wwwwwwwwwww
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Mais la composée des flèches situées sur la partie inférieure du bord de ce diagramme vaut β. On voit donc que β est
égal à la composée :

g′
η // g ◦ f ◦ g′ α // g ◦ f ′ ◦ g′ δ′ // g

Ceci prouve l’unicité de β et fournit un candidat. Il reste alors à prouver que ce candidat est le bon. Pour cela il faut
calculer la composée :

1
η′ // g′ ◦ f ′

β // g ◦ f ′

Par définition cette composée est égale à la composée suivante :

1
η′ // g′ ◦ f ′

η // g ◦ f ◦ g′ ◦ f ′ α // g ◦ f ′ ◦ g′ ◦ f ′ δ′ // g ◦ f ′

Mais on dispose d’un carré commutatif évident :

1
η //

η′

��

g ◦ f

η′

��
g′ ◦ f ′ η

// g ◦ f ◦ g′ ◦ f ′

Notre composée est donc égale à la composée suivante :

1
η // g ◦ f

η′ // g ◦ f ◦ g′ ◦ f ′ α // g ◦ f ′ ◦ g′ ◦ f ′ δ′ // g ◦ f ′

Mais on a encore un carré commutatif évident :

g ◦ f
η′ //

α

��

g ◦ f ◦ g′ ◦ f ′

α

��
g ◦ f ′

η′ // g ◦ f ′ ◦ g′ ◦ f ′

Notre composée est donc égale à la composée suivante :

1
η // g ◦ f α // g ◦ f ′

η′ // g ◦ f ′ ◦ g′ ◦ f ′ δ′ // g ◦ f ′

Finalement on remarque que la composée des deux dernières flèches de la suite précédente est l’identité par la définition
des adjonctions. On obtient en fin de compte la composée :

1
η // g ◦ f α // g ◦ f ′

On a ainsi prouver que notre candidat rend le diagramme (1.1) commutatif. Pour la dernière assertion on utilise un
argument de dualité. En effet, la formule donnant β est inchangée par la 2-dualité des 2-catégories. c.q.f.d

Le morphisme β sera noté aα. On a le lemme :

Lemme 1.1.6 — Soient f ,f ′ et f ′′ dans MorD(X,Y ) (la catégorie des 1-morphismes de X vers Y ) et g, g′ et g′′

des adjoints à droite respectifs. Soient aussi α : f // f ′ et α′ : f ′ // f ′′ des 2-morphismes. On a la formule :

a(α′ ◦ α) = (aα) ◦ (aα′)

Demonstration On note β = aα et β′ = aα′. Il suffit de montrer la commutativité du carré suivant :

g ◦ f
α′◦α

$$IIIIIIIII

1

η
<<yyyyyyyyy

η′′ ""EEEEEEEEE g ◦ f ′′

g′′ ◦ f ′′
β◦β′

::uuuuuuuuu
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où η′′ est l’unité de l’adjonction entre f ′′ et g′′. Pour cela on factorise ce carré de la manière suivante :

g ◦ f
α

$$JJJJJJJJJ

g ◦ f ′

α′

$$IIIIIIIII

1
η′ //

η

??�������������������

η′′

��??????????????????? g′ ◦ f ′

β
::ttttttttt

α′ $$JJJJJJJJJ g ◦ f ′′

g′ ◦ f ′′
β

::uuuuuuuuu

g′′ ◦ f ′′
β′

::ttttttttt

Tous les sous-carrés de ce diagrammes sont commutatifs. Ceci prouve le lemme. c.q.f.d

Voici deux corollaires de ce qui précède :

Corollaire 1.1.7 — (Unicité de l’adjoint) Soit f : X // Y un 1-morphisme dans une 2-catégorie D. Soient
(g, η, δ) et (g′, η′, δ′) deux adjoints à droite de f . Il existe alors un unique 2-isomorphisme u : g // g′ échangeant

η et η′. Ce même 2-isomorphisme est l’unique 2-isomorphisme échangeant δ et δ′.

Demonstration On applique la proposition 1.1.5 à α = Id : f f . On utilise le lemme 1.1.6 pour prouver que
u est un isomorphisme. c.q.f.d

Corollaire 1.1.8 — Soit f : X // Y un 1-morphisme dans une 2-catégorie D. On suppose que f admet
des adjoints à droites. Alors un adjoint à droite (g, η, δ) de f est complètement déterminé par g et η.

1.1.2 Adjonctions et les faces carrées
On a la proposition suivante qui généralise la proposition 1.1.5 :

Proposition 1.1.9 — Supposons donnés un 2-morphisme dans une 2-catégorie D :

• •

••

//
g1

//g2

��

f2

��

f1����{�
α

et des adjoints à droite (f ′1, η1, δ1) et (f ′2, η2, δ2) à f1 et f2 respectivement. Il existe alors un unique 2-morphisme :

• •

••

//
g1

//g2
OO

f ′2

OO

f ′1
???? �#

β

rendant commutatif l’un des deux diagrammes suivants :

(1.3) f ′1f1g2

α

$$IIIIIIIII

g2

η1

<<zzzzzzzzzz

η2
""DDDDDDDDD f ′1g1f2

g2f
′
2f2

β

::uuuuuuuuu

g1f2f
′
2

δ2

""DDDDDDDDDD

f1g2f
′
2

α
::uuuuuuuuu

β $$IIIIIIIII
g1

f1f
′
1g1

δ1

<<zzzzzzzzz
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De plus ce 2-morphisme β est donné par la composée du diagramme planaire :

• • •

• • •

//
g1

//
f ′1

//f ′2 //g2
??????????????

??????????????

??????????????

??????????????��

f2

��

f1

����{�
����{�

����{�

δ2

η1

α

et rend les deux diagrammes (1.3) commutatifs.

Demonstration On commence par prouver l’unicité de β. Il suffit par 2-dualité de le faire dans le cas où le premier
carré de 2-morphismes est commutatif. Pour cela on procède comme dans 1.1.5 et on forme le diagramme commutatif
de 2-morphismes :

f ′1f1g2f
′
2

α

&&LLLLLLLLLL

g2f
′
2

η1

::uuuuuuuuu

η2
$$IIIIIIIII

f ′1g1f2f
′
2

δ2 // f ′1g1

g2f
′
2f2f

′
2

β

99rrrrrrrrrr

δ
// g2f

′
2

β
::uuuuuuuuu

Étant donné que la composée δ2 ◦ η2 est l’identité on voit que β est forcément égale à la composée :

g2f
′
2

η1 // f ′1f1g2f
′
2

α // f ′1g1f2f
′
2

δ2 // f ′1g1

Il reste donc à prouver que ce candidat (qu’on appellera β0) convient. Explicitons la composée :

g2
// g2f

′
2f2

β0 // f ′1g1f2

en langage de diagramme planaire. On obtient :

• • •

• • •

•

//
g1

//
f ′1

//f ′2 //g2
??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

��

f2

��

f2

��

f1

����{�
����{�

����{�

δ2

η1

α

����{�
η2

En utilisant alors la relation δ2 ◦ α2 = idf2 on obtient ce qu’on cherche. c.q.f.d

Definition 1.1.10 — Faute d’une meilleure terminologie, nous dirons que β est obtenu de α par adjonction
suivant (f1, f

′
1) et (f2, f

′
2).

Proposition 1.1.11 — (Compatibilité avec les compositions verticales) Supposons donnés dans une 2-catégorie
D un diagramme planaire :

• •

••

//
g1

//g2

��

f2

��

f1����{�
α

•• //g3

��

h1

��

h2
����{�
α′
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et des adjoints à droite (f ′1, η1, δ1), (f ′2, η2, δ2), (h′1, η
′
1, δ
′
1) et (h′2, η

′
2, δ
′
2) de f1, f2 ,h1 et h2 respectivement. On note

β et β′ les 2-morphismes obtenus à partir de α et α′ à l’aide des adjonctions précédentes. On munit f ′1 ◦ h′1 et f ′2 ◦ h′2
des structures d’adjoints à droite de f1 ◦ h1 et f2 ◦ h2. Alors le 2-morphisme β′ ◦ β est le 2-morphisme obtenu par
adjonction de α ◦ α′.

Demonstration Le 2-morphisme obtenu de α ◦ α′ par adjonction est par définition la composée du diagramme
planaire :

(1.4)

• • • •

• • • •

• •

//
g1

//
f ′1

//
h′1

//f ′2 //h′2 //
g3

//
g2��

h2

��

f2

��

h1

��

f1

??????????????????????????????

??????????????????????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????????????????????

??????????????????????????????

����
;C
α

����
;C
α′

����
;C
η′2

����
;C
η2

����
;C
δ′1

����
;C
δ1

En découpant suivant la ligne brisée :

•
f ′2 // • •

g2 // • •
h′1 // •

on voit que la composée du diagramme planaire (1.4) n’est autre que β′ ◦ β. c.q.f.d

Proposition 1.1.12 — (Compatibilité avec les compositions horizontales) Supposons donnés dans une 2-catégorie
D un diagramme planaire :

• • •

• • •

//
h1

//
g1

//h2 //
g2

��

f3

��

f2

��

f1����{� α2
����{� α1

et des adjoints à droite (f ′1, η1, δ1), (f ′2, η2, δ2) et (f ′3, η3, δ3) à f1, f2 et f3. On note β1 et β2 les 2-morphismes obtenus
de α1 et α2 par adjonction. Alors β1 ◦ β2 est le 2-morphisme obtenu de α2 ◦ α1 par les adjonctions (f1, f

′
1) et f3, f

′
3).

Demonstration Le 2-morphisme obtenu de α2 ◦ α1 par adjonction est par définition la composée du diagramme
planaire :

(1.5)

• • • •

• • • •

�� �� ��
//

h1

//
g1

//
f ′1

//f ′3 //h2 //
g2

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

����{� η3 ����{� α2
����{� α1 ����{�

δ1

Les 1-morphismes verticaux étant de gauche à droite : f3, f2 et f1. En insérant dans (1.5) au niveau de f2 le diagramme
planaire exprimant que f ′2 est adjoint à gauche de f2 (et dont la composée vaut idf2) on voit que notre 2-morphisme



12 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

est égal à la composée du diagramme planaire :

(1.6) • •

• • •

• • •

• •
�� ��

�� ��

//
h1

//
g1

//
f ′1

//f ′3 //h2

//
g2

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????
??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

����{� η3 ����{� α2

����{� α1 ����{�
δ1

����{� η2

//f ′2

En découpant suivant la ligne du milieu on voit que la composée du diagramme planaire (1.6) n’est autre que β1 ◦ β2.
La proposition est prouvée. c.q.f.d

Remarque 1.1.13 — Par dualité il est possible d’obtenir plusieurs variantes des propositions 1.1.9, 1.1.11 et 1.1.12.

On a le corollaire intéressant de la proposition 1.1.12 :

Corollaire 1.1.14 — Supposons donné dans une 2-catégorie D un cube solide commutatif :

(1.7)

• •

• •

• •

• •

//
g1

//g2

//g4

g3 //

��
f2

��

f1
��

f4

��
f3

???????

��h1???????

��h3

???????

��
h4

???????

��
h2

formé des six faces carrées :

• •

• •

//
g1

//g2

��

f2

��

f1����{�

• •

• •

//
h3

//h4

��

f4

��

f2����{�

• •

• •

//
g2

//g4

��

h4

��

h2
����{�

• •

• •

//
g3

//g4

��

f4

��

f3����{�

• •

• •

//
g1

//g3

��

h3

��

h1
����{�

• •

• •

//
h1

//h2

��

f3

��

f1����{�

On suppose donnés des adjoints à droites (f ′i , ηi, δi) à fi pour i ∈ {1, 2, 3, 4}. Le cube solide :

(1.8)

• •

• •

• •

• •

//
g1

//g2

//g4

g3 //

OO

f ′2

OO

f ′1

OO

f ′4
f ′3

OO

???????

��h1???????

��h3

???????

��
h4

???????

��
h2

obtenu en appliquant la proposition 1.1.9 est commutatif.

Notons également les deux lemmes simples ci-dessous dont la preuve est laissée en exercice :

Lemme 1.1.15 — Supposons donnés dans une 2-catégorie D un 2-morphisme :

• •

••

//
g1

//g2

��

f2

��

f1����{�
α
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et des adjoints à droites (f ′1, η1, δ1), (f ′2, η2, δ2), (g′1, η
′
1, δ
′
1) et (g′2, η

′
2, δ
′
2) de f1, f2 ,g1 et g2. On muni g′2 ◦ f ′1 et f ′2 ◦ g′1

des structures d’adjoint à droites de f1 ◦ g2 et g1 ◦ f2 comme dans 1.1.9. On peut alors construire deux 2-morphismes :

• •

••

oo
g′1

oo g′2
OO

f ′2

OO

f ′1����
;Cβ1

• •

••

oo
g′1

oo g′2
OO

f ′2

OO

f ′1����
;Cβ2

de la manière suivante.
– En prenant β1 = aα.
– En formant le 2-morphisme :

• •

••

//
g1

//g2
OO

f ′2

OO

f ′1
???? �#

et en appliquant à nouveau la proposition 1.1.9 à ce 2-morphisme avec les adjonction (g1, g
′
1) et (g2, g

′
2) pour

obtenir :

• •

••

oo
g′1

oo g′2
OO

f ′2

OO

f ′1����
;Cβ2

Les deux 2-morphismes β1 et β2 sont alors égaux.

Lemme 1.1.16 — Supposons donnés dans une 2-catégorie D un 2-morphisme :

(1.9)

• •

••

//
g1

//g2

��

f2

��

f1����{�
α

et des adjoints à droites (f ′1, η1, δ1) et (f ′2, η2, δ2) de f1 et f2. Notons β le 2-morphisme obtenu de α par les adjonctions
(f ′1, f1) et (f ′2, f2). Notons de même α′ le 2-morphisme obtenu de β par les même adjonctions. Alors α = α′.

1.1.3 Applications aux 2-foncteurs

Cette sous-section est consacrée aux applications de ce qui précède aux 2-foncteurs. L’essentiel est résumé dans la
proposition suivante :

Proposition 1.1.17 — Soient C une catégorie et D une 2-catégorie. Soit F : C // D un 2-foncteur covariant.
On suppose que pour toute flèche f : X // Y de C, le 1-morphisme :

F(f) : F(X) // F(Y )

admet un adjoint à droite. Il existe alors :

1. un 2-foncteur contravariant G : C // D ,

2. un couple de 2-morphismes (ηf , δf ) pour chaque flèche f de C,

tels que :
– pour tout objet X de C, F(X) = G(X),
– pour toute flèche f : X // Y , le triplet (G(f), ηf , δf ) définit un adjoint à droite à F(f),
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– Pour toute suite de flèches composables de C :

X
f // Y

g // Z

la composition des deux diagrammes planaires ci-dessous donne le même 2-morphisme :

F(X) F(Y ) F(Z)

F(Y )

F(X)

//
F(f)

//
F(g)

OO

G(g)

OO

G(f)

����������������������������

����������������������������

������������

������������

???? �#
ηf

???? �#
ηg

F(X) F(Z)

F(X)

F(Y )

F(Y )

//F(g ◦ f)

OO

G(g ◦ f)

????????????

��
F(f)

������������

??

F(g)

������������

??

G(g)

????????????

__

G(f)
����������������������������

����������������������������

???? �#
ηg◦f

�� ��
�� cF

____ +3
cG

où cF et cG sont les 2-isomorphismes de connexion pour F et G respectivement. Cette condition s’exprime égale-
ment par la commutation de diagramme solide :

F(Z)

F(X)

F(Y )

F(X)

F(Y )
��������������������

��

G(g)

��������������������������

��

????????????????????

__

F (g)

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

RR

????????????

��
G(f)

������������

??

F (f)

De plus, ces données sont uniques à un isomorphisme unique près. On a également les conditions analogues pour
les 2-morphismes de counités (δ•).

Demonstration On commence par construire le triplet (G, η•, δ•). On demandera bien sûr que G(X) = F(X) pour
tout objet X de C. Pour chaque flèche f : X // Y de C, on fixe un adjoint à droite :

G(f) : F(Y ) // F(X)

On notera ηf et δf l’unité et la counité de l’adjonction. On va définir une structure de 2-foncteur sur G. C’est à dire
qu’on va construire les 2-isomorphismes de connexion cG.

Soit une suite de flèches dans C :

X
f // Y

g // Z

Le 1-morphisme G(g ◦ f) est adjoint à droite de F(g ◦ f). D’autre part part, le lemme 1.1.4 nous dit que G(f) ◦ G(g)
est adjoint à droite de F(g) ◦ F(f). On applique alors la proposition 1.1.5 au 2-isomorphisme de connexion :

cF(f, g) : F(g ◦ f) ∼ // F(g) ◦ F(f)

on obtient alors un 2-morphisme :

acF(f, g) : G(f) ◦ Gg) // G(g ◦ f)
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Ce 2-morphisme est inversible par 1.1.6. On pose cG(f, g) = (acF(f, g))−1. Muni de ces 2-isomorphismes, G devient un
2-foncteur contravariant. En effet la relation de cocycle pour les cG découle de 1.1.6 et de la relation de cocycle pour
cF. Finalement la commutation du diagramme solide n’est autre que la commutation du carré de 2-morphismes :

G(g ◦ f) ◦ F(g ◦ f)
cF(f,g)

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

1

ηg◦f
55jjjjjjjjjjjjjjjjjj

ηg◦ηf
))TTTTTTTTTTTTTTTTTTT G(g ◦ f) ◦ F(f) ◦ F(g)

G(f) ◦ G(g) ◦ F(g) ◦ F(f)
cG(f,g)−1

33gggggggggggggggggggg

qui est donné toujours par la proposition 1.1.5. On laisse l’unicité comme exercice pour les lecteurs. c.q.f.d

Definition 1.1.18 — Sous les hypothèses de la proposition précédente, on dira que le 2-foncteur G muni des
2-morphismes η• et δ• est un adjoint à droite global du 2-foncteur F.

1.1.4 Une règle de calcul
Cette sous-section est basée sur le résultat simple suivant :

Lemme 1.1.19 — Soit f : X // Y un 1-morphisme dans une 2-catégorie D. On suppose donné (g, η, δ) un
adjoint à droite de f . Soit Z un objet de D.

1. Les deux foncteurs :

f◦ : MorD(Z,X) // MorD(Z, Y ) g◦ : MorD(Z, Y ) // MorD(Z,X)

forment un couple de foncteurs adjoints : g◦ est adjoint à droite de f◦.
2. Les deux foncteurs :

◦g : MorD(X,Z) // MorD(Y,Z) ◦ f : MorD(Y,Z) // MorD(X,Z)

forment un couple de foncteurs adjoints : ◦f est adjoint à droite de ◦g.

La description classique d’une adjonction nous dit alors qu’il existe une bijection :

homMorD(Z,X)(f ◦ v, u) // homMorD(Z,Y )(v, g ◦ u)

fonctorielle en u ∈ Ob(MorD(Z,X)) et v ∈ Ob(MorD(Z, Y )) qui envoie un 2-morphisme α : f ◦ v // u :

Z X

Y

//
u

��������������

??

v

OO

f
????[c
α

sur la composée du diagramme planaire :

Z X

Y X

//
u

��������������

??

v

OO

f

//g

��������������

��������������

????[c
α

????[c η

La bijection inverse envoie un 2-morphisme β : u // g ◦ v :

Z Y

X

//
v

��������������

??

u

OO

g???? �#
β
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sur la composée du diagramme planaire :

Z Y

X Y

//
v

��������������

??

u

OO

g

//f

��������������

��������������

???? �#
β

???? �#
δ

Ceci nous permet d’énoncer la règle suivante :

Règle : Soient D une 2-catégorie et supposons données deux suites de 1-morphismes :

X
f1 // •

f2 //// • . . . •
fk // Y

X
g1 // •

g2 //// • . . . •
gl // Y

Supposons que les f? et le g? admettent des adjoints à droites df? et dg? respectivement. Se donner un 2-morphisme :

fk ◦ · · · ◦ f1
// gl ◦ · · · ◦ g1

équivaut à se donner un 2-morphisme :

fi ◦ · · · ◦ f1 ◦ dg1 ◦ · · · ◦ dgj−1
// df i+1 ◦ · · · ◦ dfk ◦ gl ◦ · · · ◦ gj

pour n’importe quel i et j.

Comme illustration de ce principe on peut remarquer que le 2-morphisme β de la proposition 1.1.5 provient de
cette construction. En effet, se donner β : g′ // g équivaut à se donner un 2-morphisme f ◦ g′ // 1 et donc

aussi à se donner un 2-morphisme f // f ′ .

1.1.5 Équivalences dans une 2-catégorie

Definition 1.1.20 — Soient D une 2-catégorie et f : X // Y un 1-morphisme de D. On dit que f est une
équivalence s’il existe un adjoint à droite (g, η, δ) de f avec η et δ des 2-isomorphismes. Dans ce cas, (g, δ−1, η−1) est
un adjoint à gauche de f et on dira que g est un quasi-inverse à f .

Les deux résultats simples suivant seront donnés sans démonstration :

Lemme 1.1.21 — Soit un diagramme planaire :

• •

••

//
e

//e′

��

f ′

��

f����{�
α

dans une 2-catégorie D. On suppose que e et e′ sont des équivalences et on fixe e−1 et e′−1 des quasi-inverses à e et e′
respectivement. On suppose également donnés des adjoints à droite g et g′ pour f et f ′ respectivement. On considère
les deux constructions suivantes.

1. De α : f ◦ e′ // e ◦ f ′ on déduit par la règle de la sous-section 1.1.4 le 2-morphisme : e′ ◦ g′ // g ◦ e .

2. On prend : aα : g′ ◦ e−1 // e′−1 ◦ g puis on déduit par la règle de la sous-section 1.1.4 le 2-morphisme :

e′ ◦ g′ // g ◦ e .
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Ces deux constructions donnent le même 2-morphisme.

Supposons maintenant que le 2-morphisme :

• •

••

//
e

//e′

��

f ′

��

f����{�
α

est un 2-isomorphisme. On suppose comme ci-dessus que e et e′ sont des équivalences et qu’il existe une suite d’ad-
jonctions :

f = f0, f1, . . . , fk

(i.e. fi+1 est un adjoint à droite de fi). Il existe alors une suite d’adjonctions :

f ′ = f ′0, f
′
1, . . . , f

′
k

On a de plus la proposition suivante :

Proposition 1.1.22 — On peut construire à partir de α des 2-isomorphismes :

• •

••

//
e

//e′

f ′k fk����{�
???? �#

αk

(le sens des 1-morphismes verticaux est descendant ou montant suivant que k est pair ou impair) par une suite de
“mouvements élémentaires” variants parmi :

– on peut changer le sens du 2-morphisme en le remplaçant par son inverse,
– on peut remplacer un 2-morphisme ? par a? puis appliquer la règle de la sous-section 1.1.4 à e et e′.

La suite de mouvements élémentaires n’est pas unique mais le 2-morphisme αk est indépendant du choix de la suite
choisie.

1.1.6 Autoéquivalences d’un 2-foncteur

Definition 1.1.23 — Soient C une catégorie, D une 2-catégorie et F un 2-foncteur :

F : C // D

Une autoéquivalence de F est la donnée :
– pour tout objet X de C, d’une équivalence EX : F(X) // F(X) ,

– pour toute flèche f : X // Y de C, d’un 2-isomorphisme :

F(X) F(X)

F(Y )F(Y )

//
EX

//EY

F(f) F(f)����{�
αf

Ces données doivent vérifier la condition suivante. Pour toute suite de flèches dans C :

X
f // Y

g // Z
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le diagramme solide :

F(X) F(X)

F(Z)F(Z)

F(Y ) F(Y )

//
EX

//
EZ

//
EY

F(g ◦ f)
????????????

F(g)

????????????

F(g)

������������

F(f)
������������

F(f)

est commutatif.

Definition 1.1.24 — Soit un 2-foncteur F : C // D . On suppose données deux autoéquivalences :

((EX)X∈Ob(C), (αf )f∈Fleches(C)) et ((E′X)X∈Ob(C), (α′f )f∈Fleches(C))

Un morphisme d’autoéquivalences de (EX) vers (E′X) est la donnée pour tout objet X de C d’un 2-morphisme :

EX // E′X

tel que (si F est covariant par exemple) pour tout f : X // Y le diagramme de 2-morphismes suivant :

EY ◦ F(f)
αf //

��

F(f) ◦ EX

��
E′Y ◦ F(f)

α′f // F(f) ◦ E′X

est commutatif.

On a la proposition évidente :

Proposition 1.1.25 — Soit un 2-foncteur F : C // D . On suppose données deux autoéquivalences :

((EX)X∈Ob(C), (αf )f∈Fleches(C)) et ((E′X)X∈Ob(C), (α′f )f∈Fleches(C))

On définit :
– pour tout objet X de C, un 1-isomorphisme E′′X comme étant la composée E′X ◦ EX ,
– pour toute flèche f : X // Y de C, un 2-morphisme α′′f comme étant la composée du diagramme planaire :

F(X) F(X)

F(Y )F(Y )

F(X)

F(Y )

//
EX

//EY

//
E′X

//E′Y

F(f) F(f)����{� ����{�
αf α′f

Ceci définit alors une autoéquivalence de F appelée la composée de (EX) et (E′X).

Demonstration En effet le diagramme solide :

F(X) F(X)

F(Z)F(Z)

F(Y ) F(Y )

F(X)

F(Z)

F(Y )

//
EX

//
E′X

//
EZ //

E′Z

//
EZ //

E′Z
F(g ◦ f)

????????????

????????????

F(g)

????????????

F(g)

������������

������������

F(f)
������������

F(f)
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est commutatif car il est formé de deux sous-diagrammes solides commutatifs (ceux qui expriment que (EX) et (E′X)
sont des autoéquivalences). c.q.f.d

Proposition 1.1.26 — 1- Soient un 2-foncteur covariant :

F : C // D

et (EX , αf ) une autoéquivalence de F. On suppose que F admet un adjoint global à droite G. Il existe alors une unique
autoéquivalence (EX , βf ) de G telle que pour toute flèche f de C le diagramme solide :

• •

• • •

•
��������������

??

E

��������������

??

E�������

�������

??
E

��

F(f)

��

F(f)

//
G(f)

//
G(f)

??????????????

??????????????
??????????????

??????????????

est commutatif. Les faces triangulaires de ce diagramme sont le 2-morphisme d’unité de l’adjonction. Les deux petites
faces carrées sont les 2-isomorphismes α. La grande face carrée est l’identité du 1-morphisme E. De plus on a un
diagramme solide commutatif analogue à celui ci-dessus pour la counité de l’adjonction.

2- La construction précédente est fonctorielle et covariante (pour les morphismes d’autoéquivalence).
3- La construction précédente est compatible avec la composition des autoéquivalences (d’une façon covariante).

Demonstration 1- La formule qui donne l’inverse du 2-isomorphisme βf à partir de αf est la suivante :

• • •

• • •

//
E

//
G(f)

//G(f) //E
??????????????

??????????????

??????????????

??????????????��

F(f)

��

F(f)
����
;C

����
;C

����
;C

ηf

δf

Il faut vérifier que ça définit bien une autoéquivalence i.e que le diagramme solide de la définition est commutatif.
Pour prouver ceci on utilise 1.1.17 et on procède exactement comme dans la preuve de la proposition 1.1.11.

2- La fonctorialité est claire.

3- Pour la composition il suffit de voir que le diagramme solide :

• •

• • •

• • •

•

��������������

??

E

��������������

??

E′

��������������

??

E

��������������

??

E′

�������

�������

??
E

�������

�������

??
E′

��

F(f)

��

F(f)

��

F(f)

//
G(f)

//
G(f)

//
G(f)

??????????????

??????????????
??????????????

??????????????
??????????????

??????????????

est commutatif. c.q.f.d
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1.2 Préliminaires 2-catégoriques II : Échanges entre 2-foncteurs. Fonc-
teurs croisés

1.2.1 Structures d’échange
Dans toute cette section, on suppose fixées deux catégories C1 et C2 telles que Ob(C1) = Ob(C2). On appelle carré

mixte un diagramme :

Y ′
g′ //

f ′

��

X ′

f

��
Y g

// X

tel que :
– X,X ′, Y et Y ′ soient des objets de C1 donc aussi de C2,
– g et g′ des flèches de C1,
– f et f ′ des flèches de C2.

On a les notions évidentes de compositions horizontales et verticales des carrés mixtes. On fixe une classe E de carrés
mixtes qui soit stable par compositions horizontales et verticales. Étant donnée une 2-catégorie D, on fait la définition
suivante :

Definition 1.2.1 — Supposons donnés un 2-foncteur F1 : C1
// D et un 2-foncteur F2 : C2

// D tels
que F1(X) = F2(X) = F(X) pour tout X dans Ob(C1) = Ob(C2). Une structure d’échange par rapport à E sur le
couple (F1,F2) est la donnée pour tout carré mixte (C) dans E :

Y ′
g′ //

f ′

��

X ′

f

��
Y g

// X

d’un 2-morphisme e(C) de D (appelé 2-morphisme d’échange associé au carré mixte (C)) :

F(Y ) F(X)

F(X ′)F(Y ′)

//
F1(g)
oo

oo F1(g′) //
OO

F2(f ′)

��

OO

F2(f)

��

����{�
???? �#

????[c
����
;C

Le sens des 2-morphismes e(.) est constant (i.e. indépendant du carré mixte). La famille de ces 2-morphismes doit
vérifier les deux conditions de compatibilité suivantes.

– (Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes) Pour tout carrés mixtes C1 et C2 horizontale-
ment composables :

•
g′ //

f ′′

��

• h′ //

f ′

��

•
f

��•
g // • h // •

Le diagramme solide :

•

•

•

•

•

•

��

��

��

OO

OO

OO

PPPPPPPPPPPPPP

''

PPPPPPPPPPPPPP

''

nnnnnnnnnnnnnn

77

nnnnnnnnnnnnnn

77

//gg

gg

ww

ww

oo

oo //

F1(h′ ◦ g′)

F1(h ◦ g)

F1(g′)

F1(g)

F1(h′)

F1(h)

F2(f ′′) F2(f)

F2(f ′)
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est commutatif.
– (Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes) Pour tout carrés mixtes C ′ et C verticalement
composables :

•
g′′ //

f ′

��

•
f

��•
g′ //

e′

��

•
e

��•
g // •

le diagramme solide :

•

•

• •

•

•//

//

//

��������������

����������������

��

..............

��..............

�� ����

oo

oo

oo

��������������

GG��������������

GG

..............

WW..............

WW

OO

F2(e ◦ f)

F2(e′ ◦ f ′)

F2(f)

F2(f ′)

F2(e)F2(e′)

F1(g′′)

F1(g)

F1(g′)

est commutatif.

On notera parfois l’échange sur (F1,F2) par la famille de ses 2-morphismes d’échange : (e(C))C∈E .

Remarque 1.2.2 — Dans la définition ci-dessus on a fait exprès de ne pas préciser les directions des foncteurs Fi.
En effet nous tolérons toutes les combinaisons cohérentes pour les sens des 1-morphismes et des 2-morphismes. Il est
facile de voir qu’il y a huit combinaisons possibles :

1. F1 et F2 de même variance (le cas codirectionnel) :

(a) F1 et F2 sont tous les deux covariants :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↙.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↗.

(b) F1 et F2 sont tous les deux contravariants :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↙.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↗.

2. F1 et F2 ont des variances différentes (le cas contradirectionnel) :

(a) F1 est covariant et F2 est contravariant :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↘.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↖.

(b) F1 est contravariant et F2 est covariant :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↘.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est ↖.

Ainsi dans la suite on dira par exemple : Un échange codirectionnel contravariant du type ↙.

Remarque 1.2.3 — La dualité permet d’échanger d’une façon transitive les différents types d’échanges entre
2-foncteurs : en remplaçant si nécessaire C1 par C

op
1 et C2 par C

op
2 on peut rendre notre foncteur codirectionnel et

covariant. En remplaçant si nécessaire D par D2−op on peut supposer que F est de type ↙.
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Remarque 1.2.4 — Soit F : C // D un 2-foncteur covariant. On obtient une structure d’échange de type ↙
sur le couple (F,F) par rapport à la classe des carrés commutatifs en prenant pour tout carré commutatif :

Y ′
g′ //

f ′

��

X ′

f

��
Y g

// X

le 2-isomorphisme : cF(f ′, g) ◦ cF(g′, f)−1 où les cF(., .) désignent les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur F.
Le fait que ces 2-morphismes définissent bien un échange est conséquence de l’axiome de cocycle. On qualifiera cet
échange codirectionnel de trivial. En utilisant la proposition 1.2.5 on pourra construire à partir de cet échange trivial
des échanges moins trivials.

On va décrire maintenant une construction fondamentale qui permet de construire des structures d’échange à partir
d’autres structures d’échange.

Proposition 1.2.5 — Soit F1 et F2 deux 2-foncteurs covariants comme dans la définition 1.2.1. On suppose
donné un échange (e(C))C∈E du type ↙ sur (F1,F2). On suppose que F1 admet un adjoint global à gauche. On en
choisit un :

G1 : C1
// D

(avec les 2-morphismes ηf et δf pour une flèche f dans C1). Le couple (G1,F2) peut être muni d’un échange contra-
directionnel du type ↖ . Le 2-morphisme d’échange :

G1(g)F2(f) // F2(f ′)G1(g′)

associé à un carré mixte dans E :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

est défini par la composée du diagramme planaire :

• • •

• • •

//
F2(f)

//
G1(g)

//G1(g′) //F2(f ′)
??????????????

??????????????

??????????????

??????????????��

F1(g′)

��

F1(g)
����
;C

����
;C

����
;C

ηg′

δg

e

le 2-morphisme e étant le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (F1,F2) associé au même carré mixte.
On peut caractériser les 2-morphismes d’échange de la nouvelle structure ainsi obtenue par la condition suivante. Le
2-morphisme d’échange : G1(g) ◦ F2(f) // F2(f ′) ◦ G1(g) est l’unique 2-morphisme u rendant commutatif l’un des
deux losanges suivants :

F2(f ′)G1(g′)F1(g′)
δ

))RRRRRRRRRRRRRR

G1(g)F2(f)F1(g′)

u
55kkkkkkkkkkkkkk

e
))SSSSSSSSSSSSSS

F2(f ′)

G1(g)F1(g)F2(f ′)

δ

55llllllllllllll
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ou
F1(g)G1(g)F2(f)

u

))SSSSSSSSSSSSSS

F2(f)

η
55llllllllllllll

η
))RRRRRRRRRRRRR

F1(g)F2(f ′)G1(g′)

F2(f)F1(g′)G1(g′)

e

55kkkkkkkkkkkkkk

Demonstration On utilisera les propositions 1.1.11 et 1.1.12 de la section précédente. Pour montrer que les 2-
morphismes définis dans l’énoncé munissent (G1,F2) d’une structure d’échange il faut vérifier la compatibilité avec les
compositions des carrés mixtes dans E .

Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes. Soit le diagramme :

•
g′′ //

f ′

��

•
f

��•
g′ //

e′

��

•
e

��•
g // •

formé de deux carrés mixtes superposés verticalement. Il faut prouver que les composées des deux diagrammes planaires
coïncident :

• •

• •

• •

oo
G1(g)

oo G1(g′)

oo G1(g′′)

��

F2(e′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)

��

F2(e)????[c
e

????[c
e

• •

••

•

•

•

•

oo
G1(g)

oo G1(g′′)

��

F2(e′◦f ′)

��

F2(e◦f)

��

F2(e′)◦F2(f ′)

��

F2(e′)◦F2(f ′)????[c
e

____ks
cF2

____ks
c−1

F2

Les carrés précédents sont obtenus à l’aide des adjonctions (G1(g′′),F1(g′′)) et (G1(g),F1(g)) des carrés :

• •

• •

• •

//
F1(g)

//F1(g′)

//F1(g′′)

��

F2(e′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)

��

F2(e)����{�
e

����{�
e

• •

••

•

•

•

•

//
F1(g)

//F1(g′′)

��

F2(e′◦f ′)

��

F2(e◦f)

��

F2(e′)◦F2(f ′)

��

F2(e′)◦F2(f ′)����{�
e

____ks
cF2

____ks
c−1

F2

Mais la composée de ces deux diagrammes planaires est la même. D’où le résultat.

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes. Soit le diagramme :

•
g′ //

f ′′

��

• h′ //

f ′

��

•
f

��•
g // • h // •
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formé de deux carrés mixtes. Il faut prouver que la composée des deux diagrammes planaires :

• • •

• • •

oo
G1(g)

oo
G1(h)

oo G1(g′) oo G1(h′)

��

F2(f ′′)

�� ��

F2(f)????[c
e

????[c
e

• •

••

•

•

oo G1(h ◦ g)

oo
G1(h′ ◦ g′)

��

F2(f ′′)

��

F2(f)

??????????????

__

G1(g)

??????????????

__

G1(h′)

��������������

��

G1(g′)

��������������

��

G1(h)

????[c
e

� �� �KS
c−1

G1

� �� �KS cG1

donne le même 2-morphisme. On fait exactement pareil que dans le cas précédent en utilisant en plus le fait que les
2-isomorphismes de connexions cG1 sont obtenus de cF1 par adjonction. c.q.f.d

Remarque 1.2.6 — En utilisant la remarque 1.2.2 on peut déduire plein de variantes de la proposition précédente.
Par exemple si l’on suppose que l’échange sur (F1,F2) est codirectionnel covariant de type ↗ et que F1 admet un
adjoint global à droite G1, alors on peut munir (G1,F2) d’un échange contradirectionnel de type ↘. Ceci s’obtient en
utilisant la 2-dualité.

On termine cette sous-section par quelques règles qui permettent de déterminer rapidement le type de la structure
d’échange qu’on obtient par la construction précédente.

— Règle 1 : Supposons donnée une structure d’échange sur (F1,F2). Il existe un seul type d’adjoint global (i.e. à
droite ou à gauche) à F1 (resp. F2) qui permet la construction d’un échange sur (G1,F2) (resp. (F1,G

2)) comme dans
1.2.5 (G1 est l’adjoint de F1 et G2 celui de F2). La nature de l’adjonction entre F1 et G1 (resp. F2 et G2) est déterminée
par la variance de F1 (resp. F2) et le type d’échange sur (F1,F2). On dira "bon adjoint global" pour un adjoint qui
permet la construction 1.2.5.

— Règle 2 : (Valable pour le cas codirectionnel) Supposons donné un échange sur (F1,F2) avec F1 et F2 de même
variance :

– Soit G1 un bon adjoint global à F1. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (G1,F2) à partir de
celui des 2-morphismes d’échange sur (F1,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens des aiguilles
d’une montre.

– Soit G2 un bon adjoint global à F2. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (F1,G1) à partir de celui
des 2-morphismes d’échange sur (F1,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens contraire à celui des
aiguilles d’une montre.

— Règle 3 : (Valable pour le cas contradirectionnel) Supposons donné un échange sur (F1,F2) avec F1 et F2 de
variances opposées :

– Soit G1 un bon adjoint global à F1. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (G1,F2) à partir de celui
des 2-morphismes d’échange sur (F1,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens contraire à celui des
aiguilles d’une montre.

– Soit G2 un bon adjoint global à F2. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (F1,G1) à partir de
celui des 2-morphismes d’échange sur (F1,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens des aiguilles
d’une montre.

1.2.2 Recollement des structures d’échange

Dans cette sous-section on va établir deux résultats qui permettront de recoller des structures d’échange. Pour
établir ces résultats il faudra se restreindre à l’un des quatre cas suivants :

1. C1 = C2 = C,

2. C1 = C et C2 = Cop,

3. C1 = Cop et C2 = C,

4. C1 = C2 = Cop,
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avec C une catégorie stable par produits fibrés et E la classe des carrés commutatifs et cartésiens dans C. On suppose
donnée deux sous-catégories C1 et C2 de C contenant tous les isomorphismes et stables par changement de base. On
suppose également que C1 et C2 engendrent la catégorie C. On notera C

j
i la catégorie Cj vue comme une sous-catégorie

de Ci ( avec i, j = 1, 2). On suppose donné une 2-catégorie D et un 2-foncteur covariant :

Fi : Ci // D

pour chaque j ∈ {1, 2}. On notera jFi la restriction du 2-foncteur Fi à C
j
i .

Proposition 1.2.7 — En plus de hypothèses précédentes on suppose satisfaite la condition1 que toute flèche f
de C se factorise :

f = p ◦ s

avec p dans C2 et s dans C1. On suppose donné un échange codirectionnel de type ↙ sur chacun des couples :
– (1F1,F2),
– (2F1,F2),

tel que pour tout cube :

• •

••

• •

••

KKKKKKKKKKK

%%

a

KKKKKKKKKKK

%%

a

KKKKKKKKKKK

%%

a

KKKKKKKKKKK

%%
a

��

k′

��
k

��

f

//
h′

//
h

//
g

//
g′ ��

f ′

ayant
– les deux faces parallèles au plan de la feuille : des carrés commutatifs de C1 avec g et h dans C1

1 et f et k dans
C2

1,
– les quatre faces perpendiculaires au plan de la feuille : des carrés mixtes qui sont cartésiens dans C et avec a
dans C2,

le cube dans D :

• •

••

• •

••

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(a)

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(a)

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(a)

JJJJJJJJJJJJJ

%%
F2(a)

��

F1(k′)

��

F1(k)
��

F1(f)

//
F1(h′)

//
F1(h)

//
F1(g)

//
F1(g′) ��

F1(f ′)

formé en prenant pour 2-morphismes :
– sur les faces parallèles au plan de la feuille : les 2-isomorphismes d’échange relatifs à l’échange trivial sur le
couple (F1,F1),

– sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et horizontales : les 2-morphismes d’échange relatifs à l’échange
sur (1F1,F2),

– sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et verticales : les 2-morphismes d’échange relatifs à l’échange
sur (2F1,F2),

est commutatif. Il existe alors un unique échange sur (F1,F2) prolongeant les deux échanges donnés.

1Cette condition est plus forte que la simple génération de C par les Ci.
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Demonstration Soit (C) un carré mixte dans E (i.e. cartésien un fois regardé dans C) :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

Fixons une factorisation de g :

•
an //

g

##•
an−1 //// • . . . •

a1 // •

avec ai dans C1
1 ou dans C2

1. On peut toujours en trouver puisque C1 et C2 engendrent C. On fixe une suite jk ∈ {1, 2}
telle que ak soit dans C

jk
1 . Notons bien que cette suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur Ci et E impliquent

qu’une telle factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) :

•
a′n //

g′

##

f ′=fn

��

•
a′n−1 ////

fn−1

��

•

��

. . . •
a′1 //

f1

��

•

f0=f

��•
an //

g

;;•
an−1 //// • . . . •

a1 // •

et que a′k est dans C
jk
1 . On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des jk un 2-morphisme e = e(f) :

• •

••

//
F1(g)

//
F1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)����{�
e

En prenant la composée du diagramme planaire :

• • • • •

• • • • •

==

F1(g)

!!

F1(g′)

��

F2(fn)

�� ��

F2(fn−2)

�� ��

F2(f0)

//F1(a′n) //F1(a′n−1) //F1(a′1)

//
F1(an)

//
F1(an−1)

//
F1(a1)

. . .

. . .

����{�
ejn1

����{�
e
jn−1
1

����{�
e
j1
1

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

On prouvera d’abord que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation de g ainsi que du choix des
jk. On commence pour cela par décrire deux manipulations élémentaires qu’on peut appliquer sur la factorisation de
g sans changer la valeur du 2-morphisme e(f).
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Manipulation 1 : Supposons que pour un i on a : ji = ji−1. Alors on peut remplacer dans la factorisation de g les
deux flèches ai et ai−1 par leur composée : ai−1 ◦ ai qu’on regardera alors comme une flèche de C

ji
1 = C

ji−1
1 .

Pour prouver ceci on remarque d’abord que par la relation de cocycle les 2-isomorphismes de connexions qui se
trouvent dans la définitions de e(f) se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions :

F1(a′i−1a
′
i) // F1(a′i−1)F(a

′
i) et F1(ai−1)F(ai) // F1(ai−1ai)

On voit donc qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires :

• • •

• • •

<<

F1(ai−1ai)

""

F1(a′i−1a
′
i)

��

F2(fi)

�� ��

F2(fi−2)

//F1(a′i) //F1(a′i−1)

//
F1(ai)

//
F1(ai−1)

����{�
e
ji
1

����{�
e
ji−1
1

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

• •

••

//
F1(ai−1ai)

//
F1(a′i−1a

′
i)

��

F2(f ′i)

��

F2(fi−2)ttttv~
e
ji
1

sont égales. Mais ceci est clair par la compatibilité des 2-morphismes définissant l’échange sur (jiF1, F2) avec la
composition horizontale des carrés.

Manipulation 2 : Supposons qu’on est dans le cas C1 = C (on peut toujours se ramener à ce cas par 1-dualité.
Désormais on supposera dans la suite C1 = C) et que ji = 2 et ji−1 = 1. On sait par hypothèse que la flèche ai ◦ ai−1

admet une factorisation par une flèche de C1
1 suivie par une flèche de C2

1. On obtient donc un carré commutatif :

•
bi //

ai

��

•
bi−1

��• ai−1
// •

avec bi et ai−1 dans C1
1 et ai et bi−1 dans C2

1. L’opération qui consiste à remplacer ai et ai−1 par bi et bi−1 et de
permuter les valeurs de ji et ji−1 ne change pas la valeur de e(f).

Pour montrer cela on commence par prendre les pull-back suivant fi−2 pour former un cube :

• •

••

• •

••

KKKKKKKKKKK

%%

fi

KKKKKKKKKKK

%%

fi−1

KKKKKKKKKKK

%%

fi−2

KKKKKKKKKKK

%%
fi−1

��

a′i

��
ai

��

bi−1

//
b′i

//
bi

//
ai−1

//
a′i−1

��
b′i−1

On en déduit alors un cube commutatif dans D :
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(1.10)

• •

••

• •

••

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(fi)

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(fi−1)

JJJJJJJJJJJJJ

%%

F2(fi−2)

JJJJJJJJJJJJJ

%%
F2(fi−1)

��

F1(a′i)

��

F1(ai)
��

F1(bi−1)

//F1(b′i)

//F1(bi)

//
F1(ai−1)

//
F1(a′i−1) ��

F1(b′i−1)

Comme dans le paragraphe précédent, la relation de cocycle appliquée aux 2-isomorphismes de connexions qui se
trouvent dans la définition de e(f) montre que ces derniers se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions :

F1(b′i−1)F1(b′i) // F1(a′i−1)F(a
′
i) et F1(ai−1)F(ai) // F1(bi−1)F1(bi)

On voit donc qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires suivants :

• • •

• • •

��

F2(fi)

�� ��

F2(fi−2)

//F1(a′i) //F1(a′i−1)

//
F1(ai)

//
F1(ai−1)

����{�
e
ji
1

����{�
e
ji−1
1

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
��

cF1

•

•

��������������

??

F1(bi)

??????????????

��

F1(bi−1)

??????????????

��
F1(b′i)

��������������

??

F1(b′i−1)

• • •

• • •

��

F2(fi)

�� ��

F2(fi−2)

//F1(b′i) //F1(b′i−1)

//
F1(bi)

//
F1(bi−1)

����{�
e
ji−1
1

����{�
e
ji
1

sont les mêmes. (À noter bien qu’on a permuté les places de ji et ji−1 dans les deux rectangles et que fi−1 ne désigne
pas la même flèche dans les deux diagrammes planaire). Le fait que les composées sont les mêmes découle directement
de la commutativité du cube (1.10).

Preuve de l’indépendance En utilisant le nombre de fois nécessaire les deux manipulations précédentes on se
ramène au cas où n = 2. Plus précisément il suffira de prouver le cas particulier suivant :

Étant données deux factorisations g = p1 ◦ s1 = p2 ◦ s2, les composées des deux diagrammes planaires :

• • •

• • •

CC

F1(g)

��

F1(g′)

��

F2(f ′)

�� ��

F2(f)

//F1(s′1) //F1(p′1)

//
F1(s1)

//
F1(p1)

����{�
e11

����{�
e21

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

• • •

• • •

CC

F1(g)

��

F1(g′)

��

F2(f ′)

�� ��

F2(f)

//F1(s′2) //F1(p′2)

//
F1(s2)

//
F1(p2)

����{�
e11

����{�
e21

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

sont les mêmes.
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Pour prouver cela on se ramène facilement (en utilisant la stabilité de C2 par changement de base ainsi que
l’existence de factorisation à deux facteurs le premier étant dans C1 et le suivant dans C2) au cas où il existe une flèche
u dans C2 rendant le diagramme commutatif dans C :

•
u

��

p2

��@@@@@@@@

•
s1 //

s2

??�������� •
p1 // •

En utilisant le cube obtenu à partir de :

•
s2 // •

u

��•
s1 // •

par pull-back suivant f ainsi que le cube commutatif dans D (comme dans l’énoncé) il est facile de terminer la preuve
de l’indépendance. On laisse les détails en exercice.

Fin de la preuve Il nous reste à vérifier la compatibilité avec les compositions des carrés. Pour la composition
horizontale c’est très facile en utilisant le résultat d’indépendance qu’on vient de prouver. Pour la composition verticale
c’est également facile. Le lecteur pourra consulter la preuve de la proposition suivante pour plus de détails. c.q.f.d

Dans le même esprit on a la proposition suivante qui ne sera (malheureusement) pas utilisée dans la suite. On a
quand même choisi de l’inclure ici.

Proposition 1.2.8 — On suppose données quatre structures d’échange codirectionnels de type ↙ :
– un échange sur le couple (F1,

1F2). On notera e1
2 les 2-morphismes d’échange pour cette structure,

– un échange sur le couple (F1,
2F2). On notera e2

2 les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
– un échange sur le couple (1F1,F2). On notera e1

1 les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
– un échange sur le couple (2F1,F2). On notera e2

1 les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
tels que pour i et j dans {1, 2} les deux échanges sur (iF1,

jF2) obtenus par restriction de l’échange sur :
– (F1,

jF2),
– (iF1,F2),

coïncident. Sous ces hypothèses il existe un unique échange sur le couple (F1,F2) qui redonne les quatre structures
d’échanges ci-dessus par restriction aux catégories C1 et C2.

Demonstration Supposons donné un carré mixte (C) :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

qui soit dans E . Fixons une factorisation de g :

•
an //

g

##•
an−1 //// • . . . •

a1 // •

avec ai dans C1
1 ou dans C2

1. On peut toujours en trouver puisque C1 et C2 engendrent C. On fixe une suite jk ∈ {1, 2}
telle que ak soit dans C

jk
1 . Notons bien que cette suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur Ci et E impliquent
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qu’une telle factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) :

•
a′n //

g′

##

f ′=fn

��

•
a′n−1 ////

fn−1

��

•

��

. . . •
a′1 //

f1

��

•

f0=f

��•
an //

g

;;•
an−1 //// • . . . •

a1 // •

et que a′k est dans C
jk
1 . On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des jk un 2-morphisme e = e(f) :

• •

••

//
F1(g)

//
F1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)����{�
e

En prenant la composée du diagramme planaire :

• • • • •

• • • • •

==

F1(g)

!!

F1(g′)

��

F2(fn)

�� ��

F2(fn−2)

�� ��

F2(f0)

//F1(a′n) //F1(a′n−1) //F1(a′1)

//
F1(an)

//
F1(an−1)

//
F1(a1)

. . .

. . .

����{�
ejn1

����{�
e
jn−1
1

����{�
e
j1
1

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

On va prouver que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation de g ainsi que du choix des jk.

Étape 1 : Compatibilité de e avec la composition verticale des carrés. Supposons donné un diagramme :

•
g′′ //

h′

��

•
h

��•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

tel que les carrés soient dans E . On forme la composée :

•
g′′ //

f ′◦h′

��

•
f◦h

��• g
// •
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La factorisation de g induit par pull-back une factorisation de g′. On peut alors définir trois 2-morphismes :

• •

••

//
F1(g)

//
F1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)����{�
e

• •

••

//
F1(g′)

//
F1(g′′)

��

F2(h′)

��

F2(h)����{�
e

• •

••

//
F1(g)

//
F1(g′′)

��

F2(f ′h′)

��

F2(fh)����{�
e

Le premier et le troisième étant le 2-morphisme associé à la factorisation de g et le choix des jk de tout à l’heure.
Le second 2-morphisme est celui associé à la factorisation de g′ déduite par pull-back et au même choix des jk. Nous
affirmons que le solide suivant :

•

•

• •

•

•//F1(g′′)

//
F1(g′)

//
F1(g)

����������������

��

F2(h)

����������������

��

F2(h′)

................

��

F2(f)

................

��

F2(f ′)

��

F2(fh)

F2(f ′h′)

��

est commutatif. Pour voir cela on remarque que la factorisation de g induit des factorisations des carrés cartésiens
précédents :

•
a′′n //

g′′

##

h′=hn

��

•
a′′n−1 ////

hn−1

��

•

��

. . . •
a′′1 //

h1

��

•

h0=f

��•
a′n //

f ′=fn

��

•
a′n−1 ////

fn−1

��

•

��

. . . •
a′1 //

f1

��

•

f0=f

��•
an //

g

;;•
an−1 //// • . . . •

a1 // •

et

•
a′′n //

g′′

##

f ′◦h′=fn◦hn

��

•
a′′n−1 // //

��

•

fn−2◦hn−2

��

. . . •
a′′1 //

f1◦h1

��

•

f0◦h0=f◦h

��•
an //

g

;;•
an−1 // // • . . . •

a1 // •
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On voit alors facilement en simplifiant les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur F1 qu’il suffit de prouver que
les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous sont les mêmes :

• • • • •

• • • • •

• • • • •

��

F2(hn)

�� ��

F2(hn−2)

�� ��

F2(h0)

��

F2(fn)

�� �� �� ��

F2(f0)

//F1(a′′n) //F1(a′′n−1) //F1(a′′1)

//F1(a′n) //F1(a′n−1) //F1(a′1)

//
F1(an)

//
F1(an−1)

//
F1(a1)

. . .

. . .

. . .

����{�
ejn1

����{�
e
jn−1
1

����{�
e
j1
1

����{�
ejn1

����{�
e
jn−1
1

����{�
e
j1
1

((

F2(f ′h′)

vv

F2(fh)____ks
(cF2 )−1

____ks
cF2

et

• • • • •

• • • • •

��

F2(fnhn)

�� ��

F2(fn−2hn−2)

�� ��

F2(f0h0)

//F1(a′′n) //F1(a′′n−1) //F1(a′′1)

//
F1(an)

//
F1(an−1)

//
F1(a1)

. . .

. . .

����{�
ejn1

����{�
e
jn−1
1

����{�
e
j1
1

Mais ceci découle trivialement de la compatibilité des 2-morphismes d’échanges e1
1 et e2

1 avec la composition verticale
des carrés de E . On voit donc que pour prouver que les 2-morphismes e(f ◦ h) sont indépendants du choix de la
factorisation de g et des jk il suffira de prouver ceci pour e(f) et pour e(h). En utilisant alors le fait que tout
morphisme de C2 est une composée de morphismes dans C1

2 ou C2
2 on voit qu’il suffit de traiter les deux cas particuliers

suivants :

– e(f) est indépendant des choix si f est dans C1
2,

– e(f) est indépendant des choix si f est dans C2
2.

Par symétrie il suffit de traiter juste le premier cas.

Étape 2 : Preuve de l’indépendance dans le cas où f est dans C1
2. En effet il suffira de prouver que e(f) est égal à :

• •

••

//
F1(g)

//
F1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)����{�
e12

i.e., le 2-morphisme d’échange relatif à la structure d’échange sur (F1,
1F2). Pour voir cela on utilise l’hypothèse que

le 2-morphisme d’échange e2
1 associé au carré mixte :

•
a′k //

fk

��

•
fk−1

��• ak
// •



1.2 Préliminaires 2-catégoriques II : Échanges entre 2-foncteurs 33

coïncide avec le 2-morphisme d’échange ejk2 associé au même carré mixte. Il vient que e(f) est aussi égal à la composée
du diagramme planaire :

• • • • •

• • • • •

==

F1(g)

!!

F1(g′)

��

F2(fn)

�� ��

F2(fn−2)

�� ��

F2(f0)

//F1(a′n) //F1(a′n−1) //F1(a′1)

//
F1(an)

//
F1(an−1)

//
F1(a1)

. . .

. . .

����{�
e12

����{�
e12

����{�
e12

�� ��
�� (cF1 )−1

�� ��
�� cF1

En utilisant la compatibilité du 2-morphisme d’échange avec la composition horizontale on obtient ce qu’on veut.

Étape 3 : Fin de la démonstration. On a construit pour tout carré de E un 2-morphisme. Il reste à voir que ces
2-morphismes définissent une structure d’échange sur le couple (F1,F2). (Le fait que les restrictions redonnent les
structures d’échange de départ est évident). La compatibilité avec les compositions verticales des carrés découle de
la première étape. Il nous reste donc à établir la compatibilité avec les compositions horizontales. On se donne un
diagramme :

• h′ //

f ′′

��

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• h // •
g // •

En prenant une factorisation de g et h en des morphismes de C1
1 et de C2

1 on en déduit une factorisation de g ◦ h. En
revenant à la définition et en utilisant l’indépendance par rapport au choix de la factorisation on prouve facilement ce
que l’on veut. Les détails sont laissés en exercice. c.q.f.d

1.2.3 Autoéquivalences compatibles avec un échange

Definition 1.2.9 — Soient deux 2-foncteurs :

F1 : C1
// D et F2 : C2

// D

On suppose donnés :
– un échange sur (F1,F2),
– une autoéquivalence ((EX)X∈Ob(C1), (α1

g)g∈Fleches(C1)) de F1,
– une autoéquivalence ((EX)X∈Ob(C2), (α2

f )f∈Fleches(C1)) de F2.
(Remarquons que pour X ∈ Ob(C1) = Ob(C2) les équivalences associées à F1(X) = F2(X) sont les mêmes). On dira
que les deux autoéquivalences ci-dessus sont compatibles avec l’échange si pour tout carré mixte dans E :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •
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le cube suivant :

(1.11)

• •

••

• •

••

F1(g)

F1(g′)

F1(g′)

F2(f ′)

F2(f)

F2(f)
�����������

��

E

�����������

��

E

�����������

��
E

�����������

��
E

F2(f ′)

F2(f)

est commutatif.

On a le lemme facile suivant :

Lemme 1.2.10 — En plus des hypothèses de la définition précédente, supposons donnée en plus une deuxième
autoéquivalence de F1 et F2 compatible avec l’échange. Alors l’autoéquivalence composée E′ ◦ E est aussi compatible
avec l’échange.

Proposition 1.2.11 — Supposons donnés deux 2-foncteurs covariants :

F1 : C1
// D et F2 : C2

// D

et une structure d’échange sur (F1,F2) de type ↙. On suppose également donnée une autoéquivalence sur chacun
des deux 2-foncteurs F1 et F2 compatibles avec l’échange. On notera (E?, α

1
?) et E?, α

2
?) ces deux autoéquivalences.

Supposons maintenant que le 2-foncteur F1 admet un adjoint global à gauche G1. On notera (E?, β
1
? ) l’autoéquivalence

de G1 déduite par le procédé 1.1.26. Alors, le couple d’autoéquivalences (E?, β
1
? ) et (E?, α

1
?) est compatible avec la

structure d’échange sur (G1,F2) définie dans 1.2.5.

Demonstration Supposons donné un carré mixte dans E :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

Pour se convaincre de la validité de l’énoncé on considère le diagramme solide représenté ci-dessous par ces faces
visibles :

• • •

• • •

• • •

•

//
F2(f)

//
G1(g)

//G1(g′)

//G1(g′)

//F2(f ′)

//F2(f ′)

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

??????????????

��

F1(g′)

��

F1(g)
����
;C

����
;C

����
;C

ηg′

δg

��������������

??

E

��������������

??

E

��������������

??

E

��������������

??

E

???? �#

Le cube du milieu est commutatif puisque les autoéquivalences E sont compatibles avec l’échange sur (F1,F2). Les deux
parties solides restantes du diagramme sont également commutatifs. C’est en fait les diagrammes solides exprimant
la compatibilité de l’unité et la counité avec les endoéquivalences. Ceci prouve donc que notre diagramme solide est
commutatif. En l’écrivant autrement on obtient le cube de la définition 1.11. c.q.f.d
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1.2.4 Foncteurs croisés
On garde les hypothèses de la section précédente :
– C1 et C2 deux catégories tel que Ob(C1) = Ob(C2),
– D une 2-catégorie.
– E une classe de carrés mixtes stable par composition horizontale et verticale.

On suppose donné en plus :
– deux 2-foncteurs covariants Fi : Ci // D ,
– G1 un adjoint global à gauche de F1,
– G2 un adjoint global à droite de F2,
– un échange sur (F1,F2) de type ↙,
– un échange sur (G1,G2) de type ↙.

On notera par e1,2 (resp. e1,2) les 2-morphismes d’échange relatifs à la structure d’échange sur (F1,F2) (resp. G1,G2)).

A partir de ces données on peut construire 4 structures d’échange.
1. Deux structures d’échange sur (G1,F2) :

(a) une structure d’échange de type ↖ obtenue à partir de l’échange sur (F1,F2) et l’adjonction entre F1 et G1.
On notera a1

2 les morphismes d’échanges relatifs à cet échange.
(b) une structure d’échange de type ↘ obtenue à partir de l’échange sur (G1,G2) et l’adjonction entre G2 et

F2. On notera b12 les morphismes d’échanges relatifs à cet échange.
2. Deux structures d’échange sur (F1,G

2) :
(a) une structure d’échange de type ↖ obtenue à partir de l’échange sur (G1,G2) et l’adjonction entre G1 et

F1. On notera a2
1 les morphismes d’échanges relatifs à cet échange.

(b) une structure d’échange de type ↘ obtenue à partir de l’échange sur (F1,F2) et l’adjonction entre F2 et G2.
On notera b21 les morphismes d’échanges relatifs à cet échange.

Definition 1.2.12 — Un foncteur croisé noté :

(G1,F1,F2,G
2) : (C1,C2) // D

est la donnée de :
1. deux 2-foncteurs covariants Fi : Ci // D ,

2. un adjoint global à gauche G1 de F1,
3. un adjoint global à droite G2 de F2,
4. un échange sur (F1,F2) de type ↙,
5. un échange sur (G1,G2) de type ↙.

tel que pour tout carré mixte de E :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

les deux 2-morphismes :

• •

••

oo
G1(g)

oo G1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)????[ca
1
2

et

• •

••

oo
G1(g)

oo G1(g′)

��

F2(f ′)

��

F2(f)
???? �#
b12

sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre. D’une façon équivalente (en remarquant que a(a1
2) = b21 et a(b12) = a2

1),
les deux 2-morphismes :

• •

••

//
F1(g)

//F1(g′)
OO

G2(f ′)

OO

G2(f)????[ca
2
1

et

• •

••

//
F1(g)

//F1(g′)
OO

G2(f ′)

OO

G2(f)
???? �#
b21
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sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre.

Remarque 1.2.13 — La définition des foncteurs croisés adoptée est légèrement plus générale que celle de Voevod-
sky (voir [Del01]). En effet, un foncteur croisé selon Voevodsky est un foncteur croisé (G1,F1,F2,G

2) comme dans
1.2.12 avec en plus C1 = C2. L’intérêt de la définition 1.2.12 est de pouvoir parler des foncteurs croisés (partiaux)
(H∗,H∗, LissH#,

LissH
∗), (H∗,H∗, ImmH!,

ImmH
!) et (H∗,H∗, LissH!,

LissH
!). Voir pour cela les sous-sections 1.4.5 et 1.4.6

et la proposition 1.5.19.

On parlera d’isoéchange lorsque les 2-morphismes d’échange sont des 2-isomorphismes. On a alors la notion naturelle
d’isoéchange inverse. La proposition suivante est très simple. Elle donne la méthode pratique de construction de
foncteurs croisés.

Proposition 1.2.14 — Soient G1 : C1
// D un 2-foncteur contravariant et F2 : C2

// D un 2-foncteur
covariant. On suppose donné un échange sur (G1,F2) de type ↖ qui soit un isoéchange. On suppose également que G1

et F2 admettent chacun un adjoint global à droite qu’on notera F1 et G2 respectivement. Il existe alors :
– un échange sur (F1,F2) obtenu à partir de l’isoéchange (de type ↖) sur (G1,F2) et l’adjonction entre F1 et G1.
– un échange sur (G1,G2) obtenu à partir de l’isoéchange inverse (de type ↘) sur (G1,F2) et l’adjonction entre

G2 et F2.
La donnée de (G1,F1,F2,G

2) ainsi que les adjonctions et les échanges ci-dessus définit un foncteur croisé. De plus,
l’isoéchange sur (F1,G

2) est obtenu par adjonction de celui de (G1,F2).

1.3 Préliminaires 2-catégoriques III : Un critère de prolongement pour
les 2-foncteurs

Cette section est consacrée à la preuve du théorème suivant :

Theoreme 1.3.1 — Données A : Soit C une catégorie admettant des produits fibrés. Soient C1 et C2 deux
sous-catégories (non nécessairement pleines) de C vérifiant les conditions suivantes.

1. Les isomorphismes sont dans C1 et C2. Les flèches de C1 (resp. de C2) sont stables par pull-back suivant toute
flèche de C.

2. Toute flèche f de C se factorise : f = f2 ◦ f1 avec fi dans Ci pour i = 1, 2.

3. Pour toute flèche B // A de C la diagonale B // B ×A B est dans C1.

Données B : Supposons données une 2-catégorie D et deux 2-foncteurs covariants :

Hi : Ci // D

tels que pour tout X ∈ Ob(C), H1(X) = H2(X) = H(X). On suppose également donné un isoéchange codirectionnel de
type ↙ sur le couple (H1,H2) pour la classe des carrés commutatifs ayant les flèches verticales dans C2 et les flèches
horizontales dans C1. Plus explicitement que pour tout carré commutatif (C) :

• i′ //

f ′

��

•
f

��• i // •

avec i, i′ dans C1 et f, f ′ dans C2, on a un 2-isomorphisme :

a(C) : H2(f) ◦ H1(i′) ∼ // H1(i) ◦ H2(f ′) :

• •

••

�� ��

//

//

H2(f ′) H2(f)

H1(i′)

H1(i)

����{�

compatible aux 2-isomorphismes de connexions ci des 2-foncteurs Hi de la manière habituelle (voir la définition 1.2.1).
On supposera de plus que pour i = id et i′ = id (resp. f = id et f ′ = id) le 2-morphisme a(C) est l’identité.
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Conclusion : Il existe alors un 2-foncteur :

H : C // D

tel que H(X) = H1(X) = H2(X) pour tout X ∈ Ob(C), ainsi que des isomorphismes de 2-foncteurs :

ui : H ◦ [Ci → C] // Hi

pour i = 1, 2 qui soient l’identité sur les objets et tels que l’échange sur (H1,H2) soit la restriction de l’échange trivial
sur (H,H) par les isomorphismes u1 et u2. De plus le triplet (H, u1, u2) est unique à un isomorphisme unique près.

Demonstration de l’Unicité On donne d’abord la preuve de l’unicité. Soit H′ : C // D un autre 2-foncteur
prolongeant les Hi et u′i un isomorphisme de 2-foncteurs entre la restriction de H à Ci et Hi. On supposera également
que u′i est l’identité sur les objets. On a ainsi pour tout X ∈ Ob(C) : H′(X) = H(X). Si f est une flèche de C on choisit
une factorisation f = f2 ◦ f1 avec fi des flèches de Ci. On définit ensuite un 2-isomorphisme : H′(f) // H(f) en
prenant la composition :

H′(f) // H′(f2) ◦ H′(f1) // H2(f2) ◦ H1(f1) // H(f2) ◦ H(f1) // H(f)

Ce 2-isomorphisme ne dépendent que de f et pas du choix de la factorisation. De plus la famille de ces 2-isomorphismes
(un pour chaque f) est compatible aux 2-isomorphismes de connexions. Elle fournit donc un isomorphisme entre H′

et H. C’est en plus le seul isomorphisme commutant avec les ui et u′i. On laisse les détails aux lecteurs. c.q.f.d

Le reste de la section sera consacré à la construction d’un 2-foncteur H. On sait déjà que H(X) = H1(X) = H2(X)
pour tout X ∈ Ob(C). Le problème est donc de construire les 1-morphismes H(f) pour f ∈ Fl(C) ainsi que les
2-isomorphismes de connexion et de vérifier la compatibilité. On commence par introduire quelques catégories :

1.3.1 Les catégories 4k

Soit •
f1 // •

f2 // • · · · •
fk // • une suite de k morphismes composables de C. On introduit la catégorie :

4k(f1, . . . , fk) définie de la manière suivante.
– Les objets de 4k(f1, . . . , fk) sont les diagrammes commutatifs qui ont la forme suivante :

•

  BBBBBBBB>>||||||||

•

��@@@@@@@@ •

!!BBBBBBBB

•

��@@@@@@@@

??�������� •

��@@@@@@@@ •

��@@@@@@@@

•

��:::::::::

??�������� •

��:::::::::

??�������� •

��:::::::::

??��������� •

��:::::::::

•
f1 //

AA��������� •
f2 //

AA��������� •
f3 //

AA��������� • . . . •
fk //

AA��������� •

tels que toutes les flèches ↗ sont dans C1 et toutes les flèches ↘ sont dans C2.
– Une flèche de 4k(f1, . . . , fk) entre deux tels diagrammes est la donnée de 1

2k(k + 1) flèches dans C2 reliant
les objets qui ne sont pas sur la base et se trouvant au même niveau et telles que le diagramme résultant (en
identifiant les bases des deux triangles entre eux) commute.
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Pour clarifier cette définition nous traitons avec plus de détails le cas k = 2. Un objet de 42(f1, f2) est un
diagramme commutatif de la forme :

(1.12) T
c2

  BBBBBBBB

Y
b1

  AAAAAAAA

c1

>>||||||||
Z

b2

  AAAAAAAA

X0

f1 //

a1

>>}}}}}}}}
X1

f2 //

a2

>>}}}}}}}}
X2

avec a1, a2 et c1 des flèches dans C1 et b1, b2 et c2 des flèches dans C2.
Prenons un autre objet de 42(f1, f2) :

(1.13) T ′

c′2

!!BBBBBBBB

Y ′

b′1

  BBBBBBBB

c′1

==||||||||
Z ′

b′2

  BBBBBBBB

X0

f1 //

a′1

>>||||||||
X1

f2 //

a′2

>>||||||||
X2

Une flèche dans 42(f1, f2) de ce dernier objet vers le premier est la donnée de 3 flèches pT : T ′ // T , pY :

Y ′ // Y et pZ : Z ′ // Z rendant l’union des deux diagrammes commutative et telles que pT , pY et pZ soient
dans C2.

La remarque suivante sera utile pour prouver la connexité des catégories 4k(f1, . . . , fk) :

Remarque 1.3.2 — Supposons donné un diagramme commutatif :

X
f // Y

A
h //

p

OO

p′

��

B

q

OO

q′

��
X ′ g

// Y ′

avec p, q, p′ et q′ dans C2 et f, g et h quelconques dans C. Soient f = f2 ◦ f1 et g = g2 ◦ g1 des factorisations de f et
g avec fi, gi ∈ Ci. Il existe alors une factorisation h = h2 ◦ h1 comme ci-dessus et des flèches l et l′ dans C2 telles que
le diagramme suivant soit commutatif :

X
f1 // •

f2 // Y

A
h1 //

p

OO

p′

��

•
h2 //

l

OO

l′

��

B

q

OO

q′

��
X ′ g1

// • g2
// Y ′

En effet, soit C0 la limite inverse du diagramme :

T
f2 // Y

B

q

OO

q′

��
T ′ g2

// Y
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On obtient alors un diagramme commutatif :

X
f1 // T

f2 // Y

A
a //

p

OO

p′

��

C0
b //

l0

OO

l′0
��

B

q

OO

q′

��
X ′ g1

// T ′ g2
// Y

Les morphismes l0, l′0 et b sont dans C2. Choisissons maintenant une factorisation de a :

A
h1 //

a
  AAAAAAAA C

m

��
C0

avec h1 dans C1 et m dans C2. Ceci donne le diagramme commutatif :

X
f1 // T

f2 // Y

A
h1 //

p

OO

p′

��

C

l

>>~~~~~~~~

l′   @@@@@@@@
m // C0

b //

l0

OO

l′0
��

B

q

OO

q′

��
X ′ g1

// T ′ g2
// Y

Il est clair qu’on prenant h2 = b ◦m on obtient le résultat recherché.

Lemme 1.3.3 — Les catégories 4k(f1, . . . , fk) sont connexes.

Demonstration On fera la démonstration pour k = 2. Le cas général est strictement pareil. Il s’agit d’appliquer
le nombre de fois nécessaire la remarque précédente qui assure l’existence de bonnes factorisations. Prenons les deux
objets 1.12 et 1.13 de 42(f1, f2) considérés ci-dessus. Supposons construits un diagramme commutatif :

A

u

  AAAAAAAA B

  AAAAAAAA

X0

f1 //

>>}}}}}}}}
X1

f2 //

v

>>}}}}}}}}
X2

et des flèches p : A // Y , q : B // Z , p′ : A // Y ′ et q′ : B // Z ′ rendant commutative la réunion
des trois diagrammes. On a ainsi le diagramme commutatif :

Y
c1 // T

c2 // Z

A v◦u
//

p

OO

p′

��

B

q

OO

q′

��
Y ′

c′1

// T ′
c′2

// Z ′

D’après la remarque 1.3.2, on peut compléter ce diagramme pour obtenir un diagramme commutatif :

Y
c1 // T

c2 // Z

A
w1 //

p

OO

p′

��

C
w2 //

l

OO

l′

��

B

q

OO

q′

��
Y ′

c′1

// T ′
c′2

// Y ′
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avec w2, l et l′ dans C2, w1 dans C1 et w1 ◦ w2 = v ◦ u. Ceci donne alors des flèches vers chacun des deux objets de
départ qui partent de l’objet :

C
w2

  BBBBBBBB

A

u

  AAAAAAAA

w1

>>||||||||
B

  AAAAAAAA

X0

f1 //

>>}}}}}}}}
X1

f2 //

v

>>}}}}}}}}
X2

Ceci prouve la connexité de la catégorie 42(f1, f2). c.q.f.d

On peut définir deux foncteurs évidents reliant les catégories 4k :
1. 4k1+k2(f1, . . . , fk1+k2) // 4k1(f1, . . . , fk1)×4k2(fk1+1, . . . , fk1+k2) qui consiste à effacer une partie

du triangle de base f1 . . . fk1+k2 pour ne garder que les deux sous-triangles de base f1, . . . , fk1 et fk1+1, . . . , fk1+k2 .
2. φi : 4k(f1, . . . , fi, fi+1, . . . , fk) // 4k−1(f1, . . . , fi−1, fi ◦ fi+1, fi+2, . . . , fk) qui consiste à composer

les flèches situées dans chacune des deux bandes de base les deux cotés du sous-triangle de base (fi, fi+1).

La proposition qui suit est triviale :

Proposition 1.3.4 — On a des diagrammes commutatifs :

4k1+k2+k3
//

��

4k1+k2 ×4k3

��
4k1 ×4k2+k3

// 4k1 ×4k2 ×4k3

et pour j < i < k :

4k
φi //

φj

��

4k−1

φj

��
4k−1

φi−1 // 4k−2

1.3.2 Foncteur associé à un chemin
On appellera k-chemin une façon de parcourir un diagramme quelconque dans Ob(4k) en respectant le sens des

flèches. En d’autres termes, un chemin c’est le choix d’une suite (ε1, . . . , ε2k) telle que :
– εi = −1 ou = +1,
–
∑2k
i=1 εi = 0,

–
∑l
i=1 εi ≥ 0 pour tout 1 ≤ l ≤ 2k.

A une telle suite correspond le chemin qui consiste à prendre (lorsque on est sur le i-ème •) la direction ↗ si εi = +1
et ↘ si εi = −1. Les deux dernières conditions sur les εi assurent que :

– on part de X0 = source(f1) pour arriver à Xk = but(fk),
– on ne descend jamais au dessus de la base, i.e., on reste dans le triangle.

Pour tout k-chemin c = (εi)i on peut associer à un objet de 4k(f1, . . . , fk) une suite de flèches composables de C :

X0
a1 // •

b1 // •
a2 // • . . . •

ak // •
bk // Xk

qu’on appellera la section de l’objet suivant c. Elle est obtenue en oubliant toutes les flèches qui ne se trouvent pas sur
le chemin. Les flèches ai sont donc dans C(3+ε2i−1)/2 et les bi dans C(3+ε2i)/2. De plus : fk◦· · ·◦f1 = b2k◦a2k◦· · ·◦b1◦a1.

Cette association est fonctorielle au sens suivant. À une flèche de 4k(f1, . . . , fk) on peut associer un diagramme
commutatif :

X0

a′1 // •
b′1 //

q1

��

•
a′2 //

p2

��

•

q2

��

. . . •
a′k //

pk

��

•
b′k //

qk

��

Xk

X0 a1
// •

b1

// • a2
// • . . . • ak

// •
bk

// Xk
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obtenu en oubliant tout, sauf les flèches reliant les objets par lesquels on passe quand on suit notre chemin c.

Reprenons à présent les données de l’énoncé du théorème 1.3.1. Fixons un chemin c = (εi)i. On va construire à
partir de c un foncteur :

ψ(c) : 4k(f1, . . . , fk) // MorD(H(X0),H(Xk))

Soit X un objet de 4k(f1, . . . , fk), on notera ψ(c)(X) le 1-morphisme de D donné par la composée :

Hσ2k(bk) ◦ Hσ2k−1(ak) ◦ Hσ2k−2(bk−1) ◦ · · · ◦ Hσ2(b1) ◦ Hσ1(a1)

où σi = (3 + εi)/2 et :

X0
a1 // •

b1 // •
a2 // • . . . •

ak // •
b2k // Xk

est la section de X suivant le chemin c.

Soit une flèche m : X′ // X entre deux objets de ∆k(f1, . . . , fk). A cette flèche on peut associer un diagramme
commutatif :

X0

a′1 // •
b′1 //

q1

��

•
a′2 //

p2

��

•

q2

��

. . . •
a′k //

pk

��

•
b′k //

qk

��

Xk

X0 a1
// •

b1

// • a2
// • . . . • ak

// •
bk

// Xk

avec les flèches verticales dans C2. On définit un 2-isomorphisme ψ(c)(m) : ψ(c)(X′) ∼ // ψ(c)(X) en prenant la
composée du diagramme planaire :

H(X0) • • • • • H(Xk)

H(X0) • • • • • H(Xk)

�� �� �� �� ��

// // // // //

// // // // //. . .

. . .
Hσ1(a′1) Hσ2(b′1) Hσ3(a′2) Hσ2k−1(a′k) Hσ2k(b′k)

Hσ1(a1) Hσ2(b1) Hσ3(a2) Hσ2k−1(ak) Hσ2k(bk)

����{� ����{� ����{� ����{� ����{�H2(q2) H2(pk)

Les 1-morphismes verticaux étant les H2(p?) et H2(q?). Les 2-isomorphismes qui figurent dans le diagramme planaire
précédent sont les suivants :

1. Le 2-isomorphisme :

• •

••

//
Hσ2t−1(at)

//Hσ2t−1(a′t)

��

H2(qt)

��

H2(pt) ����{�

est :

– a

(
• •

••

//
at

//a′t

��
qt

��
pt

)
lorsque σ2t−1 = 1,

– c2(pt, at) ◦ c2(a′t, qt)
−1 lorsque σ2t−1 = 2.

2. Le 2-isomorphisme :

• •

••

//
Hσ2t(bt)

//Hσ2t(b
′
t)

��

H1(pt+1)

��

H1(qt) ����{�

est :
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– a

(
• •

••

//
bt

//b′t

��
pt+1

��
qt

)
lorsque σ2t = 1.,

– c2(qt, bt) ◦ c2(b′t, pt+1)−1 lorsque σ2t = 2.

On a le lemme :

Lemme 1.3.5 — La donnée des ψ(c)(X) ainsi que des ψ(c)(m) définit un foncteur covariant :

ψ(c) : 4k(f1, . . . , fk) // MorD(H(X0),H(Xk))

De plus, toute flèche de 4k(f1, . . . , fk) est envoyée sur un isomorphisme par ψ(c).

Demonstration Il s’agit de prouver que les 1-isomorphismes ψ(c)(m) sont compatibles à la composition. C’est à
dire, pour toute suite : X′′

n // X′
m // X on a l’égalité : ψ(c)(m) ◦ψ(c)(n) = ψ(c)(m ◦ n). En prenant les sections

suivant c on obtient un diagramme commutatif :

X0

a′′1 // •
b′′1 //

v1

��

•
a′′2 //

u2

��

•

v2

��

. . . •
a′′k //

uk

��

•
b′′k //

vk

��

Xk

X0

a′1 // •
b′1 //

q1

��

•
a′2 //

p2

��

•

q2

��

. . . •
a′k //

pk

��

•
b′k //

qk

��

Xk

X0 a1
// •

b1

// • a2
// • . . . • ak

// •
bk

// Xk

Les diagrammes solides :

•

•

• •

•

•//

//

//

����������������������

������������������������

��

......................

��......................

�� ����

H2(qt ◦ vt)

H2(pt ◦ ut)
H2(vt)

H2(ut)

H2(qt)H2(pt)

Hσ2t−1(a′′t )

Hσ2t−1(at)

Hσ2t−1(a′t)

•

•

• •

•

•//

//

//

����������������������

������������������������

��

......................

��......................

�� ����

H2(pt+1 ◦ ut+1)

H2(qt ◦ vt)

H2(ut+1)

H2(vt)

H2(pt+1)H2(qt)

Hσ2t(b
′′
t )

Hσ2t(bt)

Hσ2t(b
′
t)

En effet si σ? = 2 ceci découle de la relation de cocycle des morphismes de connexions pour H1. Si σ? = 1 ceci découle
de la compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec la composition verticale des carrés (voir la définition 1.2.1). Ceci
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prouve donc que la composée du diagramme planaire :

(1.14)

H(X0) • • • • • H(Xk)

H(X0) • • • • • H(Xk)

H(X0) • • • • • H(Xk)

�� �� �� �� ��

�� �� �� �� ��

// // // // //

// // // // //

// // // // //. . .

. . .

. . .Hσ1(a′′1) Hσ2(b′′1) Hσ3(a′′2) Hσ2k−1(a′′k) Hσ2k(b′′k)

Hσ1(a′1) Hσ2(b′1) Hσ3(a′2) Hσ2k−1(a′k) Hσ2k(b′k)

Hσ1(a1) Hσ2(b1) Hσ3(a2) Hσ2k−1(ak) Hσ2k(bk)

����{� ����{� ����{� ����{� ����{�

����{� ����{� ����{� ����{� ����{�

est égale à la composée du diagramme planaire :

H(X0) • • • • • H(Xk)

H(X0) • • • • • H(Xk)

�� �� �� �� ��

// // // // //

// // // // //. . .

. . .
Hσ1(a′′1) Hσ2(b′′1) Hσ3(a′′2) Hσ2k−1(a′′k) Hσ2k(b′′k)

Hσ1(a1) Hσ2(b1) Hσ3(a2) Hσ2k−1(ak) Hσ2k(bk)

����{� ����{� ����{� ����{� ����{�

Mais la composée du diagramme planaire 1.14 est égale à ψ(c)(m) ◦ ψ(n). Ceci se voit en découpant le diagramme
selon la ligne horizontale du milieu. Il vient qu’on a l’égalité : ψ(c)(m ◦ n) = ψ(c)(m) ◦ ψ(c)(n). C’est exactement ce
que l’on cherche à prouver. c.q.f.d

Dans le reste de cette sous-section on va construire des transformations naturelles entre les ψ(c) pour différents
chemins c. Soient c1 et c2 deux k-chemins qui coïncident partout sauf en un bout de chemin :

•

  @@@@@@@@ c2

•

??��������

��???????? •

•

>>~~~~~~~~
c1

C’est-à-dire, si c1 = (ε1i )i et c2 = (ε2i )i on a ε1i = ε2i pour tout 1 ≤ i ≤ k sauf pour i = i0, i0 +1 où on a ε1i0 = −ε2i0 = −1
et ε1i0+1 = −ε2i0+1 = +1 On va construire une transformation naturelle : tc2,c1 : ψ(c2) // ψ(c1) qui va être en fait
un isomorphisme de foncteurs.

Fixons un objet X de 4k(f1, . . . , fk). On prenant la section suivant c1 et puis c2, on obtient un diagramme
commutatif :

•
g

��@@@@@@@@@@

X0
// • . . . • // •

i′

??~~~~~~~~~~

g′

��@@@@@@@@@@ C(X) • // • . . . • // Xk

•
i

??~~~~~~~~~~

On prend alors pour t(c2, c1)X le 2-isomorphisme :

t(c2, c1)X : · · · ◦ H1(i)H2(g′) ◦ . . .
a(C(X)) // · · · ◦ H2(g)H1(i′) ◦ . . .
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En d’autres termes le 2-isomorphisme t(c2, c1)X est le 2-isomorphisme représenté par :

•
H2(g)

��:::::::::

H(X0) // • . . . • // •

H1(i′)
BB���������

H2(g′)
��::::::::: ⇓ • // • . . . • // H(Xk)

•
H1(i)

BB���������

Lemme 1.3.6 — Les 2-isomorphismes t(c2, c1)X définissent une transformation naturelle :

t(c2, c1) : ψ(c2) // ψ(c1)

De plus c’est un isomorphisme de foncteurs.

Demonstration Soit une flèche ξ : X1
// X2 de ∆k(f1, . . . , fk). Il s’agit de vérifier la formule :

(1.15) t(c2, c1)X2ψ(c1)(ξ) = ψ(c2)(ξ)t(c2, c1)X1

La flèche ξ induit un morphisme de carrés commutatifs dans C : C(X1)
ξ // C(X2) . On le représente par le cube :

• •

••

• •

••

//
g2

//g′2

//g′1

��

i′2

��
i2

��

i1
�������

��

t

�������

��

u

�������

��
v

�������

��
w

��
i′1

//g1

Il est facile de voir que l’égalité 1.15 découle de la commutativité du diagramme solide :

(1.16)

• •

••

• •

••

//
H2(g2)

//H2(g′2)

//H2(g′1)

��

H1(i′2)

��

H1(i2)

��

H1(i1)
yyyyyyyyyyyyy

||

H2(t)

yyyyyyyyyyyyy

||

H2(u)

yyyyyyyyyyyyy

||
H2(v)

yyyyyyyyyyyyy

||

H2(w)

��

H1(i′1)

//H2(g1)

##

##

obtenu en appliquant les 2-foncteurs H1 et H2 et en prenant les 2-isomorphismes a(Carré) pour les carrés mixtes i.e. (où
il y a H1 et H2). Pour voir que le cube 1.16 est bien commutatif2, on le divise en deux parties selon les 1-morphismes
en pointillés correspondant à H2(g′2 ◦ t) = H2(u ◦ g′1) et H2(g2 ◦w) = H2(v ◦ g1). Mais les deux sous-diagrammes solides
ainsi obtenus sont commutatifs par la compatibilité avec les compositions verticales (u, v, w et t sont dans C2 !). Le
lemme est prouvé. c.q.f.d

Les transformations t(c2, c1) commutent entre elles. Plus précisément si c1, c2, c3 et c4 sont trois chemins qui
coïncident partout sauf en i0, i0 + 1 et i1, i1 + 1 de telle sorte qu’on a :

c1 :↘↗↘↗ c2 :↗↘↘↗ c3 :↘↗↗↘ c4 :↗↘↗↘
2L’astuce utilisée pour prouver la commutativité du cube 1.16 sera reprise plusieurs fois dans la suite. Le lecteur sera parfois renvoyé à

la preuve de la proposition 1.5.11.
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On a un diagramme commutatif de transformations naturelles :

ψ(c4)
t(c4,c3) //

t(c4,c2)

��

ψ(c3)

t(c3,c1)

��
ψ(c2)

t(c2,c1) // ψ(c1)

Ceci nous permet alors de définir un isomorphisme de foncteurs :

t(c, c′) : ψ(c) ∼ // ψ(c′)

pour tout couple de k-chemins (c, c′). Ces isomorphismes vérifient la relation :

(1.17) t(c′, c′′) ◦ t(c, c′) = t(c, c′′)

pour tout triplet (c, c′, c′′) de k-chemins.

1.3.3 Récapitulation. Fin des préliminaires
Soit ci un ki-chemin pour i = 1, 2. On peut former un (k1 + k2)-chemin en concaténant c1 puis c2. On note c1 ∗ c2

le chemin ainsi obtenu. On a un diagramme commutatif :

4k1+k2(f1, . . . , fk1+k2) //

ψ(c1∗c2)

��

4k1(f1, . . . , fk)×4k2(fk1+1, . . . , fk1+k2)

ψ(c1)×ψ(c2)

��
MorD(H(X0),H(Xk1+k2)) MorD(H(X0),H(Xk1))×MorD(H(Xk1+1),H(Xk1+k2))

Composition
oo

Soit maintenant cmax le k-chemin maximal, i.e., celui donné par k (+1) suivis de k (−1). On a alors un foncteur
évident :

4k(f1, . . . , fk) // 41(f)

où f = fk ◦ · · · ◦ f1. Ce foncteur consiste à composer les flèches sur chacun des deux cotés obliques du triangle. Ce
n’est autre que l’une des composées : φk−1

1 ou φ1 ◦ · · · ◦ φk−1. On obtient ainsi deux foncteurs :

4k(f1, . . . , fk)
ψ(cmax) // MorD(H(X0),H(Xk))

4k(f1, . . . , fk) // 41(f) // MorD(H(X0),H(Xk))

Ces deux foncteurs ne sont pas égaux en général. On va construire une transformation naturelle entre eux qui va être
un isomorphisme. Soit X un objet de 4k(f1, . . . , fk). Soit :

X0
i1 // • . . . •

ik // •
p1 // • . . . •

pk // Xk

la section de X selon cmax. Notons que par le choix du chemin maximal tous les il sont dans C1 et tous les pl sont dans
C2. La section de l’image de X dans 41(f) est simplement le diagramme :

X0
i // •

p // Xk

Il s’agit de construire un 2-morphisme σX entre les deux 1-morphismes : H2(p) ◦ H1(i) et H2(pk) ◦ · · · ◦ H2(p1) ◦
H1(ik) ◦ H1(i1). On prendra bien sûr le morphisme :

c1(i1, . . . , ik)c2(p1, . . . , pk) : H2(p) ◦ H1(i) // H2(pk) ◦ · · · ◦ H2(p1) ◦ H1(ik) ◦ H1(i1)

Montrons qu’il s’agit bien d’une transformation naturelle. Soit X // X′ une flèche de 4k(f1, . . . , fk). On en
déduit alors les diagrammes commutatifs :

X0
i1 // •

i2 //

��

•

��

. . . •
ik //

��

•
p1 //

��

•

��

. . . •
pk //

��

Xk

X0

i′1 // •
i′2 // • . . . •

i′k // •
p′1 // • . . . •

p′k // Xk
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X0
i // •

p //

��

Xk

X0
i′ // •

p′ // Xk

Notre assertion est donc une conséquence directe de la compatibilité des 2-isomorphismes a(C) avec la composition
verticale des carrés commutatifs.

Faisons une petite récapitulation pour fixer les notations avant de continuer. On a défini :

1. Des catégories 4k(f1, . . . , fk) pour toute suite de k morphismes composables.

2. Des foncteurs évidents :

– sk1,k2 : 4k1+k2
// 4k1 ×4k2

– φi : 4k // 4k−1 . On notera aussi φi,l la composée φi ◦φi+1 ◦ · · · ◦φi+l = φi ◦ · · · ◦φi = φli. On a évidement
la formule : φi,l1+l2−1 = φi,1 ◦ φi,l1−1 ◦ φi+l1,l2−1 = φi ◦ φi,l1−1 ◦ φi+l1,l2−1.

3. Des foncteurs ψ(c) = ψk(c) : 4k // MorD(H(X0),H(Xk)) attachés à des k-chemins c. On notera clmax le
l-chemin maximal.

4. Des isomorphismes de foncteurs (des transformations naturelles) :

– t(c, c′) : ψk(c) ∼ // ψk(c′) , où c et c′ sont deux k-chemins,

– ψk1+k2(c1 ∗ c2) Composition[(ψk1(c1), ψk2(c2)) ◦ sk1,k2 ] , avec ci des k1-chemins,

– τ : ψk−l+1(c1 ∗ c1max ∗ c2) ◦ φi,l−1
∼ // ψk(c1 ∗ clmax ∗ c2) tels que la somme des longueurs de c1 et c2 est

égale à k − l et c1 est de longueur i.

On termine les préliminaires par un dernier lemme de compatibilité :

Lemme 1.3.7 — Soient l1 et l2 deux entiers positifs. On pose l = l1 + l2. On a un diagramme commutatif
d’isomorphismes de foncteurs :

ψk−l+1(c1 ∗ c1max ∗ c2) ◦ φi,l−1
// ψk(c1 ∗ cl1+l2

max ∗ c2)

ψk(c1 ∗ cl1max ∗ cl2max ∗ c2)

∼

OO

ψk−l+2(c1 ∗ c1max ∗ c1max ∗ c2) ◦ φi,l1−1 ◦ φi+l1,l2−1

∼

OO

ψk−l+1(c1 ∗ c1max ∗ c2) ◦ φi ◦ φi,l1−1 ◦ φi+l1,l2−1
// ψk−l+2(c1 ∗ c2max ∗ c2) ◦ φi,l1−1 ◦ φi+l1,l2−1

∼

OO

Demonstration On peut évidement supposer que les chemins c1 et c2 sont vides. C’est à dire : k = l = l1 + l + 2.
Soit X un objet de 4k. On reproduit la portion du diagramme X qui correspond au rectangle compris entre les deux
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chemins clmax et cl1max ∗ cl2max :

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

//
il1,1

//
il1,2

//
il1,l2

//il1−1,1 //il1−1,2 //il1−1,l2

//
i2,1

//
i2,2

//
i2,l2

//i1,1 //i1,2 //i1,l2

//i0,1 //i0,2 //i0,l2

��

p1,0

��

p2,0

��

pl1,0

��

p1,1

��

p2,1

��

pl1,1

��

p1,2

��

p2,2

��

pl1,2

��

��

��

��

p1,l2

��

p2,l2

��

pl1,l2

...

. . .

. . .

avec les i? dans C1 et les p? dans C2. Les autres flèches du diagramme X seront notées de la manière évidente par
rapport aux notations précédentes. Par exemple les flèches qui précèdent i0,1 sont :

i0,−l1+1, i0,−l1+2, . . . , i0,0

On posera i− = i0,0 ◦ · · · ◦ i0,1−l1 et p+ = pl1+l2,l2 ◦ · · · ◦ pl1+1,l2 . On aura également besoin du carré composé :

•
i0 //

p0

��

•
pl2

��•
il1

// •

Finalement on pose i = i0 ◦ i− et p = p+ ◦ pl2 .
On définit un 2-isomorphisme :

H2(pl1,l2) . . .H2(p1,l2)H1(i0,l2) . . .H1(i0,1) // H1(il1,l2) . . .H1(il1,1)H2(pl1,0) . . .H2(p1,0)

en prenant la composée du diagramme planaire :

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

//
H1(il1,1)

//
H1(il1,2)

//
H1(il1,l2)

//H1(il1−1,1) //H1(il1−1,2) //H1(il1−1,l2)

//
H1(i2,1)

//
H1(i2,2)

//
H1(i2,l2)

//H1(i1,1) //H1(i1,2) //H1(i1,l2)

//H1(i0,1) //H1(i0,2) //H1(i0,l2)

��

H2(p1,0)

��

H2(p2,0)

��

H2(pl1,0)

��

��

��

��

H2(p1,2)

��

H2(p2,2)

��

H2(pl1,2)

��

��

��

��

H2(p1,l2)

��

H2(p2,l2)

��

H2(pl1,l2)

...

. . .

. . .

����{�

����{�

����{�

����{�

����{�

����{�

����{�

����{�

����{�
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Nous affirmons qu’il suffit de prouver que le carré :

(1.18) H2(pl1,l2) . . .H2(p1,l2) ◦ H1(i0,l2) . . .H1(i0,1)

��

// H2(pl2) ◦ H1(i0)

��
H1(il1,l2) . . .H1(il1,1) ◦ H2(pl1,0) . . .H2(p1,0) // H1(il1) ◦ H2(p0)

est commutatif. Pour voir cela il est commode d’introduire un petit lexique afin de mieux visualiser l’effet des différentes
transformations naturelles :

–
���������

??

?????????

��
: ψ1(c1max) ◦ φ1,l−1 = H2(p) ◦ H1(i)

–
�

�
�

�
�

??

?
?

?
?

?

��
: ψl(clmax) = H2(pl1+l2,l2) ◦ · · · ◦ H1(i0,−l1)

–
���������

??

??
?????????

��

�� : ψ2(c2max) ◦ φ1,l1−1 ◦ φl1+1,l2−1 = H2(p+) ◦ H2(pl2) ◦ H1(i0) ◦ H1(i−)

–
�

�
�

�
�

??

??
�����

?
?

?
?

?

��

��

????? : H2(pl2+l1,l2) ◦ · · · ◦ H2(pl2) ◦ H1(i0) ◦ · · · ◦ H1(i0,1−l1)

–
�����

??
?????

��
�����

??
?????

�� : ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ1,l1−1 ◦ φ1+l1,l2−1 = H2(p+) ◦ H1(il1) ◦ H2(p0) ◦ H1(i−)

–
�

�
�

??
?????

��
�����

??
?

?
?

�� : H2(pl2+l1,l2) ◦ · · · ◦ H1(il1) ◦ H2(p0) ◦ · · · ◦ H1(i0,1−l1)

–
�

�
�

??
?

?
?

��
�

�
�

??
?

?
?

�� : ψl(cl1max ∗ cl2max) = H2(pl1+l2,l2) ◦ · · · ◦ H1(i0,−l1)

–

??����� ��

????? : H2(pl2) ◦ H1(i0)

–

??�
�

� ��

?
?

? : H2(pl1,l2) ◦ · · · ◦ H2(p1,l2) ◦ H1(i0,l2) ◦ · · · ◦ H1(i0,1)

– ?????

��
�����

??

: H1(il1) ◦ H2(p0)

– ?
?

?

��
�

�
�

??

: H1(il1,l2) . . .H1(il1,1)H2(pl1,0) . . .H2(p1,0)

Avec ces notations le diagramme de l’énoncé appliqué à X s’écrit sous la forme plus expressive suivante :

���������

??

??
?????????

��

��

���������

??

?????????

��

�
�

�
�

�

??

?
?

?
?

?

��

�
�

�

??
?

?
?

��
�

�
�

??
?

?
?

��

�����

??
?????

��
�����

??
?????

��

BBBBBBBBBBBBBBBB

BBBBBBBBBBBBBBBB

�����������������

�����������������
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On voit en particulier que ce diagramme se factorise par un triangle commutatif :

���������

??

??
?????????

��

��

���������

??

?????????

��

�
�

�
�

�

??

?
?

?
?

?

��

ttttttttttttttttttttt

ttttttttttttttttttttt

Il suffit donc de prouver que le carré :

���������

??

??
?????????

��

��

�
�

�
�

�

??

?
?

?
?

?

��

�
�

�

??
?

?
?

��
�

�
�

??
?

?
?

��

�����

??
?????

��
�����

??
?????

��

est commutatif. Mais à son tour ce carré se factorise par le carré commutatif :

���������

??

??
?????????

��

��

�
�

�
�

�

??

??
�����

?
?

?
?

?

��

��

????? �
�

�

??
?????

��
�����

??
?

?
?

��

�����

??
?????

��
�����

??
?????

��

On est donc ramené à prouver que le carré :

�
�

�
�

�

??

??
�����

?
?

?
?

?

��

��

????? �
�

�

??
?????

��
�����

??
?

?
?

��

�
�

�
�

�

??

?
?

?
?

?

��

�
�

�

??
?

?
?

��
�

�
�

??
?

?
?

��

est commutatif. On voit donc qu’il suffit de prouver que le carré :

??����� ��

?????
?????

��
�����

??

??�
�

� ��

?
?

?
?

?
?

��
�

�
�

??
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est commutatif. Mais ce carré n’est autre que le carré (1.18).

Pour terminer, il reste à prouver que le carré (1.18) est commutatif. La preuve de ce fait est laissée en exercice aux
lecteurs. Il suffit d’utiliser le nombre de fois nécessaire les diagrammes solides de compatibilité des 2-isomorphismes
a(.) avec la composition des carrés commutatifs. c.q.f.d

1.3.4 La construction du 2-foncteur H

Pour prolonger notre foncteur, on spécialise les résultats précédents pour k = 1, 2 et 3. On définit l’image Im(F )
d’un foncteur F : A // B par :

– Ob(Im(F )) = Ob(A),
– pour A,B ∈ Ob(A), l’ensemble homIm(F )(A,B) est l’image de homA(A,B) // homB(F (A), F (B)) .

Le lecteur vérifie facilement que ces données définissent bien un catégorie et que le foncteur F se factorise uniquement :

A // Im(F ) // B

Le point clef est le lemme 1.3.8 ci-dessous.

Lemme 1.3.8 — Soit f : X // Y une flèche de C. L’image de 41(f) par le foncteur ψ(c1max) est une catégorie
directe.

Demonstration Étant donnés deux objets :

V
a2

  @@@@@@@@

X
f //

a1

>>~~~~~~~
Y

W
b2

  AAAAAAAA

X
f //

b1

>>}}}}}}}}
Y

et deux flèches c, d : W // V induisant un morphisme de 41(f), il s’agit de montrer que ψ(c1max)(c) = ψ(c1max)(d).
On forme les deux objets suivants :

V ×Y V
a2◦pri

##HHHHHHHHH

X
f //

∆◦a1

;;vvvvvvvvv
Y

W ×Y W
b2◦pri

$$IIIIIIIII

X
f //

∆◦b1
::uuuuuuuuu

Y

avec ∆ le morphisme diagonal et pri la projection sur le i-ème facteur (pour i ∈ {1, 2}). Il est clair que le diagramme
commutatif suivant :

W

c

��

W ×Y W
pr1oo pr2 //

c×d
��

W

d

��
V V ×Y V

pr1oo pr2 // V

induit un diagramme commutatif dans 41(f). Étant donné que ψ(c1max) envoie les flèches de 41(f) sur des isomor-
phismes, on voit immédiatement qu’il suffit de considérer le cas où c et d sont les projections sur les premier et second
facteur d’un produit fibré sur Y . On peut donc supposer que W = V ×Y V . On se ramène immédiatement au cas où
X = V et a = id. On a donc à comparer les deux morphismes ψ(c1max)(pr1) et ψ(c1max)(pr2) entre les ψ(c1max) des deux
objets :

V
a

  @@@@@@@@

V
a //

~~~~~~~~

~~~~~~~~
Y

V ×Y V
a◦pri

##HHHHHHHHH

V
f //

∆

;;vvvvvvvvv
Y

Par définition, ψ(c1max)(pri) est la composée du diagramme planaire :

H(V ) H(V ) H(Y )

H(V ) H(V ×Y V ) H(Y )

��

H2(pri)

//
H1(∆)

//
H2(a ◦ pri)

//
H2(a)

ttttv~ ttttv~
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C’est aussi la composée du diagramme planaire :

H(Y ) H(Y )

H(V ) H(V )

H(V ) H(V ×Y V )

��

H2(pri)

��

H2(a)

��

H2(a)

//
H1(∆)

ttttv~

tt

||

H2(a ◦ pri)____ks

Étant donné que la face carrée identité coïncide avec la face déduite de l’échange a (voir à la fin des données B dans
l’énoncé du théorème 1.3.1) on déduit que notre 2-morphisme est simplement la face carré :

H(Y ) H(Y )

H(V ) H(V ×Y V )

��

H2(a)

��

H2(a ◦ pri)

//
H1(∆)

ttttv~

Cette face est bien indépendante de i ∈ {1, 2}. c.q.f.d

On va définir le 2-foncteur H. Si f : X // Y est une flèche de C, nous poserons :

H(f) = Lim−−→41(f)(41(f)→MorD(H(X),H(Y ))

Cette limite inductive existe en vue du lemme précédent et du fait que :
– le foncteur ψ(c1max) envoie toute flèche de 41(f) sur un 2-isomorphisme de D,
– la catégorie 41(f) est connexe.

En fait dans la suite on utilisera constamment les deux propriétés précédentes pour 42 et 43. Plus précisément :
– les foncteurs ψ(c), ψ(c) ◦ φi, . . . etc envoient toute flèche de 4k sur un 2-isomorphisme de D,
– les catégories 4k sont connexes et leur image par ces foncteurs sont des sous-catégories directes.

Notons que la propriété de l’image d’être directe se déduit immédiatement du lemme 1.3.8 et du fait que les foncteurs
en question sont naturellement isomorphes à ψ(c1max) ◦ (∆k → ∆1).

Pour une suite de morphismes composables dans C :

X
f // Y

g // Z

on prendra comme 2-isomorphisme de connexion la composée c(f, g) des 2-isomorphismes :

H(g ◦ f) = Lim−−→41(g◦f)(41(g ◦ f)→MorD(H(X),H(z)))

Lim−−→42(f,g)(42(f, g)→41(g ◦ f)→MorD(H(X),H(Z)))

∼

��
Lim−−→42(f,g)(ψ2(c2max) : 42(f, g)→MorD(H(X),H(Z)))

l(c2max,c
1∗c1)∼

��
Lim−−→42(f,g)(ψ(c1 ∗ c1) : 42(f, g)→MorD(H(X),H(Z)))

Lim−−→41(f)×41(g)(Composition ◦ (ψ(c1)× ψ(c1)))

H(g) ◦ H(f)



52 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

Pour montrer que ceci définit bien un 2-foncteur, il reste à vérifier la relation de cocycle entre les c(., .). Plus précisément
pour une suite :

X
f // Y

g // Z
h // T

il faut prouver l’égalité : c(f, hg) ◦ c(g, h) = c(f, g) ◦ c(gf, h). Pour cette fin, on considère le diagramme commutatif de
catégories :

41(hgf) 42(gf, h)oo // 41(gf)×41(h)

42(f, hg)

OO

��

43(f, g, h)oo

OO

//

��

42(f, g)×41(h)

OO

��
41(f)×41(hg) 41(f)×42(gh)oo // 41(f)×41(g)×41(h)

Spécialisons le diagramme du lemme 1.3.7 aux cas k = 3 et (k1, k2) = (1, 2) ou (2, 1). On obtient ainsi deux diagrammes
commutatifs :

ψ1(c1max) ◦ φ1,2
// ψ3(c3max)

ψ3(c1max ∗ c2max)

OO

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ2

OO

ψ1(c1max)φ1,2
// ψ2(c2max) ◦ φ2

OO

et

ψ1(c1max) ◦ φ1,2
// ψ3(c3max)

ψ3(c2max ∗ c1max)

OO

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ1

OO

ψ1(c1max)φ1,2
// ψ2(c2max) ◦ φ1

OO
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En identifiant les flèches horizontales supérieures des deux diagrammes ci-dessus, on obtient le diagramme commutatif
suivant :

ψ3(c3max)

ψ3(c1max ∗ c2max)

55kkkkkkkkkkkkkk
ψ3(c2max ∗ c1max)

iiSSSSSSSSSSSSSS

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ2

OO

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ1

OO

ψ2(c2max) ◦ φ2

OO

ψ2(c2max) ◦ φ1

OO

ψ1(c1max) ◦ φ1,2

iiSSSSSSSSSSSSSS

55kkkkkkkkkkkkkk

En utilisant le diagramme commutatif :

ψ3(c1max ∗ c1max ∗ c1max)

ψ3(c1max ∗ c2max) //

55kkkkkkkkkkkkkkk
ψ3(c3max)

OO

ψ3(c2max ∗ c1max)oo

iiSSSSSSSSSSSSSSS

On obtient le diagramme commutatif :

ψ3(c1max ∗ c1max ∗ c1max)

ψ3(c1max ∗ c2max)

44jjjjjjjjjjjjjjjj
ψ3(c2max ∗ c1max)

jjTTTTTTTTTTTTTTTT

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ2

OO

ψ2(c1max ∗ c1max) ◦ φ1

OO

ψ2(c2max) ◦ φ2

OO

ψ2(c2max) ◦ φ1

OO

ψ1(c1max) ◦ φ1,2

jjTTTTTTTTTTTTTTTT

44jjjjjjjjjjjjjjjj

En passant à la limite inductive, ceci donne alors le diagramme commutatif :

H(h) ◦ H(g) ◦ H(f)

H(h) ◦ H(g ◦ f)

55kkkkkkkkkkkkkk
H(h ◦ g) ◦ H(f)

iiSSSSSSSSSSSSSS

H(h ◦ g ◦ f)

55kkkkkkkkkkkkkk

iiSSSSSSSSSSSSSS

Le fait que cela coïncide avec le diagramme de cocycle est évident. Le théorème 1.3.1 est prouvé.

1.3.5 Les données A du critère 1.3.1 dans le cas géométrique
Soit S un schéma de base. Dans la littérature on peut trouver plusieurs définitions des S-schémas "projectifs" et

"quasi-projectifs". La meilleure (du point de vue de l’auteur) est celle de Grothendieck [EGA II]. Malheureusement
cette définition n’est pas très adaptée a notre construction que si l’on suppose S raisonnable. Le lecteur doit donc
faire un choix : se restreindre à des schémas de bases raisonnables ou prendre une notion moins bonne de S-schémas
projectifs. Ainsi dans la suite la catégorie (Sch/S) désignera l’une des deux catégories suivantes :
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– Lorsque S est quelconque, on peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-projectifs au sens du
Hartshorne [Har77], i.e., les S-schémas de présentation finie qui admettent une immersion dans PnS pour n assez
grand.

– Si on accepte de supposer que S est un schéma admettant une famille ample de fibrés en droites, on peut prendre
pour (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-projectifs au sens Grothendieck [EGA II], i.e., les S-schémas
de présentation finie qui admettent une immersion dans P(M ) avec M un OS-module cohérent (pas forcément
localement libre).

Quelque soit le choix adopté on a le lemme suivant (voir [SGA 6], exposé : "Existence de résolutions globales" par L.
Illusie) :

Lemme 1.3.9 — Tout morphisme f : X // Y dans (Sch/S) se factorise de la manière suivante :

X
i //

f
""EEEEEEEEE P(L )

p

��
Y

avec i une immersion, L un OY -module localement libre et p la projection canonique.

Dans la section 1.6 on appliquera le théorème 1.3.1 dans le cas où C = (Sch/S), C1 = (Sch/S)Imm la sous-catégorie
où les flèches sont les immersions fermées, et C2 = (Sch/S)Liss la sous-catégorie où les flèches sont les morphismes
lisses. Il est clair que ces catégories vérifient les trois premières conditions qui assurent la validité du théorème 1.3.1.

1.4 Énoncé du résultat principal. Quelques préparations

1.4.1 Énoncé du résultat principal

Soit S un schéma de base quasi-compact et séparé (mais non nécessairement noethérien). Tous les S-schémas
considérés dans la suite seront quasi-compacts et de présentation finie. On notera (Sch/S) la catégorie des S-schémas
quasi-projectifs (voir la sous-section 1.3.5 pour plus de détails). On notera également TR la 2-catégorie des catégories
triangulées. Dans toute la suite du chapitre on fixera un 2-foncteur contravariant :

H∗ : (Sch/S) // TR

Pour X un S-schéma de (Sch/S), on notera simplement H(X) la catégorie triangulée H∗(X). On notera également
f∗ le 1-morphisme H∗(f) pour f un morphisme dans (Sch/S) et c∗ les 2-isomorphismes de connexions c∗(f, g) :
(g ◦ f)∗ ∼ // f∗ ◦ g∗ pour f et g deux morphismes composables dans Sch/S. Le 1-morphisme f∗ est un foncteur
triangulé par la définition de la 2-catégorie TR. Comme c’est expliqué dans les notes de Deligne [Del01], on peut
sans restreindre la généralité, demander à H∗ d’être strictement unital, i.e., c∗(Id, f) et c∗(f, Id) sont l’identité. Dans
la suite tous nos 2-foncteurs seront implicitement supposés unitaux. On considère les six propriétés suivantes :

1. H(∅) = 0 (la catégorie triangulée triviale).

2. (Adjoint à droite) Pour tout morphisme f : X // Y dans (Sch/S), le 1-morphisme f∗ : H(Y ) // H(X)
admet un adjoint à droite f∗ (i.e., f∗ est un foncteur triangulé qui est adjoint à droite du foncteur f∗). De plus,
pour i une immersion (pas forcément fermée) le 2-morphisme de counité : i∗i∗ // Id est un 2-isomorphisme.

3. (Adjoint à gauche) Si f : X // Y est un S-morphisme lisse dans (Sch/S), le 1-morphisme f∗ admet un
adjoint à gauche f#. De plus pour tout carré cartésien :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

avec f lisse, le 2-morphisme d’échange (qui sera défini dans la sous-section 1.4.5) : f ′#g
′∗ // g∗f# est un

2-isomorphisme.
4. (Localité) Soient j : U // X une immersion ouverte dans Sch/S et i : Z // X une immersion fermée

complémentaire dans Sch/S. La paire (j∗, i∗) est conservative.
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5. (Invariance par homotopie) Si p : A1
X

// X est la projection canonique, le 2-morphisme d’unité :

Id // p∗p∗

est un 2-isomorphisme.

6. (Stabilité) Si s est la section nulle de la projection canonique p : A1
X

// X , l’endofoncteur p#s∗ de H(X) est
une équivalence de catégories.

Definition 1.4.1 — Nous dirons que le 2-foncteur H est un 2-foncteur homotopique stable s’il vérifie les axiomes
1 à 6 ci-dessus.

Dans la suite du chapitre, le 2-foncteur H sera supposé un 2-foncteur homotopique stable. On montrera alors, que
H∗ s’étend d’une façon “unique” en un foncteur croisé au sens de 1.2.12. De plus on aura f∗ = f! pour f projectif et
f ! = f∗ à une équivalence près pour f lisse. Ce résultat a été annoncé par Voevodsky (non publié). Voici l’énoncé
précis de ce qu’on prouvera :

SCHOLIE 1.4.2 — Supposons donné un 2-foncteur homotopique stable :

H∗ : (Sch/S) // TR

1- Il existe3 :
– un 2-foncteur contravariant H! : (Sch/S) // TR ,

– un 2-foncteur covariant H∗ : (Sch/S) // TR qui est un adjoint global à droite de H∗,

– un 2-foncteur covariant H! : (Sch/S) // TR qui est un adjoint global à gauche de H!,

– une structure de foncteur croisé sur le quadruplet (H∗,H∗,H!,H
!) relativement à la classe des carrés cartésiens

de (Sch/S).

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout OX-module cohérent localement libre M , il existe une autoéquiva-
lence Th(M ) de la restriction du foncteur croisé précédent à la catégorie (Sch/X). Si le OX-module M s’insère dans
une suite exacte courte :

0 // N //M // L // 0

on dispose d’un isomorphisme d’autoéquivalences de foncteurs croisés :

Th(M ) ∼ // Th(L ) ◦ Th(N )

3- Soit f : X // Y un S-morphisme lisse. Notons Ωf le OX-module localement libre des différentielles relatives.
Il existe alors des 2-isomorphismes :

– f!
∼ // f#Th−1(Ωf )

– f ! ∼ // Th(Ωf )f∗

avec Th−1(Ωf ) l’équivalence inverse à Th(Ωf ).

4- Pour tout morphisme f : X // Y dans (Sch/S) il existe un 2-morphisme : f!
// f∗ . Lorsque f est

projectif ce 2-morphisme est inversible.

5- On a le théorème de changement de base pour un morphisme projectif, i.e., pour tout carré cartésien :

X ′

f ′

��

g′ // X

f

��
Y ′ g

// Y

dans (Sch/S) avec f un S-morphisme projectif, les 2-morphismes d’échange :
– g∗f∗

∼ // f ′∗g
′∗ ,

– f ′! g
′! ∼ // g!f! .

sont inversibles.

Dans le reste de cette section nous dériverons quelques conséquences plus ou moins directes des axiomes.
3Nous ignorons si ces données sont déterminés par le 2-foncteur H∗ à un unique isomorphisme près.
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1.4.2 Les 2-morphismes de connexions. Unités et counités des adjonctions
Cette sous-section sert à fixer les notations. Avant de commencer la liste des ingrédients de base qui serviront à

construire le foncteur croisé annoncé dans la sous-section précédente, on introduit deux sous-catégories de (Sch/S) qui
joueront un rôle important d’ici la fin de la preuve.

– La sous-catégorie (Sch/S)Liss, dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les flèches sont les S-morphismes
lisses.

– La sous-catégorie (Sch/S)Imm, dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les flèches sont les S-immersions
fermées.

Si F est un 2-foncteur de source (Sch/S) on désignera par LissF et ImmF les restrictions de F à (Sch/S)Liss et (Sch/S)Imm

respectivement. Parfois, on notera un 2-foncteur F qui n’est défini que sur (Sch/S)Liss ou sur (Sch/S)Imm par LissF ou
ImmF pour mettre en évidence le fait qu’il est défini seulement sur une sous-catégorie de (Sch/S).

Soit maintenant une suite : X
f // Y

g // Z de morphismes dans (Sch/S). Rappelons qu’on a noté :

c∗ = c∗(f, g) : (g ◦ f)∗ ∼ // f∗ ◦ g∗

le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H∗ associé à la suite des S-morphismes composables (f, g).

D’après 1.1.17 et l’axiome 2 de la sous-section précédente il existe (à un isomorphisme unique près) un adjoint à
droite global au 2-foncteur H∗. On en fixe un qu’on notera :

H∗ : (Sch/S) // TR

Pour une suite X
f // Y

g // Z de morphismes dans (Sch/S) on notera :

c∗ = c∗(f, g) : (g ◦ f)∗
∼ // g∗ ◦ f∗

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé à la suite de S-morphismes composables (f, g).

De même, par l’axiome 3, il existe (à un isomorphisme unique près) un adjoint à gauche global au 2-foncteur LissH∗.
On en fixe un qu’on notera :

LissH# : (Sch/S)Liss // TR

Pour une suite X
f // Y

g // Z de S-morphismes lisses dans (Sch/S) on notera :

c# = c#(f, g) : (g ◦ f)#
∼ // g# ◦ f#

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé à la suite de S-morphismes lisses composables (f, g).

Soit maintenant f : X // Y un morphisme dans (Sch/S). On notera η∗∗(f) : idH(Y )
// f∗f∗ et δ∗∗(f) :

f∗f∗ // idH(X) les 2-morphismes d’unité et de counité de l’adjonction entre f∗ et f∗.

De même, lorsque f est lisse, on notera η∗#(f) : id // f∗f# et δ∗#(f) : f#f
∗ // id les 2-morphismes d’unité

et de counité de l’adjonction entre f# et f∗.
On a les diagrammes solides commutatifs standards exprimant les compatibilités des 2-morphismes d’unité et de

counité avec les 2-isomorphismes de connexions des différents 2-foncteurs. Voici un exemple (type) de ces diagrammes

(pour les unités de l’adjonction globale entre LissH# et LissH∗ et une suite de S-morphismes lisses X
f // Y

g // Z ) :

H(Z)

H(X)

H(Y )

H(X)

H(Y )
��������������������

��

g∗

��������������������������

��

????????????????????

__

g#

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

RR

????????????

��
f∗

������������

??

f#
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1.4.3 "Localement pour la topologie de Nisnevich"
La proposition suivante est un corollaire simple de l’axiome de localité :

Proposition 1.4.3 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (ui : Ui // X )i un recouvrement Nisnevich
fini de X. Soit A un objet de H(X). On suppose que u∗iA est nul pour tous les indices i. Alors A est nul.

Demonstration Le recouvrement Nisnevich (ui : Ui // X )i étant fini et nos schémas étant de présentation finie
sur S, on peut trouver une suite finie et croissante d’ouverts Zariski quasi-compacts :

∅ = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ VN−1 ⊂ VN = X, pour un certain entier naturel N,

telle que pour tout n ∈ {1, . . . , N}, le recouvrement (ui)i est sindé au dessus d’un sous-schéma fermé de présentation
finie Zn ⊂ Vn complémentaire de l’ouvert Vn−1 ⊂ Vn. Plus précisément, il existe un triangle commutatif :

(1.19)
∐
i Ui

��
Zn //

<<

X

Pour prouver celà, on se ramène immédiatement au cas où X est noethérien et réduit. L’existence des Vn s’obtient
alors par récurrence noethérienne.

Notons zn l’immersion localement fermée de Zn dans X. Par hypothèse, les objets u∗iA sont nuls. On déduit alors,
en utilisant la factorisation (1.19), que z∗nA = 0 pour n ∈ {1, . . . , N}. Si vn désigne l’immersion ouverte de Vn dans
X, l’axiome 4 (de localité) appliqué à la paire (Vn−1, Zn) montre l’implication :

(v∗n−1A = 0) +3 (v∗nA = 0) pour n ∈ {1, . . . , N}

Mais v∗0A = 0, étant donné que v0 est l’immersion du schéma ∅ (utiliser l’axiome 1). Par une récurrence immédiate,
on déduit que v∗NA = 0, ce qui termine la preuve. c.q.f.d

On a le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.4 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (ui : Ui // X )i un recouvrement Nisnevich

fini de X. Soit a : A // B une flèche dans H(X). On suppose que u∗i (a) : u∗iA
// u∗iB est un isomorphisme

pour tous les indices i. Alors a est un isomorphisme.

Demonstration On choisit un triangle distingué basé sur a :

A // B // C //

Il suffit alors de prouver que C est nul. Mais comme les u∗i sont des foncteurs triangulés on a des triangles distingués :

u∗iA
// u∗iB

// u∗iC
//

La première flèche du triangle est un isomorphisme par hypothèse. On en déduit que les u∗iC sont tous nuls. Donc par
la proposition 1.4.3 l’objet C est nul. Ceci prouve que a est un isomorphisme. c.q.f.d

1.4.4 Le foncteur prolongement par le vide. Le foncteur sections à support
On commence par une définition générale qui sera pratique dans la suite :

Definition 1.4.5 — Supposons donnés trois 1-morphismes :

a, b, c : T1
// T2

dans TR. En d’autres termes, T1 et T2 sont deux catégories triangulées et a, b et c sont trois foncteurs triangulés de
T1 dans T2. Une suite de 2-morphismes composables :

a
α // b

β // c
γ // a[+1]

est appelée un 2-triangle distingué lorsque pour tout objet P de T1 la suite :

a(P ) α // b(P )
β // c(P )

γ // a(P )[+1]
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est un triangle distingué de T2.

Le lemme qui suit est une conséquence de l’axiome de localité (se référer aux notes de Deligne [Del01] pour plus
de détails). Le principe de démonstration est le même que celui de la démonstration de la proposition 1.4.9.

Lemme 1.4.6 — Soient j : U // X une immersion ouverte (entre S-schémas quasi-projectifs) et i :
Z // X une immersion fermée complémentaire. Il existe un unique 2-morphisme ϕ tel que la suite :

j#j
∗
δ∗#(j)

// IdH(X)

η∗∗(i) // i∗i∗
ϕ // j#j∗[+1]

soit un 2-triangle distingué.

Le lemme suggère alors de poser pour j : U // X une immersion ouverte, j! = j# : H(U) // H(X) et

j! = j∗ : H(X) // H(U) . On a ainsi la chaîne d’adjonctions habituelle :

j! , j! = j∗ , j∗

et le triangle distingué habituel :

j!j
!A // A // i∗i∗A

[+1] // j!j!A[+1]

Le 1-morphisme j! est appelé classiquement prolongement par le vide.

On garde les notations de 1.4.6. On va construire un foncteur i! : H(X) // H(Z) adjoint à droite du foncteur

i∗ : H(Z) // H(X) . C’est le foncteur ‘sections à support dans Z’. Si A ∈ Ob(H(X)) on voudrait avoir un triangle
distingué dans H(X) :

i∗i
!A // A // j∗j∗A

[+1] // i∗i!A[+1]

L’idée est donc de définir i!A comme étant i∗Cône(A → j∗j
∗A)[−1]. La difficulté est de rendre cette construction

fonctorielle. Pour cela on a les deux lemmes qui suivent :

Lemme 1.4.7 — Si i et j sont comme dans le lemme 1.4.6, alors le 1-morphisme j∗i∗ est nul.

Demonstration Ce 1-morphisme est un adjoint à droite de i∗j#. Il suffit donc de prouver que ce dernier est nul.
Mais le carré commutatif :

∅ //

��

U

��
Z // X

est cartésien. Donc par l’axiome 3, on a : i∗j# ' ∅#∅∗ = 0 car la catégorie H(∅) est nulle par l’axiome 1. c.q.f.d

Lemme 1.4.8 — Supposons choisi pour tout objet A de H(X) un triangle distingué dans H(X) :

A // j∗j∗A
θ // C(A) // A[+1]

Alors, pour tout morphisme α : A // B dans H(X) il existe un unique morphisme C(α) : C(A) // C(B)
rendant commutatif le carré :

C(A) //

C(α)

��

A[+1]

α[+1]

��
C(B) // B[+1]

Ce même morphisme rend également le diagramme suivant :

A //

α

��

j∗j
∗A

θ //

α

��

C(A) //

C(α)

��

A[+1]

α[+1]

��
B // j∗j∗B

θ // C(B) // B[+1]
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commutatif. Les associations : A→ C(A) et α→ C(α) définissent alors un endofoncteur triangulé de H(X).

Demonstration L’existence de C(α) rendant le deuxième diagramme commutatif, est assurée par les axiomes des
catégories triangulées. Il s’agit de prouver l’unicité de C(α) rendant le premier carré commutatif. Pour cela on prend
une autre flèche C ′(α) rendant ce carré commutatif. Le morphisme β = C ′(α) − C(α) se trouve alors dans le noyau
du morphisme : hom(C(A), C(B)) // hom(C(A), B[+1]) . Mais on a une suite exacte de groupes abéliens :

hom(C(A), j∗j∗B) // hom(C(A), C(B)) // hom(C(A), B[+1])

Donc pour prouver que β est nul, il suffira de prouver que hom(C(A), j∗j∗B) = 0. Par adjonction, il suffit de prouver
que hom(j∗C(A), j∗B) = 0. Mais en appliquant j∗ au triangle de l’énoncé on obtient :

j∗A // j∗j∗j∗A // j∗C(A) // j∗A[+1]

Comme j est une immersion, le morphisme d’adjonction : j∗j∗j∗A // j∗A est un isomorphisme. Comme c’est une

rétraction à j∗A // j∗j∗j∗A ce dernier est un isomorphisme et j∗C(A) = 0.
L’unicité de C(α) entraîne facilement que A → C(A) définit un foncteur de H(X) dans lui même. Pour voir que

c’est un foncteur triangulé, on utilise bien sûr l’axiome de l’octaèdre. Les détails sont laissés aux lecteurs. c.q.f.d

Proposition 1.4.9 — 1- Pour i : Z // X il existe un 1-morphisme i! : H(X) // H(Z) et un 2-triangle
distingué :

i∗i
!

δ!
∗ // IdH(X)

η∗∗ // j∗j∗
θ // i∗i!A[+1]

De plus le couple formé du foncteur i! ainsi que le 2-triangle ci-dessus est unique à un isomorphisme unique près.
2- Si α : A // B est une flèche de H(X) le morphisme i∗i!(α) : i∗i!A // i∗i!B est l’unique morphisme de

H(Y ) rendant le carré :

i∗i
!A

i∗i
!α
��

// A

α

��
i∗i

!B // B

commutatif. De plus il fournit un morphisme de triangles distingués :

i∗i
!A

i∗i
!α

��

// A //

α

��

j∗j
∗A

j∗j
∗α

��

// i∗i!A[+1]

i∗i
!α

��
i∗i

!B // B // j∗j∗A // i∗i!B[+1]

3- Enfin, le 1-morphisme i! est adjoint à droite du 1-morphisme i∗. Le 2-morphisme de counité : i∗i! // id est
celui qui celui qui figure dans le 2-triangle distingué. Le 2-morphisme d’unité est un 2-isomorphisme.

Demonstration Il reste à prouver le dernier point. Montrons que i! est adjoint à droite du foncteur i∗. Calculons
pour cela le groupe abélien : hom(U, i!A) pour U ∈ Ob(H(Z)) et A ∈ Ob(H(X)). Par la dernière partie de l’axiome 2
on a : hom(U, i!A) = hom(i∗U, i∗i!A). Ainsi notre groupe s’insère dans une suite exacte longue :

hom−1(i∗U, j∗j∗A) // hom(U, i!A) // hom(i∗U,A) // hom(i∗U, j∗j∗A)

On voit donc qu’il suffit de montrer que homk(i∗U, j∗j∗A) = 0 pour k = 0, −1. Comme U est un objet général de
H(Z), il suffit alors de prouver que hom(i∗U, j∗j∗A) = 0. Mais j∗ admet j∗ pour adjoint à gauche. On en déduit que
hom(i∗U, j∗j∗A) = hom(j∗i∗U, j∗A) = 0 car j∗i∗ = 0 par le lemme 1.4.7. c.q.f.d

Corollaire 1.4.10 — Il existe à un unique isomorphisme près un 2-foncteur :

ImmH! : (Sch/S)Imm // TR

qui soit un adjoint global à droite du 2-foncteur ImmH∗. On notera c!(f, g) les 2-isomorphismes de connexion de ce
2-foncteur.



60 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

1.4.5 Une structure de foncteurs croisés sur (H∗,H∗,
LissH#,

LissH∗)

Notre point de départ est la structure d’échange triviale relativement à la classe des carrés commutatifs de (Sch/S)
sur le couple (H∗,H∗). Cette structure d’échange est induite par les 2-isomorphismes de connexion. En effet il s’agit
de deux isoéchanges inverses l’un de l’autre de type ↙ et ↗ qui à un carré commutatif de S-schéma :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

associe respectivement les deux 2-isomorphismes inverses l’un de l’autre :

g′∗ ◦ f∗
c∗(g′,f)−1

// (f ◦ g′)∗ (g ◦ f ′)∗
c∗(f ′,g) // f ′∗ ◦ g∗

f ′∗ ◦ g∗
c∗(f ′,g)−1

// (g ◦ f ′)∗ (f ◦ g′)∗
c∗(g′,f) // g′∗ ◦ f∗

On définit à l’aide de la proposition 1.2.5 une structure d’échange de type ↖ sur le couple (H∗,H∗) à partir de la
structure d’échange de type ↗ sur (H∗,H∗) et l’adjonction globale entre H∗ et H∗. Si (C) est un carré commutatif :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

on appellera Ex∗∗(C) le 2-morphisme d’échange :

Ex∗∗(C) : g∗f∗ // f ′∗g
′∗

Par définition Ex∗∗(C) est la composée :

g∗f∗
η∗∗(f

′) // f ′∗f
′∗g∗f∗

c∗(f ′,g)−1

// f ′∗(g ◦ f ′)∗f∗ f ′∗(f ◦ g′)∗f∗
c∗(g′,f) // f ′∗g

′∗f∗f∗
δ∗∗(f) // f ′∗g

′∗

Remarque 1.4.11 — Il existe à priori une autre structure d’échange sur le couple (H∗,H∗). Elle est obtenue à
partir de la structure d’échange triviale sur (H∗,H∗) de type↙ et l’adjonction globale entre H∗ et H∗. Le 2-morphisme
d’échange de cette structure associé au carré commutatif de tout à l’heure est égal à la composée :

g∗f∗
η∗∗(g

′) // g∗f∗g′∗g
′∗c∗(g

′,f)−1

// g∗(f ◦ g′)∗g′∗ g∗(g ◦ f ′)∗g′∗
c∗(f

′,g) // g∗g∗f ′∗g′∗
δ∗∗(g) // f ′∗g

′∗

Le fait que ces deux structures d’échange coïncident, est une conséquence du lemme 1.1.15.

Par restriction on a une structure d’échange de type ↗ sur (H∗, LissH∗). En utilisant l’adjonction globale entre
LissH∗ et LissH# on obtient une structure d’échange (pour la classe des carrés commutatifs avec morphismes verticaux
lisses) de type ↙ sur le couple de 2-foncteurs (H∗, LissH#). On notera Ex∗#(.) les 2-morphismes d’échange de cette
structure. Pour un carré commutatif (C) de S-morphismes :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

avec f et f ′ lisses, le 2-morphisme d’échange :

Ex∗#(C) : f ′#g
′∗ // g∗f#

est la composée :

f ′#g
′∗

η∗#(g)
// g∗g#f

′
#g
′∗c
∗(f ′,g)−1

// g∗(g ◦ f ′)#g
′∗ g∗(f ◦ g′)#g

′∗ c
∗(g′,f) // g∗f#g

′
#g
′∗
δ∗#(g′)

// g∗f#
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On a également la formule a(Ex∗∗(C)) = Ex∗#(C) (voir la proposition 1.1.5 pour la définition de l’opération a(.)).
Lorsque le carré (C) est cartésien l’axiome 3 nous dit que le 2-morphisme d’échange Ex∗#(C) est un 2-isomorphisme.
En d’autres termes, la restriction de cet échange à la sous-classe formée des carrés cartésiens est un isoéchange. D’après
la proposition 1.2.14 on a alors :

Proposition 1.4.12 — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)Liss vers TR par rapport à la classe des
carrés cartésiens à flèches verticales lisses. Ce foncteur croisé est défini par les données :

– le 2-foncteur H∗ et son adjoint global à droite H∗,
– le 2-foncteur LissH∗ et son adjoint global à gauche LissH#,
– la structure d’échange triviale sur (H∗, LissH∗),
– la structure d’échange sur (H∗, LissH#) déduite de l’isoéchange de type↖ inverse de l’isoéchange sur (H∗, LissH#)
(par rapport aux carrés cartésiens) et de l’adjonction globale entre H∗ et H∗.

Pour un carré cartésien (C) :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

avec f lisse, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (H∗, LissH∗) est donné par Ex∗∗ appliqué au carré
commutatif :

•
f ′ //

g′

��

•
g

��•
f
// •

Le 2-isomorphisme d’échange de la structure d’échange sur (H∗, LissH#) est donné par le 2-morphisme Ex∗#(C). Fina-
lement le 2-morphisme d’échange Ex∗,#(C) relatif à la structure d’échange sur (H∗, LissH#) est donné par la composée :

f#g
′
∗

// g∗g∗f#g
′
∗

(Ex∗#)−1

// g∗f ′#g
′∗g′∗

// g∗f ′#

En particulier, on a le résultat suivant, dont l’analogue dans [SGA 4] est connu sous le nom du “théorème de
changement de base par un morphisme lisse” :

Proposition 1.4.13 — Soit un carré cartésien dans Sch/S :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

avec g lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex∗∗ : g∗f∗
∼ // f ′∗g

′∗ est inversible. En d’autre termes l’échange sur

(LissH
∗
,H∗) est un isoéchange (par rapport aux carrés cartésiens).

1.4.6 Une structure de foncteurs croisés sur (H∗,H∗,
ImmH!,

ImmH!)

Dans la même veine, on continue avec le “cas trivial” du “théorème de changement de base pour un morphisme
propre”.

Lemme 1.4.14 — Soit un carré cartésien :

T
g′ //

i′

��

Z

i

��
Y

g // X

avec i une immersion fermée. Le 2-morphisme d’échange Ex∗∗ : g∗i∗
∼ // i′∗g

′∗ est inversible.
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Demonstration Fixons A un objet de H(Z). Soit j : U // X l’immersion de l’ouvert complémentaire de i(Z).
Notons aussi j l’immersion ouverte de Y ×X U dans Y . L’objet g∗i∗A est à support dans T car j∗g∗i∗A ' g∗j∗i∗A ' 0.
Donc le 2-morphisme d’unité : g∗i∗A // i′∗i

′∗g∗i∗A est un 2-isomorphisme. Mais notre 2-morphisme d’échange est
égal à la composée :

g∗i∗A
∼ // i′∗i

′∗g∗i∗A // i′∗g
′∗i∗i∗A // i′∗g

′∗A

Le deuxième 2-morphisme est un 2-isomorphisme puisque c’est une composée de deux 2-morphismes de connexions
c∗. Le troisième 2-morphisme est aussi un 2-isomorphisme par l’axiome 2. Le lemme est prouvé. c.q.f.d

L’échange sur (H∗, ImmH∗) par rapport à la classe des carrés cartésiens défini par les 2-morphismes Ex∗∗ est donc
un isoéchange de type ↖. En utilisant la proposition 1.2.14 :

Proposition 1.4.15 — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)Imm vers TR par rapport à la classe des
carrés cartésiens à flèches verticales des immersions fermées. Ce foncteur croisé est défini par les données :

– le 2-foncteur H∗ et son adjoint global à droite H∗,
– le 2-foncteur ImmH! et son adjoint global à gauche ImmH∗,
– la structure d’échange triviale sur (H∗, ImmH∗),
– la structure d’échange sur (H∗, ImmH!) déduite de l’isoéchange de type ↘ inverse de l’échange sur (H∗, ImmH∗)
(par rapport aux carrés cartésiens) et de l’adjonction globale entre ImmH∗ et ImmH!,

Pour un carré cartésien (C) :

•
f ′ //

i′

��

•
i

��•
f
// •

avec i une immersion fermée, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (H∗, ImmH!) est donné par
Ex!
∗(C) = a(Ex∗∗(C)). C’est donc la composée :

f ′∗i
′! η!

∗(i) // i!i∗f ′∗i
′!c∗(f

′,i)−1

// i!(i ◦ f ′)∗i′! i!(f ◦ i′)∗i′!
c∗(i

′,f) // i!f ′∗i
′
∗i
′! δ!

∗(i
′) // i!f ′∗

L’échange sur (H∗, ImmH!) est donné par les 2-morphismes d’échange Ex!,∗(C) : f ′∗i! // i′!f∗ égaux à la composée :

f ′∗i!
η!
∗(i) // i′!i′∗f

′∗i!
Ex∗∗(C)−1

// i′!f∗i∗i!
δ!
∗(i) // i′!f∗

Voici une caractérisation des 2-morphismes d’échange Ex!,∗ :

Proposition 1.4.16 — 1- Soit un carré cartésien (C) :

T
i′ //

f ′

��

Y

f

��
Z

i // X

On suppose que i est une immersion fermée. Le 2-morphisme e = Ex!,∗ est l’unique 2-morphisme e : f ′∗i! // i′!f∗

rendant le diagramme suivant commutatif :

(1.20) f∗i∗i
! //

Ex∗∗
��

f∗

i′∗f
′∗i!

e

��
i′∗i
′!f∗ // f∗
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2- Formons le diagramme commutatif :

T
i′ //

f ′

��

Y

f

��

V
j′oo

f ′′

��
Z

i // X U
joo

avec j les inclusions des ouverts complémentaires à i. Le carré de droite est également cartésien. Le morphisme
e = Ex!,∗ fournit pour tout A ∈ H(X) un morphisme de triangles distingués :

(1.21) f∗A // f∗j∗j∗A //

��

f∗i∗i
!A[+1] //

Ex∗∗◦Ex
!,∗

��

f∗A[+1]

f∗A // j∗j∗f∗A // i∗i!f∗A[+1] // f∗A[+1]

Demonstration La preuve de cet énoncé est facile. La preuve de l’existence et l’unicité du morphisme e est totalement
analogue à celle du fait que A→ C(A) est un foncteur (voir lemme 1.4.8)4. On prouvera donc seulement que Ex!,∗ = e.
Mais pour cela il suffit de prouver que le diagramme obtenu un remplaçant e par Ex!,∗ dans le diagramme 1.20 de
l’énoncé est commutatif. Mais ceci découle de la proposition (1.2.5). c.q.f.d

Corollaire 1.4.17 — Supposons que f est lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex!,∗ est inversible.

Demonstration Il suffit d’appliquer la proposition 1.4.13 et le lemme 1.4.14 et d’utiliser le morphisme de triangles
distingués 1.21 de la proposition 1.4.16. c.q.f.d

Par adjonction on a également :

Corollaire 1.4.18 — Sous les hypothèses du corollaire 1.4.17, le 2-morphisme d’échange :

Ex∗,# : f#i
′
∗

// i∗f ′#

relativement à l’échange sur (H∗, LissH#) est inversible.

1.4.7 Sur le 2-morphisme θ
Supposons donné un diagramme de S-schémas :

Y
i // X U

joo

avec i une immersion fermée et j une immersion ouverte complémentaire. On a défini dans la proposition 1.4.9 un
2-morphisme θ :

• •

•• //j∗

//
i∗[−1]

��

i!

��

j∗����{�
θ

caractérisé par la propriété d’être l’unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(•)) le triangle :

i∗i
!A

δ // A
η // j∗j∗A

θ // i∗i!A[+1]

est un triangle distingué. Dans cette sous section on construira deux diagrammes solides commutatifs décrivant des
compatibilités du 2-morphisme θ avec différents 2-morphismes d’échange.

Proposition 1.4.19 — Soit f : X ′ // X un morphisme de S-schémas dans (Sch/S). On forme le diagramme
commutatif à carrés cartésiens :

Y ′
i′ //

f

��

X ′

f

��

U ′
j′oo

f

��
Y

i
// X U

j
oo

4Il faut utiliser en plus le fait que Ex∗∗ est un 2-isomorphisme, ce qui découle du lemme 1.4.14.
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On a un cube commutatif :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i′!

��

j∗

��

i∗[+1]

��

i′∗[+1]
������������

��

f∗

������������

��

f∗

������������

��

f∗

������������

��

f∗

��

j′∗

//j′∗

dont les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-morphismes θ et ceux perpendiculaires au plan de la feuille sont
des 2-morphismes d’échanges. En d’autres termes le diagramme de 2-morphismes :

f∗j∗j
∗ θ //

Ex∗∗

��

f∗i∗i
![+1]

Ex∗∗
��

j′∗f
∗j∗

��

i′∗f
∗i![+1]

Ex!,∗

��
j′∗j
′∗f∗

θ
// i′∗i
′!f∗[+1]

est commutatif. De plus, ce dernier s’insère dans un morphisme de 2-triangles distingués (de 1-morphismes) :

f∗i∗i
! δ //

��

f∗
η // f∗j∗j∗

θ //

��

f∗i∗i
![+1]

��
i′∗i
′!f∗

δ
// f∗ η

// j′∗j
′∗f∗

θ
// i′∗i
′!f∗[+1]

Lorsque f est lisse tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes.

Demonstration Puisque le diagramme suivant est commutatif :

f∗ // f∗j∗j∗

Ex∗∗

��
j′∗f
∗j∗

��
f∗ // j′∗j

′∗f∗

et d’après les axiomes d’une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une flèche aA rendant commutatif
le diagramme suivant :

f∗i∗i
!A

δ //

a

��

f∗A
η // f∗j∗j∗A

θ //

��

f∗i∗i
!A[+1]

a[1]

��

j′∗f
∗j∗A

��
i′∗i
′!f∗A

δ
// f∗A η

// j′∗j
′∗f∗A

θ
// i′∗i
′!f∗A[+1]

Il suffit alors de prouver que aA est égale à l’évaluation en A de la composée :

f∗i∗i
!
Ex∗∗ // i′∗f

∗i!
Ex!,∗

// i′∗i
′!f∗
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Compte tenu de 1.4.8 il suffit de prouver que le diagramme :

f∗i∗i
! //

��

f∗

i′∗f
∗i!

��
i′∗i
′!f∗ // f∗

est commutatif5. Mais ceci découle de la proposition 1.2.5. c.q.f.d

On a également le même énoncé pour les 1-morphismes "sections à support" :

Proposition 1.4.20 — Soit s : T // X une immersion fermée de S-schémas. On forme le diagramme
commutatif à carrés cartésiens :

Z
i′ //

s

��

T

s

��

V
j′oo

s

��
Y

i
// X U

j
oo

On a un cube commutatif :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i′!

��

j∗

��

i∗[+1]

��

i′∗[+1]
������������

��

s!

������������

��

s!

������������

��
s!

������������

��
s!

��

j′∗

//j′∗

dont les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-morphismes θ et ceux perpendiculaires au plan de la feuille sont
des 2-morphismes d’échanges. En d’autres termes, le diagramme de 2-morphismes :

j′∗j
′∗s! θ //

Ex!,∗

��

i′∗i
′!s![+1]

��
j′∗s

!j∗

Ex!
∗
��

i′∗s
!i![+1]

Ex!
∗

��
s!j∗j

∗
θ

// s!i∗i
![+1]

est commutatif. De plus, ce dernier s’insère dans un morphisme de triangles distingués (de 1-morphismes) :

i′∗i
′!s! δ //

��

s!
η // j′∗j

′∗s! θ //

��

i′∗i
′!s![+1]

��
s!i∗i

!
δ
// s!

η
// s!j∗j

∗
θ
// s!i∗i

![+1]

De plus, tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes.
5Strictement parlant, le lemme 1.4.8 ne suffit pas pour compléter l’argument. Il faudrait prouver un résultat un petit peu plus général

qui se démontre exactement de la même façon que le lemme en question. On espère que le lecteur pourra palier lui-même cette difficulté.
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Demonstration Puisque le diagramme suivant est commutatif :

s! // j′∗j
′∗s!

Ex∗∗
��

j′∗s
!j∗

Ex!
∗

��
s! // s!j∗j

∗

par les axiomes d’une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une flèche aA rendant commutatif le
diagramme ci-dessous :

i′∗i
′!s!A

δ //

a

��

s!A
η // j′∗j

′∗s!A
θ //

��

i′∗i
′!s!A[+1]

a[1]

��

j′∗s
!j∗A

��
s!i∗i

!A
δ
// s!A η

// s!j∗j
∗A

θ
// s!i∗i

!A[+1]

Il suffit alors de prouver que aA est égale à l’évaluation en A de la composée :

i′∗i
′!s!

Ex∗∗ // i′∗s
!i!

Ex!,∗
// s!i∗i

!

Compte tenu du lemme 1.4.8, il suffit de prouver que le diagramme :

i′∗i
′!s! //

��

s!

i′∗s
!i!

��
s!i∗i

! // s!

est commutatif. Mais ceci découle de 1.2.5. La dernière assertion découle du fait que Ex!,∗ est un 2-isomorphisme dans
notre situation puisque j et j′ sont des immersions ouvertes (voir le corollaire 1.4.17). c.q.f.d

1.5 Les équivalences de Thom. Les 2-foncteurs LissH! et LissH!

1.5.1 Définition

Soit une suite de S-morphismes X
s // V

p // X telle que p ◦ s = IdX et p lisse. On définit un 1-morphisme
Th(s, p) : H(X) // H(X) par la formule : Th(s, p) = p# ◦ s∗.

Definition 1.5.1 — Le 1-morphisme Th(s, p) est appelé le 1-morphisme de Thom associé à la section s du
morphisme lisse p. Il admet un adjoint à droite Th−1(s, p) défini par Th−1(s, p) = s! ◦ p∗ et appelé le 1-morphisme de
Thom inverse associé à la section s du morphisme lisse p.

Proposition 1.5.2 — Soit f : X ′ // X un S-morphisme. On choisit un diagramme commutatif :

X ′
s′ //

f

��

V ′
p′ //

f ′

��

X ′

f

��
X

s // V
p // X

à carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :

φ(f) : Th(s′, p′)f∗ ∼ // f∗Th(s, p)
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défini par la composition du diagramme planaire :

H(X) H(V ) H(X)

H(X ′) H(V ′) H(X ′)

//
s∗

//
p#

//s′∗ //
p′#

OO

f∗

OO

f ′∗

OO

f∗
???? �#

(Ex∗∗)
−1

???? �#
Ex∗#

Demonstration Le fait que c’est un 2-isomorphisme est clair par le théorème de changement de base pour une
immersion fermée (voir le lemme 1.4.14)6 ainsi que l’axiome 3. c.q.f.d

En utilisant les adjonctions entre Th(., .) et Th−1(., .) on déduit par la proposition 1.1.9 un 2-morphisme :

φ−1(f) : f∗Th−1(s, p) // Th−1(s′, p′)f∗

Toujours par 1.1.9, on a le lemme :

Lemme 1.5.3 — Le losange (de compatibilité avec l’unité) suivant :

f∗Th−1(s, p)Th(s, p)
φ−1(f)

**UUUUUUUUUUUUUUUU

f∗

η

77oooooooooooooo

η
''OOOOOOOOOOOOOO Th−1(s′, p′)f∗Th(s, p)

Th−1(s′, p′)Th(s′, p′)f∗

∼
φ(f)

44iiiiiiiiiiiiiiii

est commutatif. Il existe également un losange commutatif analogue pour la counité.

Par définition le 2-morphisme φ−1(f) est la composée du diagramme planaire :

(1.22) H(X) H(V ) H(X)

H(X ′) H(V ′) H(X ′)

H(V )

H(X)

H(V ′)

H(X ′)

//
s∗

//
p#

//s′∗ //
p′#

OO

f∗

OO

f ′∗

OO

f∗
???? �#

(Ex∗∗)
−1

???? �#
Ex∗#

???? �#

???? �#

???? �#

???? �#

OO

p∗

OO

s!

OO

p∗

OO

s!

����������������������������

����������������������������

������������

������������

������������

������������

����������������������������

����������������������������

6En fait, la définition même de ce 2-morphisme repose sur le lemme 1.4.14.
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En découpant (1.22) suivant la ligne :

•
p∗ // • •

f ′∗ // • • s′! // •

on voit que φ−1(f) est la composée du diagramme planaire :

(1.23)

H(X) H(V ) H(X)

H(X ′) H(V ′) H(X ′)

oo
s!

oo
p∗

oo s
′!

oo p
′∗

OO

f∗

OO

f ′∗

OO

f∗����
;C

Ex!,∗
����
;C

c∗()c∗()−1

On a en particulier le lemme suivant :

Lemme 1.5.4 — Si f est lisse le 2-morphisme :

φ−1(f) : f∗Th−1(s, p) ∼ // Th−1(s′, p′)f∗

est inversible.

Demonstration En effet, en utilisant la représentation planaire de φ−1(f) par (1.23) on voit qu’il suffit de montrer
que le 2-morphisme d’échange Ex!,∗ qui figure dans le diagramme est un 2-isomorphisme. Mais ceci découle du corollaire
1.4.17 et de l’hypothèse que f est lisse. c.q.f.d

Dans le même esprit on a :

Proposition 1.5.5 — Soit i : Z // X une S-immersion fermée. On choisit un diagramme commutatif :

Z
s′ //

i

��

W
p′ //

i′

��

Z

i

��
X

s // V
p // X

à carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :

φ(f) : Th(s, p)i∗ // i∗Th(s′, p′)

défini par la composition du diagramme planaire :

H(X) H(V ) H(X)

H(Z) H(W ) H(Z)

//
s∗

//
p#

//s′∗ //
p′#

��

i∗

��

i′∗

��

i∗����
;C

Ex∗,∗

����
;C

Ex∗,#

Demonstration Le fait que Ex#,∗ est inversible découle du corollaire 1.4.18. c.q.f.d

Notons également le lemme utile suivant :

Lemme 1.5.6 — Supposons donné un voisinage Nisnevich de X dans V :

U

u

��
X

s //

t

>>~~~~~~~
V

avec u étale. Il existe alors un 2-isomorphisme Th(t, p ◦ u) ∼ // Th(s, p) . De plus, si le carré suivant :

X
t // U

u

��
X

s // V
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est cartésien, cet isomorphisme est défini par la composition du diagramme planaire :

H(X) H(V ) H(X)

H(X) H(U) H(X)

//
s∗

//
p#

//t∗ //(pu)#

��

u#����{�
Ex∗,#

����{�
Ex#,#

Demonstration Lorsque X ' X×V U le résultat découle immédiatement du corollaire 1.4.18. Dans le cas contraire,
on remarque que qu’il existe un voisinage ouvert j : U0 = U − (X ×V U − X) ⊂ U de X dans U tel que les carrés
suivants sont cartésiens :

X
t0 // U0

u◦j
��

X
s // V

X
t0 // U0

j

��
X

t // U

Il vient de ce qui précède que Th(s, p) ' Th(t0, p ◦ u ◦ j) ' Th(t, p ◦ u). c.q.f.d

On a le théorème :

Theoreme 1.5.7 — Les 1-morphismes Th(s, p) et Th−1(s, p) sont deux équivalences inverses l’une de l’autre.
Le 1-morphisme Th(s, p) (resp. Th−1(s, p)) sera dorénavant appelé l’équivalence de Thom (resp. inverse) associée à
la section s du morphisme lisse p.

Demonstration Il s’agit de prouver que les 2-morphismes d’unité et de counité :

id // Th−1(s, p) ◦ Th(s, p) et Th(s, p) ◦ Th−1(s, p) // id

sont inversibles.
Soit (fi : Ui // X )i un recouvrement de X pour la topologie de Nisnevich (en particulier les fi sont des

S-morphismes lisses). Par 1.4.4, il suffit de prouver que les 2-morphismes :

f∗i
// f∗i Th−1(s, p) ◦ Th(s, p) et f∗i Th(s, p) ◦ Th−1(s, p) // f∗i

sont inversibles pour tous les indices i. On considère pour tout i la suite :

Ui
si // Ui ×X V

pi // Ui

qui s’insère dans un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Ui
si //

fi

��

Ui ×X V
pi //

f ′i
��

Ui

fi

��
X

s // V
p // X

On sait que les deux 2-morphismes :

f∗i Th(s, p) // Th(si, pi)f∗i et f∗i Th−1(s, p) // Th−1(si, pi)f∗i

sont des 2-isomorphismes par 1.5.2 et 1.5.4. En utilisant donc les deux losanges commutatifs du lemme 1.5.3 :

f∗i Th−1(s, p)Th(s, p)
φ−1(fi)

**UUUUUUUUUUUUUUUU

f∗i

η

44jjjjjjjjjjjjjjjjjj

η
**TTTTTTTTTTTTTTTT

Th−1(si, pi)f∗i Th(s, p)

Th−1(si, pi)Th(si, pi)f∗i

∼
φ(fi)

44iiiiiiiiiiiiiiii
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et
f∗i Th(s, p)Th−1(s, p)

δ

**TTTTTTTTTTTTTTTTTT

Th(si, pi)f∗i Th−1(s, p)

φ(fi)
44iiiiiiiiiiiiiiii

φ−1(fi) **UUUUUUUUUUUUUUUU
f∗i

Th(si, pi)Th−1(si, pi)f∗i

δ

44jjjjjjjjjjjjjjjj

On voit qu’il suffit de prouver que les 2-morphismes :

id // Th−1(si, pi) ◦ Th(si, pi) et Th(si, pi) ◦ Th−1(si, pi) // id

sont des 2-isomorphismes. En d’autres termes, il suffit de prouver que Th(si, pi) est une équivalence pour tous les indices
i. En choisissant donc un recouvrement Nisnevich assez fin de X et en remplaçant V par un voisinage Nisnevich de X
(ce qui est légitime en vue du lemme 1.5.6) on voit qu’il suffit de traiter le cas où il existe un carré cartésien :

X
s // V

q

��
X

o // AnX

avec o l’inclusion de la section nulle. En appliquant encore une fois le lemme 1.5.6 on se ramène au cas V = AnX .
Lorsque n = 1, c’est bien une équivalence par l’axiome de stabilité.

Notons pn la projection de AnX sur X et on la section nulle. On a un diagramme à carrés cartésiens :

X

��

o1 //

on−1

��

A1
X

p1 //

o′n−1

��

X

on−1

��
An−1
X

o′1 //

pn−1

��

AnX
p′1 //

p′n−1

��

An−1
X

pn−1

��
X

o1 // A1
X

p1 // X

Il vient que Th(on, pn) = pn#on∗ ' p1#p
′
n−1#o

′
n−1∗o1∗ = p1#Th(o′n−1, p

′
n−1)o1∗. Par la proposition 1.5.5, on a un

isomorphisme Th(o′n−1, p
′
n−1)o1∗ ' o1∗Th(on−1, pn−1). On en déduit en fin de compte un isomorphisme Th(on, pn) '

Th(o1, p1) ◦ Th(on−1, pn−1) et par récurrence un isomorphisme Th(on, pn) ' Th(o1, p1)◦n. Le résultat est maintenant
clair. c.q.f.d

Corollaire 1.5.8 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et X
s // V

p // X une suite de S-morphismes
tels que p ◦ s = idX et p lisse. Pour tout objet X ′ // X de (Sch/X) on forme le diagramme à carrés cartésiens :

X ′
s′ //

��

V ′
p′ //

��

X ′

��
X

s // V
p // X

avec V ′ = V ×XX ′. Le couple de familles ((Th(s′, p′))X′→X , (φ(f))f :X′′→X′) définit une autoéquivalence du 2-foncteur
H∗|(Sch/X) restriction du 2-foncteur H∗ à (Sch/X).

Demonstration Il s’agit de prouver que la composée des 2-isomorphismes :

H(X ′) H(V ′) H(X ′)

H(X ′′) H(V ′′) H(X ′′)

//
s′∗

//
p′#

//s′′∗ //
p′′#

OO

f∗

OO

f ′∗

OO

f∗
???? �#

(Ex∗∗)
−1

???? �#
Ex∗#
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commute aux 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H∗. Pour une suite de X-morphismes composables :

X ′′′
f ′ // X ′′

f // X ′

on forme le diagramme à carrés cartésiens :

X ′′′
s′′′ //

��

V ′′′
p′′′ //

��

X ′′′

��
X ′′

s′′ //

��

V ′′
p′′ //

��

X ′′

��
X ′

s′ // V ′
p′ // X ′

avec V ′′ = V ×X X ′′ et V ′′′ = V ×X X ′′′. On voit qu’il suffit de prouver que les deux 2-morphismes Ex∗# et Ex∗∗
commutent à la composition horizontale des carrés cartésiens. Mais ceci est clair puisque c’est les 2-morphismes
d’échange de deux structures d’échange. c.q.f.d

1.5.2 Propriétés des équivalences de Thom
On résume quelques propriétés des équivalences de Thom dans l’énoncé suivant :

Theoreme 1.5.9 — Soit une suite de S-morphismes X
s // V

p // X telle que p ◦ s = idX et p lisse. Pour
tout X-schéma X ′ // X on considère un diagramme commutatif :

X ′
s′ //

��

V ′
p′ //

��

X ′

��
X

s // V
p // X

à carrés cartésiens. Pour tout X-morphisme f : X ′′ // X ′ , on a des 2-isomorphismes :
– φ(f) : Th(s′′, p′′)f∗ ∼ // f∗Th(s′, p′) ,

– ψ(f) : f∗Th(s′′, p′′) ∼ // Th(s′, p′)f∗ ,

– χ(f) : f#Th(s′′, p′′) ∼ // Th(s′, p′)f# si f est lisse,

– ζ(i) : Th(s′′, p′′)i! ∼ // i!Th(s′, p′) si i = f est une immersion.
La famille des équivalences (Th(s′, p′))X′→X munie des 2-isomorphismes φ(.) (resp. ψ(.), χ(.) et ζ(.)) définit une
autoéquivalence sur le 2-foncteur H∗ (resp. H∗, LissH# et ImmH!) restreint aux X-schémas. De plus, ces autoéquivalences
sont compatibles avec toutes les structures d’échange construites jusqu’à présent.

Demonstration Pour construire les autoéquivalences on se sert de la proposition 1.1.26 et du corollaire 1.5.8. Pour
se convaincre de la compatibilité avec les échanges construits dans la section 1.4, il suffit de remarquer que tous les
échanges ont été obtenus à partir de l’échange trivial sur (H∗,H∗) en :

– utilisant le procédé de la proposition 1.2.5,
– en prenant l’isoéchange inverse dans la cas d’un isoéchange,
– en faisant une restriction (soit au niveau de la classe des carrés, soit aux niveaux des catégories sources).

D’après la proposition 1.2.11 il suffit alors de prouver que nos autoéquivalences sont compatibles avec l’échange de
(H∗,H∗). En d’autres termes on est ramené à prouver que l’autoéquivalence de Thom est compatible avec les 2-
isomorphismes de connexion de H∗. Ceci est la définition même d’une autoéquivalence. c.q.f.d

Remarque 1.5.10 — On déduit du théorème précédent un énoncé analogue concernant les équivalences de Thom
inverses. On obtient ainsi les 2-isomorphismes :

– φ−1(f) : Th−1(s′′, p′′)f∗ ∼ // f∗Th−1(s′, p′) ,

– ψ−1(f) : f∗Th−1(s′′, p′′) ∼ // Th−1(s′, p′)f∗ ,

– χ−1(f) : f#Th−1(s′′, p′′) ∼ // Th−1(s′, p′)f# si f est lisse,

– ζ−1(i) : Th−1(s′′, p′′)i! ∼ // i!Th−1(s′, p′) si i = f est une immersion.
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La dernière assertion reste également vraie pour les équivalences de Thom inverses.

Supposons donné maintenant un diagramme commutatif :

W

q

��

p◦q

  BBBBBBBB

X s
//

t

>>}}}}}}}}
V p

// X

avec s une immersion fermée, p et q lisses et p ◦ s = idX . Il vient alors que :

p ◦ q ◦ t = p ◦ s = idX

et que t est une immersion fermée. On peut former le diagramme :

X
u=t×id // W ×V X

r=pr2 // X

On a alors que u est une immersion fermée, r est lisse et r ◦ u = idX . On va construire un 2-isomorphisme (de
composition) :

C : Th(t, p ◦ q) ∼ // Th(s, p) ◦ Th(u, r)

Pour cela on forme le diagramme commutatif de S-schémas :

X

u

��

t

$$IIIIIIIIII

W ×V X
pr1 //

r

��

W

q

��

p◦q

  AAAAAAAA

X s
// V p

// X

et on prend la composée du diagramme planaire :

• • •

• •

•

//
s∗

//
pr1∗

//
p#

��

u∗

��

r#

��

q#

??????????????

��

t∗

??????????????

��

(p ◦ q)#����{�
Ex∗,#

����{�

����{�

c∗

c#

Le 2-morphisme ainsi obtenu est inversible car Ex∗,# est un isomorphisme puisque q est lisse et s une immersion
fermée (voir le corollaire 1.4.18). On a la proposition suivante qui complète le théorème 1.5.9 :

Proposition 1.5.11 — Sous les hypothèses du théorème 1.5.9, les 2-isomorphismes qu’on vient de construire,
définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(t′, p′ ◦ q′))X′→X et l’autoéquivalence com-
posée (Th(s′, p′) ◦ Th(u′, r′))X′→X , ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H∗, H∗, LissH# et ImmH! à la catégorie
(Sch/X).

Demonstration En utilisant les deux dernières assertions de la proposition 1.1.26, on voit qu’il suffit de prouver la
proposition pour l’autoéquivalence sur la restriction de H∗ à (Sch/X). En revenant à la définition on voit qu’il suffit
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de prouver la commutativité des trois diagrammes solides :

• •

• • •

•

��������������

��

f∗

��������������

��

f∗
�������

�������

��

f ′∗

��

u∗

��

u′∗

//
pr1∗

//
pr′1∗

??????????????

��
t∗

??????????????

��

t′∗

• •

••

• •

••

//
s∗

//pr1∗

//pr′1∗

��

r#

��

q#

��

q′#
������������

��

f ′∗

������������

��

f ′∗

������������

��
f∗

������������

��

f ′∗

��

r′#

//s′∗

��

�� • •

• • •

•

��������������

��

f∗

��������������

��

f∗
�������

�������

��

f ′∗

��

q#

��

q′#

//
p#

//
p′#

??????????????

��

??????????????

��

(p′ ◦ q′)#

La commutation du premier diagramme solide découle facilement de l’axiome de cocycle pour le 2-foncteur H∗. La
commutation du troisième diagramme est la compatibilité de l’échange sur (H∗,H#) avec la composition verticale des
carrés. Finalement, pour montrer la commutation du cube on le divise selon les plan des deux lignes en pointillé.
Ces lignes correspondent aux 1-morphismes (pr1 ◦ f ′)∗ = (f ◦ pr′1)∗ et (s ◦ f ′)∗ = (s′ ◦ f)∗. La commutation des deux
diagrammes ainsi obtenus découle cette fois de la compatibilité de l’échange avec la composition horizontale des carrés.
c.q.f.d

Remarque 1.5.12 — En prenant l’inverse de l’adjoint du 2-isomorphisme de composition C, on obtient un 2-
isomorphisme de composition pour les équivalences de Thom inverses :

C−1 : Th−1(t, p ◦ q) ∼ // Th−1(u, r) ◦ Th−1(s, p)

On vérifie immédiatement que ce 2-morphisme est donné par la composée du diagramme planaire :

• • •

• •

•

oo
s!

oo
pr!

1

oo
p∗

OO

u!

OO

r∗

OO

q∗

??????????????

__

t!

??????????????

__

(p ◦ q)∗����{�
(Ex!,∗)−1

����{�

����{�

c!

c∗

On a également l’analogue de la proposition 1.5.11.
Dans la suite de ce paragraphe on se bornera à énoncer les propriétés des 2-isomorphismes de composition (ainsi

que les 2-isomorphismes dérivés) pour les équivalences de Thom Th(−). Les énoncés analogues pour les équivalences
de Thom inverses s’obtiennent alors facilement par adjonction.

En utilisant le 2-isomorphisme de composition on peut déduire un 2-isomorphisme de commutation :

Corollaire 1.5.13 — Les équivalences de Thom commutent entre elles. Plus précisément si X
s1 // V1

p1 // X

et X
s2 // V2

p2 // X sont deux suites comme avant, il existe un 2-isomorphisme :

Cm : Th(s1, p1) ◦ Th(s2, p2) // Th(s2, p2) ◦ Th(s1, p1)

De plus, les Cm définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre (Th(s′1, p
′
1) ◦ Th(s′2, p

′
2))X′→X et (Th(s′2, p

′
2) ◦

Th(s′1, p
′
1))X′→X , ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H∗, H∗, LissH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X).

Demonstration On pose V = V1 ×X V2. On a une suite : X
s=s1×s2 // V // X . Remarquons que cette suite

est obtenue par composition de X
s1 // V1

p1 // X avec V1
1×s2 // V

pr1 // V1 . De plus, quand on restreint à X

on obtient la deuxième suite de l’énoncé. On a ainsi un 2-isomorphisme C : Th(s, p) // Th(s1, p1)Th(s2, p2) . Par
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symétrie on a également un 2-isomorphisme C : Th(s, p) // Th(s2, p2)Th(s1, p1) . On obtient le 2-isomorphisme
recherché comme composée :

Th(s1, p1) ◦ Th(s2, p2) C−1
// Th(s, p) C // Th(s2, p2) ◦ Th(s1, p1)

La dernière assertion découle immédiatement de la proposition 1.5.11. c.q.f.d

Soit maintenant un diagramme commutatif de S-schémas :

U

p◦q◦m

��

m

��
W

q

��

p◦q

  BBBBBBBB

X s
//

t

>>}}}}}}}}

n

;;

V p
// X

On peut former le diagramme commutatif :

U ×V X

$$HHHHHHHHH

x

��
X u

//

v
::vvvvvvvvv

W ×V X r
// X

et puis la suite :

X
w // (U ×V X)×W×VX X = U ×W X

y // X

On a la proposition suivante :

Proposition 1.5.14 — Le carré de 2-isomorphismes :

Th(n, p ◦ q ◦m) ∼ //

∼
��

Th(t, p ◦ q) ◦ Th(w, y)

∼
��

Th(s, p) ◦ Th(v, r ◦ x) ∼ // Th(s, p) ◦ Th(u, r) ◦ Th(w, y)

est commutatif.

Demonstration On forme le diagramme commutatif de S-schémas :

X

w

��
v

&&MMMMMMMMMMMM
n

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

U ×W X
u //

y

��

U ×V X

x

��

s
// U

m

��
pqm

��0
00000000000000

X u
// W ×V X

r

��

s
// W

q

��
pq

  AAAAAAAA

X s
// V p

// X
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On en déduit un diagramme planaire dans TR :

(1.24)

H(X) H(V ) H(X)

H(X) H(W ×V X) H(W )

H(U ×W X) H(U ×V X) H(U)

H(X)

��

w∗

NNNNNNNNNNNNNNNNN

&&

v∗

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

++

n∗

//u∗

//
u∗

//s∗

//s∗

//
s∗

//
p#

��

y#

��

x#

��

m#

��

r#

��

q#

JJJJJJJJJJJJJJJJ

%%

(p◦q)#
77777777777777777777777

��

(p◦q◦m)#

ttttv~
Ex∗,#

ttttv~
Ex∗,#

ttttv~
Ex∗,#

ttttv~ ttttv~

ttttv~

ttttv~

Nous allons prouver que la composée du diagramme planaire (1.24) est égale aux deux composées suivantes:

(1.25) Th(n, p ◦ q ◦m) // Th(s, p) ◦ Th(v, r ◦ x) // Th(s, p) ◦ Th(u, r) ◦ Th(w, y)

et

(1.26) Th(n, p ◦ q ◦m) // Th(t, p ◦ q) ◦ Th(w, y) // Th(s, p) ◦ Th(u, r) ◦ Th(w, y)

Ceci prouvera notre proposition.
Prouvons d’abord que la composée de (1.24) est égale au 2-morphisme (1.25). Pour cela on divise notre diagramme

planaire (1.24) suivant la ligne:

•
w∗ // •

y# // •
u∗ // •

s∗ // •
(p ◦ q)# // •

Si on attache un 2-morphisme de connexion:

•
w∗ // •

y# // •
u∗ //

(s ◦ u)∗

FF•
s∗ // •

(p ◦ q)# // •

⇓

à la partie du diagramme planaire (1.24) située au dessus de la ligne choisie il est facile de voir (en utilisant la
compatibilité des 2-morphismes Ex∗,# avec la composition des carrés) qu’on obtient le 2-isomorphisme:

Th(n, p ◦ q ◦m) ∼ // Th(s, p) ◦ Th(v, r ◦ x)

Puis en attachant le 2-morphisme de connexion (égal à l’inverse du précédent):

⇓

•
w∗ // •

y# // •
u∗ //

(s ◦ u)∗

��•
s∗ // •

(p ◦ q)# // •

à la partie du diagramme planaire (1.24) située au dessous de la ligne choisie, on obtient par définition:

Th(s, p) ◦ Th(v, r ◦ x) ∼ // Th(s, p) ◦ Th(u, r) ◦ Th(w, y)
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Ceci achève la première moitié de la démonstration.

Il reste donc à prouver que la composée du diagramme planaire (1.24) est égale au 2-morphisme (1.26). Pour cela
on divise (1.24) suivant la ligne:

•
v∗ // •

x# // •
r# // •

s∗ // •
p# // •

et on fait exactement comme avant mais en introduisant un 2-isomorphisme de connexion ainsi que son inverse au

niveau de la composée: •
x# // •

r# // • . c.q.f.d

On déduit de la proposition précédente la compatibilité suivante entre les 2-isomorphismes de composition et les
2-isomorphismes de commutation :

Corollaire 1.5.15 — On suppose donné un diagramme commutatif :

W

q

��

p◦q

  BBBBBBBB

X s
//

t

>>}}}}}}}}
V p

// X

comme avant et on garde les notations précédentes. Soit X
z // R

k // X une troisième suite. Le diagramme
suivant :

Th(t, p ◦ q) ◦ Th(z, k) Cm //

C

��

Th(z, k) ◦ Th(t, p ◦ q)

C

��
Th(s, p) ◦ Th(u, r) ◦ Th(z, k) Cm // Th(s, p) ◦ Th(z, k) ◦ Th(u, r) Cm // Th(z, k) ◦ Th(s, p) ◦ Th(u, r)

est commutatif.

Demonstration On va appliquer la proposition précédente aux trois diagrammes suivants :

W ×X R

pr1

�� p◦q◦pr1

��

W

q

��

p◦q

$$IIIIIIIIII

X
s //

t

::uuuuuuuuuu

t×z

99

V
p // X

W ×X R

q×id

�� p◦q◦pr2

��

V ×R
pr2

��

p′◦pr2

$$IIIIIIIII

X
z //

s×z
::uuuuuuuuu

t×z

99

R
k // X

W ×X R

q×id

�� p◦q◦pr2

��

V ×R
pr2

��

p′◦pr1

$$IIIIIIIII

X
s //

s×z
::uuuuuuuuu

t×z

99

V
p // X

On en déduit les diagrammes commutatifs suivants :

(W ×V X)×X R

pr1

�� &&MMMMMMMMMMMM

X
u //

u×z
88qqqqqqqqqqqq
W ×V X

r // X

(W ×V X)×X R

pr1

�� &&NNNNNNNNNNN

X
z //

u×s′
88ppppppppppp
R

k // X

Dans la suite de la preuve, on se permet de noter simplement Th(immersion fermée,−) lorsque le nom de la projection
lisse est long à écrire. Les trois carrés commutatifs qu’on obtient par application de la proposition 1.5.14 s’organisent
alors de la manière suivante :

Th(z, k)Th(t, pq) // Th(z, k)Th(s, p)Th(u, r)

Th(t× z,−)

ttiiiiiiiiiiiiiiii
//

��

44iiiiiiiiiiiiiiii
Th(s× z,−)Th(u, r)

��

44iiiiiiiiiiiiiiiii

Th(t, pq)Th(z, k)

��

Th(s, p)Th(u× z,−) //

ttiiiiiiiiiiiiiiii
Th(s, p)Th(z, k)Th(u, r)

Th(s, p)Th(u, r)Th(z, k)
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Ceci prouve le corollaire. c.q.f.d

Dans la définition des 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H!, on rencontre naturellement une version
modifiée du 2-isomorphisme de composition :

Definition 1.5.16 — Supposons donné un diagramme commutatif :

W

q

��

p◦q

  BBBBBBBB

X s
//

t

>>}}}}}}}}
V p

// X

avec s une immersion fermée, p et q lisses et p◦s = idX . Avec les notations précédentes, on pose C ′ le 2-isomorphisme
composé :

C ′ : Th(t, p ◦ q) C // Th(s, p) ◦ Th(u, r) Cm // Th(u, r) ◦ Th(s, p)

Le 2-isomorphisme C ′ est appelé le 2-isomorphisme de composition modifié. L’inverse de l’adjoint de C ′ sera noté
C ′−1. C’est la composée :

C ′−1 : Th−1(t, p ◦ q)
C−1 // Th−1(u, r) ◦ Th−1(s, p)

Cm−1 // Th−1(s, p) ◦ Th−1(u, r)

On a de même pour ce 2-isomorphisme :

Theoreme 1.5.17 — Sous les hypothèses du théorème 1.5.9, les 2-isomorphismes C ′ définissent un iso-
morphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(t′, p′ ◦ q′))X′→X et l’autoéquivalence composée (Th(u′, r′) ◦
Th(s′, p′))X′→X , ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H∗, H∗, LissH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X).

De plus, sous les hypothèses de la proposition 1.5.14, le carré de 2-isomorphismes :

Th(n, p ◦ q ◦m) ∼ //

∼
��

Th(w, y) ◦ Th(t, p ◦ q)

∼
��

Th(v, r ◦ x) ◦ Th(s, p) ∼ // Th(w, y) ◦ Th(u, r) ◦ Th(s, p)

est commutatif.

Demonstration Le résultat est une conséquence facile de la proposition 1.5.14 et du corollaire 1.5.15. c.q.f.d

1.5.3 Cas particulier des fibrés vectoriels. Les 2-foncteurs LissH! et LissH!

Soit L un OX -module localement libre de dimension finie. On note

p : V(L ) // X

le fibré vectoriel associé. C’est le spectre de la OX -algèbre symétrique ⊕i≥0 SymiL associé à L . Si s : X // V(L )
est la section nulle, on notera Th(L ) l’équivalence Th(s, p). Lorsque L = OX on posera aussi Th(OX)A[−2] = A(+1).
Le 1-morphisme Th(OX)[−2] : A // A(+1) est connu sous le nom de twist à la Tate.

La proposition 1.5.14 et le théorème 1.5.17 donnent facilement le théorème :

Theoreme 1.5.18 — Soit une suite exacte de OX-modules localement libres :

0 // N //M // L // 0

Il existe alors un 2-isomorphisme de composition :

C : Th(M ) // Th(N ) ◦ Th(L )

et un 2-isomorphisme de composition modifié :

C ′ : Th(M ) // Th(L ) ◦ Th(N )
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De plus si 0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂M3 = M est une filtration du OX-module localement libre M en trois crans telle que
le gradué soit aussi localement libre, on a deux diagrammes commutatifs :

Th(M ) C //

C

��

Th(M2) ◦ Th(M3/M2)

C

��
Th(M1) ◦ Th(M3/M1) C // Th(M1) ◦ Th(M2/M1) ◦ Th(M3/M2)

Th(M ) C′ //

C′

��

Th(M3/M2) ◦ Th(M2)

C′

��
Th(M3/M1) ◦ Th(M1) C′ // Th(M3/M2) ◦ Th(M2/M1) ◦ Th(M1)

Le 2-foncteur LissH!

Le théorème 1.5.18 nous permettra de définir sur (Sch/S)Liss un 2-foncteur LissH!. Bien sûr on veut que H!(X) =
H(X) pour tout S-schéma X. On posera pour un morphisme lisse f :

f ! = Th(Ωf ) ◦ f∗

où Ωf est le faisceau des différentielles relatives.

Définissons les 2-isomorphismes de connexions. Pour une suite de S-morphismes lisses •
f // •

g // • , on pren-
dra c!(f, g) la composée :

(g ◦ f)! f !g!

Th(Ωg◦f )(g ◦ f)∗
c∗(f,g) // Th(Ωg◦f )f∗g∗ C′ // Th(Ωf )Th(f∗Ωg)f∗g∗

φ(f)−1

// Th(Ωf )f∗Th(Ωg)g∗

avec C ′ le 2-isomorphisme de composition modifié associé à la suite exacte courte :

0 // f∗Ωg // Ωg◦f // Ωf // 0

Il nous faut vérifier l’axiome de cocycle. Soient les trois morphismes lisses composables :

•
f // •

g // • h // •

Il s’agit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

(hgf)! //

��

(gf)!h!

��
f !(hg)! // f !g!h!

Notons pour cela le diagramme commutatif :

f∗Th(Ωg)g∗Th(Ωh) //

��

f∗Th(Ωg)Th(g∗Ωh)g∗

��
Th(f∗Ωg)f∗g∗Th(Ωh)

��

// Th(f∗Ωg)f∗Th(g∗Ωh)g∗

��
Th(f∗Ωg)(g ◦ f)∗Th(Ωh)

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVV
Th(f∗Ωg)Th(f∗g∗Ωh)f∗g∗

Th(f∗Ωg)Th(f∗g∗Ωh)(g ◦ f)∗

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh
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La commutation du sous-diagramme inférieur étant la compatibilité des 2-isomorphismes φ avec la composition. On
en déduit donc le diagramme commutatif :

Th(Ωf )f∗Th(Ωg)g∗Th(Ωh)h∗ //

��

Th(Ωf )f∗Th(Ωg)Th(g∗Ωh)(hg)∗

��
Th(Ωf )Th(f∗Ωg)(g ◦ f)∗Th(Ωh)h∗ // Th(Ωf )Th(f∗Ωg)Th(f∗g∗Ωh)(hgf)∗

Et en fin de compte le diagramme commutatif :

f !g!h! //

��

f !Th(Ωg)Th(g∗Ωh)(hg)∗ //

��

f !Th(Ωhg)(gh)∗

��
Th(Ωf )Th(f∗Ωg)(gf)∗h! //

��

Th(Ωf )Th(f∗Ωg)Th(f∗g∗Ωhg)(hgf)∗ //

��

Th(Ωf )Th(f∗Ωgh)(hgf)∗

��
Th(Ωgf )(gf)∗h! // Th(Ωgf )Th((gf)∗Ωh)(hgf)∗ // (hgf)!

où le carré inférieur à droite est simplement le deuxième carré commutatif du théorème 1.5.18 associé à la filtration :
(gf)∗Ωh ⊂ f∗Ωhg ⊂ Ωhgf . Ceci prouve ce que l’on veut.

Le 2-foncteur LissH!

On définit également sur (Sch/S)Liss un 2-foncteur LissH! tel que H!(X) = H(X) pour tout S-schéma X. Pour un
S-morphisme lisse f on définit le 1-morphisme H!(f) = f! par la formule :

f! = f# ◦ Th−1(Ωf )

Le 1-morphisme f! est donc adjoint à gauche à f !. Les 2-morphismes d’unité et de counité sont respectivement :

id // Th(Ωf )Th−1(Ωf )

��
Th(Ωf )f∗f#Th−1(Ωf )

et f#Th−1(Ωf )Th(Ωf )f∗ // f#f
∗

��
id

D’après 1.1.17 il existe un unique adjoint global à gauche LissH! de LissH! tel que :
– H!(f) = f! = f#Th−1(Ωf ) pour tout S-morphisme lisse f ,
– les 2-morphismes d’unité et de counité sont ceux donnés ci-dessus.

Les 2-isomorphismes de connexions relativement à la suite •
f // •

g // • sont donnés par la composée des 2-
isomorphismes :

(g ◦ f)! g!f!

(g ◦ f)#Th−1(Ωg◦f )
c#(f,g)// g#f#Th−1(Ωg◦f )

C′−1 // g#f#Th−1(f∗Ωg)Th−1(Ωf ) // g#Th−1(Ωg)f#Th−1(Ωf )

1.5.4 Une structure de foncteurs croisés sur (H∗,H∗,
LissH!,

LissH!)

Pour l’énoncé qui suivra, on utilisera la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet (H∗,H∗, LissH#,
LissH∗)

relativement à la classe des carrés cartésiens à flèches verticaux lisses.

Proposition 1.5.19 — Il existe une structure de foncteurs croisés sur le quadruplet :

(H∗,H∗, LissH!,
LissH!)
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telle pour tout carré cartésien de S-schémas (C) :

•
g′ //

f ′

��

•
f

��•
g // •

avec f lisse, on a :

1. Le 2-morphisme d’échange Ex∗,!(C) : f!g
′
∗

// g∗f ′! relatif à l’échange sur (H∗, LissH!) et associé au carré (C)
est donné par la composée du diagramme planaire :

• •

• •

• •

��

Th−1(Ωf ′)

��

Th−1(Ωf )

��

f ′#

��

f#

//
g∗

//g′∗

//g′∗

����{�
Ex∗,#(C)

����{�

2. Le 2-morphisme d’échange Ex∗,!(C) : g′∗f ! // f ′!g∗ relatif à l’échange sur (H∗, LissH!) et associé au carré
(C) est donné par la composée du diagramme planaire :

• •

• •

• •OO

Th(Ωf ′)

OO

Th(Ωf )

OO

f ′∗

OO

f∗

oo
g∗

oo g′∗

oo g′∗

����{�
Ex∗,∗(C)

����{�

3. Le 2-isomorphisme d’échange Ex!
∗(C) : f !g∗

∼ // g′∗f
′!oo relatif à l’isoéchange sur (H∗, LissH!) et associé au carré

(C) est donné par la composée du diagramme planaire :

• •

• •

• •OO

Th(Ωf ′)

OO

Th(Ωf )

OO

f ′∗

OO

f∗

//
g∗

//g′∗

//g′∗

????[c

Ex∗∗(C)−1

????[c

ou

• •

• •

• •OO

Th(Ωf ′)

OO

Th(Ωf )

OO

f ′∗

OO

f∗

//
g∗

//g′∗

//g′∗

???? �#
Ex∗∗(C)

???? �#

selon le sens de l’isoéchange (↖ ou ↘).

4. Le 2-morphisme d’échange Ex∗,!(C) : f!g
′
∗

// g∗f ′! relatif à l’échange sur (H∗, LissH!) et associé au carré (C)
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est donné par la composée du diagramme planaire :

• •

• •

• •

��

Th−1(Ωf ′)

��

Th−1(Ωf )

��

f ′#

��

f#

oo
g∗

oo g′∗

oo g′∗

????[c

Ex∗#(C)−1

????[c

ou

• •

• •

• •

��

Th−1(Ωf ′)

��

Th−1(Ωf )

��

f ′#

��

f#

oo
g∗

oo g′∗

oo g′∗

???? �#
Ex∗#(C)

???? �#

selon le sens de l’isoéchange (↖ ou ↘).

Demonstration Il s’agit de vérifier les deux points suivants :

1. Les 2-morphismes définis par les diagrammes planaires de l’énoncé définissent bien des structures d’échange.

2. Les échanges s’organisent en un foncteur croisé.

Pour cela, il suffira de prouver (compte tenu que les quatre derniers diagrammes planaires de l’énoncé définissent des
2-isomorphismes) les deux points suivants :

1. La famille des 2-morphismes Ex∗,!(C) pour (C) variant dans la classe des carrés cartésiens à morphismes verticaux
lisses définit une structure d’échange sur le couple (H∗, LissH!).

2. Les autres 2-morphismes : Ex∗,!(C), Ex!
∗(C) et Ex∗! (C) sont obtenus par applications itérées de 1.2.5 à partir

de Ex∗,!(C) (on se permet de prendre l’inverse lorsqu’il existe pour tous les carrés cartésiens).

Le second point est clair par les propositions 1.1.9 , 1.1.11 et 1.1.12 et la définition même des 2-isomorphismes de
commutation avec les équivalences de Thom. Il nous reste donc à établir le premier point, i.e., à vérifier la compatibilité
des 2-morphismes Ex∗,!(C) avec la composition des carrés cartésiens. Là encore on distingue deux cas suivant la nature
de la composition :

1. La compatibilité avec la composition horizontale des carrés.

2. La compatibilité avec la composition verticale des carrés.

Le premier point est très facile, on le laisse en exercice. On s’intéresse donc à établir la compatibilité avec la composition
verticale des carrés. On se donne donc un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

•
g′′ //

h′

��

•
h

��•
g′ //

f ′

��

•
f

��• g
// •

Il s’agit de prouver que les deux diagrammes planaires :

(1.27) • •

• •

• •

??????????????

__

f ′!

??????????????

__

f !

��������������

??

h′!

��������������

??

h!

oo
g∗

oo g′∗

oo g′′∗

OO

(fh)!____ks
c!

oooos{

�� ��
��

et •

• •

• •

??????????????

__

f ′!

��������������

??

h′!

oo
g∗

oo g′′∗

OO

(fh)!

OO

(f ′h′)!

____ks
c!

������
Ex∗,!
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définissent le même 2-morphisme. Pour prouver cela on va expliciter les 2-morphismes qui figurent dans le premier
diagramme planaire. On obtient alors le diagramme planaire suivant :

(1.28) • •

• •

• •

• •

• •

•HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(Ωf ′)

HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(Ωf )

HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(h∗Ωf )

HHHHHHHHHHHHH

dd

f ′∗

HHHHHHHHHHHHH

dd

f∗

vvvvvvvvvvvvv

::

h′∗
vvvvvvvvvvvvv

::

h∗

vvvvvvvvvvvvv

::

h∗

vvvvvvvvvvvvv

::

Th(Ωh′)
vvvvvvvvvvvvv

::
Th(Ωh)

oo
g′∗

oo g′∗

oo g′′∗

oo
g∗

oo g′′∗

OO

(fh)∗

OO

Th(Ωfh)

____ks c
∗

____ks

____ks

kkkkqy

kkkkqy

�� ��
��

�� ��
��

Le fait que les équivalences de Thom munies des 2-isomorphismes de commutations avec les H∗(.) forment une au-
toéquivalence de 2-foncteurs (compatible avec la structure d’échange triviale donnée par les Ex∗,∗) implique que les
composées des deux diagrammes planaires :

• •

• •

• •

•??????????????

__

Th(Ωf ′)

??????????????

__

Th(Ωf )

??????????????

__

Th(h∗Ωf )

��������������

??

h′∗

��������������

??

h∗

��������������

??

h∗

oo
g′∗

oo g′∗

oo g′′∗

____ks

oooos{

�� ��
��

et • •

• •

• •

•??????????????

__

Th(Ωf ′)

??????????????

__
Th(h′∗Ωf ′)

??????????????

__

Th(h∗Ωf )

��������������

??

h′∗

��������������

??

h′∗

��������������

??

h∗

oo
g′∗

oo
g′′∗

oo g′′∗

____ks

oooos{

�� ��
��

sont les mêmes. En remplaçant dans (1.28) le premier des deux diagrammes planaires ci-dessus par le deuxième, nous
obtenons le diagramme planaire suivant :

(1.29) • •

• •

• •

• •

• •

•HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(Ωf ′)

HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(h′∗Ωf ′)

HHHHHHHHHHHHH

dd

Th(h∗Ωf )

HHHHHHHHHHHHH

dd

f ′∗

HHHHHHHHHHHHH

dd

f∗

vvvvvvvvvvvvv

::

h′∗

vvvvvvvvvvvvv

::

h′∗
vvvvvvvvvvvvv

::

h∗

vvvvvvvvvvvvv

::

Th(Ωh′)
vvvvvvvvvvvvv

::
Th(Ωh)

oo
g′∗

oo
g′′∗

oo g′′∗

oo
g∗

oo g′′∗

OO

(fh)∗

OO

Th(Ωfh)

____ks c
∗

____ks

kkkkqy

�� ��
��

____ks

kkkkqy

�� ��
��

En utilisant maintenant le fait que les 2-isomorphismes :

Th(Ωfh) C′ // Th(Ωh)Th(h∗Ωf )
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s’organisent en un isomorphisme d’autoéquivalences de 2-foncteurs (voir le théorème 1.5.17), on voit que les deux
diagrammes planaires :

• •

• •

• •

??????????????

__

Th(h′∗Ωf ′)

??????????????

__

Th(h∗Ωf )

��������������

??

Th(Ωh′)

��������������

??
Th(Ωh)

oo
g′′∗

oo g′′∗

oo g′′∗

OO

Th(Ωfh)____ks

oooos{

�� ��
��

et •

• •

• •

??????????????

__

Th(h′∗Ωf ′)

��������������

??

Th(Ωh′)

oo
g′′∗

oo g′′∗

OO

Th(Ωfh)

OO

Th(Ωf ′h′)

____ks ������

définissent le même 2-morphisme. De même l’axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur
H∗ nous dis que les deux diagrammes planaires :

• •

• •

• •

??????????????

__

f ′∗

??????????????

__

f∗

��������������

??

h′∗

��������������

??

h∗

oo
g∗

oo g′∗

oo g′′∗

OO

(fh)∗____ks
c∗

oooos{

�� ��
��

et •

• •

• •

??????????????

__

f ′∗

��������������

??

h′∗

oo
g∗

oo g′′∗

OO

(fh)∗

OO

(f ′h′)∗

____ks
c∗

������
Ex∗,∗

définissent le même 2-morphisme. En remplaçant dans (1.29) on obtient en fin de compte le diagramme planaire
suivant :

• •

•

•

• •

• •

•LLLLLLLLLLLL

ff

Th(Ωf ′)

LLLLLLLLLLLL

ff

Th(h′∗Ωf ′)

LLLLLLLLLLLL

ff

f ′∗

rrrrrrrrrrrr

88

h′∗

rrrrrrrrrrrr

88

h′∗

rrrrrrrrrrrr

88

Th(Ωh′)

oo
g′′∗

oo
g∗

oo g′′∗

OO

(fh)∗

OO

(f ′h′)∗

OO

Th(Ωfh)

OO

Th(Ωf ′h′)

____ks

____ks

____ks

ttttu}

ttttu}

dont la composée est exactement celle du second diagramme planaire de (1.27). La proposition est prouvée. c.q.f.d

1.5.5 L’action des automorphismes sur les équivalences de Thom

On termine cette section par l’étude de la fonctorialité des équivalences Th(s, p) et Th−1(s, p) par rapport à la
paire (s, p). Le problème est le suivant. Soit X un S-schéma quasi-projectif. On se donne deux suites :

X
s // V

p // X et X
s′ // V ′

p′ // X
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avec s, s′ des immersions fermées, p, p′ lisses et p◦s = p′◦s′ = idX . Supposons donné un isomorphisme a : V ′ ∼ // V
rendant commutatif le diagramme suivant :

X
s′ // V ′

p′ //

a∼
��

X

X
s // V

p // X

Comme a est inversible, le diagramme ci-dessus est à carrés cartésiens. En utilisant la proposition 1.5.2 et le lemme
1.5.3, on déduit deux 2-isomorphismes :

ω(a) : Th(s′, p′) ∼ // Th(s, p) et ω−1(a) : Th−1(s, p) ∼ // Th−1(s′, p′)

ainsi que deux carrés commutatifs :

(1.30) id ∼ //

∼

��

Th−1(s, p)Th(s, p)

ω−1(a)

��
Th−1(s′, p′)Th(s′, p′)

ω(a) // Th−1(s′, p′)Th(s, p)

id ∼ //

∼

��

Th(s, p)Th−1(s, p)

ω−1(a)

��
Th(s′, p′)Th−1(s′, p′)

ω(a) // Th(s, p)Th−1(s′, p′)

On vérifie immédiatement que le couple (Th(−), ω(−)) (resp. (Th−1(−), ω−1(−))) définit un foncteur covariant (resp.
contravariant) de la catégorie des suites X // • // X (et les isomorphismes • ' •) vers celle des équivalences
de H(X). Le résultat suivant est facile ; il est laissé en exercice :

Proposition 1.5.20 — Indiçons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-schéma X1
// X . Les

2-isomorphismes ω(a1) définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(s′1, p
′
1))X1→X et

l’autoéquivalence (Th(s1, p1))X1→X , ceci pour les restrictions des 2-foncteurs H∗, H∗, LissH# et ImmH! à la catégorie
(Sch/X).

Supposons maintenant que (s, p) = (s′, p′). En d’autres termes, a est un automorphisme du couple (s, p). On a
alors deux automorphismes ω(a) et ω−1(a) de Th(s, p) et Th−1(s, p) respectivement. On a le lemme suivant :

Lemme 1.5.21 — 1- Les deux composées suivantes :

idH(X)
∼ // Th(s, p)Th−1(s, p)

ω(a) // Th(s, p)Th−1(s, p) ∼ // idH(X)

idH(X)
∼ // Th−1(s, p)Th(s, p)

ω(a) // Th−1(s, p)Th(s, p) ∼ // idH(X)

sont égales.
2- Les deux composées suivantes :

idH(X)
∼ // Th(s, p)Th−1(s, p)

ω−1(a)// Th(s, p)Th−1(s, p) ∼ // idH(X)

idH(X)
∼ // Th−1(s, p)Th(s, p)

ω−1(a)// Th−1(s, p)Th(s, p) ∼ // idH(X)

sont égales.

Demonstration On démontre uniquement la partie 1. Appliquons la première composée à Th(s, p). On obtient :

(1.31) Th(s, p) ∼ // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
ω(a)◦id◦id // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p) ∼ // Th(s, p)

En utilisant les carrés commutatifs (1.30), il est facile de voir que les deux 2-isomorphismes suivants :

Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
ω(a)◦id◦id // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)

Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
id◦id◦ω(a) // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
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coïncident avec Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
id◦ω−1(a)◦id // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p) . En particulier, ils sont égaux. Ceci

montre que la composée de (1.31) coïncide avec :

(1.32) Th(s, p) ∼ // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p)
id◦idω(a) // Th(s, p)Th−1(s, p)Th(s, p) ∼ // Th(s, p)

qui n’est autre que la seconde composée de l’énoncé auquel on a appliqué Th(s, p). Le lemme découle alors du fait que
Th(s, p) est une équivalence. c.q.f.d

Definition 1.5.22 — Étant donné un automorphisme a : V
∼ // V compatible avec (s, p), on note ω(V, a)

(resp. ω−1(V, a)) l’automorphisme de idH(X) définit via l’une des deux composées de la partie 1 (resp. la partie 2) du
lemme 1.5.21.

Lemme 1.5.23 — Sous les hypothèses de la définition précédente, on a : ω(V, a) = ω−1(V, a). De plus, si l’on
applique Th(s, p) (resp. Th−1(s, p)) à ω(V, a) (resp. ω−1(V, a)) on obtient ω(a) (resp. ω−1(a)). De même, si l’on
applique ω(V, a) (resp. ω−1(V, a)) à Th(s, p) (resp. Th−1(s, p)) on obtient ω(a) (resp. ω−1(a)).

Demonstration L’égalité ω(V, a) = ω−1(V, a) découle immédiatement des carrés commutatifs (1.30). Les autres
assertions découlent du lemme 1.5.21. c.q.f.d

Remarque 1.5.24 — Les deux transformations naturelles ω(V,−) et ω−1(V,−) sont de variances opposées par
rapport à a. Comme elles sont égales, on déduit que ω(V, a.b) = ω(V, b.a) ou encore que les ω(V,−) commutent entre
elles. Ceci est en fait tout à fait normal, étant donné que Aut(idH(X)) est un groupe abélien. Ainsi, la représentation
ω(V,−) : Aut(s, p) // Aut(idH(X)) se factorise à travers Aut(s, p)/(Aut(s, p))′ avec (Aut(s, p))′ le sous-groupe

distingué des commutateurs (appelé aussi le sous-groupe dérivé).

Proposition 1.5.25 — Indiçons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-schéma X1
// X . Les

2-isomorphismes ω(V1, a1) définissent un automorphisme d’autoéquivalences entre les autoéquivalences identités de
H(X1), ceci pour les restrictions des 2-foncteurs H∗, H∗, LissH# et ImmH! à la catégorie (Sch/X).

Definition 1.5.26 — Soit M un OX-module localement lire de rang fini. Soit a un automorphisme de M . On
posera ω(a) = ω(V(a)), ω−1(a) = ω−1(V(a)), ω(M , a) = ω(V(M ),V(a)) et ω−1(M , a) = ω−1(V(M ),V(a)). Pour
u ∈ Γ(X,O×X), on posera aussi ω(M , u) = ω(V(M ),V(u×−)) et ω−1(M , u) = ω−1(V(M ),V(u×−)).

Remarque 1.5.27 — Supposons que X est le spectre d’un corps k et soit M un k-espace vectoriel de dimension
fini. D’après la remarque 1.5.24, la représentation ω(M ,−) : Gl(M ) // Aut(idH(k)) se factorise par le déterminant

det : Gl(M ) // k× .

1.6 Pureté. Construction du foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H
!)

On commence la section par un lemme simple qui sera utilisé (ainsi que son corollaire) plusieurs fois dans la suite.
Ce résultat utilise d’une manière essentielle l’axiome d’homotopie. Soit X un S-schéma. On considère le diagramme
commutatif dans (Sch/S) :

X

AAAAAAAA

AAAAAAAA
i // A1

X

p

��

E1
X

joo

q
}}{{{{{{{{

X

avec j l’inclusion de la droite affine épointée E1
X complémentaire dans A1

X de la section nulle i. Voici notre lemme :

Lemme 1.6.1 — Le 2-morphisme :

i!p∗ // i∗p∗

déduit de la composée :

(1.33) i∗i
!p∗

δ // p∗
η // i∗i∗p∗

et du fait que la counité i∗i∗ → id est un 2-isomorphisme, est nul. En particulier la composée (1.33) est elle aussi
nulle.
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Demonstration En remarquant que p∗i∗ ' id, on voit qu’il suffit de prouver que la composée :

p∗i∗i
!p∗

δ // p∗p∗
η // p∗i∗i∗p∗

est nulle. Soit i1 : X // A1
X la section unité de p. Montrons que le carré de 2-morphismes ci-dessous :

(1.34) p∗p
∗ η //

η

��

p∗i∗i
∗p∗

∼
��

p∗i1∗i
∗
1p
∗
∼
// idX∗id∗X

est commutatif (les 2-morphismes désignés par un ∼ étant des composées de 2-isomorphismes de connexions). L’axiome
d’homotopie nous dit que le 2-morphisme :

idH(X)

η // p∗p∗

est inversible. Il suffit donc de prouver que le bord du diagramme suivant :

idH(X)

η

%%KKKKKKKKK

η

��

η

))

p∗p
∗ η //

η

��

p∗i∗i
∗p∗

∼
��

p∗i1∗i
∗
1p
∗

∼
// idX∗id∗X

est commutatif. Il faut donc prouver que les deux composées :

idH(X)

η // p∗p∗
η // p∗i∗i∗p∗ // idX∗id∗X

idH(X)

η // p∗p∗
η // p∗i1∗i∗1p

∗ // idX∗id∗X

sont égales. Mais par le lemme 1.1.4, les deux composées ci-dessus sont égales au 2-morphisme d’unité de l’adjonction
entre idX∗ et id∗X . Ceci prouve la commutation du carré (1.34). Donc pour prouver le lemme, il suffira de prouver que
la composée :

p∗i∗i
!p∗

δ // p∗p∗
η // p∗i1∗i∗1p

∗

est nulle. Mais cette composée provient de la composée :

(1.35) i∗i
!p∗

δ // p∗
η // i1∗i∗1p

∗

par application de p∗. Il suffira donc de prouver que la composée de (1.35) est nulle. Par adjonction, on est ramené à
montrer que la composée :

i∗1i∗i
!p∗

δ // i∗1p
∗ i∗1p

∗

est nulle. Ceci est évident7 puisque i∗1i∗ ' 0. c.q.f.d

Voici un corollaire du lemme précédent.

Corollaire 1.6.2 — Soit A un objet de H(X). Lorsqu’on applique i∗ au triangle distingué :

i∗i
!p∗A

δ // p∗A
η // j∗q∗A

θ // i∗i!p∗A[+1]

7On peut voir cela en utilisant par exemple le théorème de changement de base pour une immersion fermée (voir le lemme 1.4.14)
appliqué au carré cartésien :

∅ //

��

X

i

��
X

i1 // A1
X
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on obtient un triangle distingué scindé. En particulier, le morphisme :

i∗j∗q
∗A

θ // i!p∗A[+1]

admet une section8

1.6.1 Les 2-morphismes π
On fixe un triangle commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses. On comparera les deux 1-morphismes g∗ et s!f∗ de
MorTR(H(Z),H(Y )). Plus précisément on construira un 2-isomorphisme (appelé 2-isomorphisme de pureté) :

(1.36) Π : s!f∗
∼ // Th−1(Ns)g∗

avec Ns le fibré normal de l’immersion régulière s. Notre outil géométrique est l’espace de déformation au cône normal
qui sera noté C (voir le chapitre 5 de [Ful84]). Rappelons que C est un ouvert de l’éclaté du sous-schéma fermé
Y × 0 dans X ×S A1

S . Le choix d’un générateur t ∈ Γ(A1
S ,O) de l’idéal de la section nulle permet d’identifier C ×A1 0

et V(Ns.t
−1). Ce dernier est isomorphe à V(Ns) via l’isomorphisme − × t−1 : Ns

// Ns.t
−1 . Dans la suite, ce

générateur sera fixé une fois pour toute. La construction du 2-isomorphisme de pureté ne dépendra pas de ce choix
(voir la remarque 1.6.4).

On résume la déformation dans la figure :

(1.37) Y
s0 //

g0

��555555555555555 V(Ns)

f0

��

A1
Y

ŝ //

ĝ

��3
333333333333
C

f̂

��

E1
Y

s̃ //

g̃

��3
333333333333
E1
X

f̃

��

i // joo

Z

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU A1
Z

p

��

E1
Z

q

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Z

où l’on note i les immersions fermées déduites par pull-back de l’immersion de la section nulle de A1 et j les immersions
ouvertes déduites de l’immersion du complémentaire E1 de la section nulle de A1. Le fait que g est un morphisme lisse
implique la lissité des S-morphismes f̂ et f0. Le 2-isomorphisme de pureté sera déduit d’un certain 2-morphisme π :
j∗q
∗[s!f∗] // i∗[s!

0f
∗
0 ](−1)[−1] . Cette sous-section est consacrée à la construction et à l’étude de ce 2-morphisme.

Voici la construction du 2-morphisme π. Rappelons qu’on dispose d’un 2-morphisme θ :

• •

•• //j∗

//
i∗[+1]

��

i!

��

j∗����{�
θ

défini comme étant l’unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(•)) le triangle :

i∗i
!A

δ // A
η // j∗j∗A

θ // i∗i!A[+1]

8Nous ignorons s’il existe une section fonctorielle en A ∈ Ob(H(X)), i.e., s’il existe un 2-morphisme inverse à droite de θ. Toutefois,
lorsque H provient d’un dérivateur algébrique homotopique stable (voir le second chapitre pour la définition de cette notion) une telle
section peut être construite à l’aide du formalisme des foncteurs cycles proches du troisième chapitre.
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est distingué (voir la proposition 1.4.9). En appliquant θ au 1-morphisme ŝ!f̂∗p∗ on obtient un 2-morphisme :

θ : j∗j∗[ŝ!f̂∗p∗] // i∗i![ŝ!f̂∗p∗][+1]

D’autre part, on a un premier 2-isomorphisme "évident" :

j∗j
∗ŝ!f̂∗p∗

∼ // j∗s̃!f̃∗q∗
∼ // j∗q∗s!f∗

et un deuxième 2-isomorphisme "évident" :

i!ŝ!f̂∗p∗
∼ // s!

0i
!f̂∗p∗

∼ // s!
0f
∗
0 i

!p∗
∼ // s!

0f
∗
0 (−1)[−2]

On définit ainsi un 2-morphisme :

(1.38) π0 : j∗q∗[s!f∗] // i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

par la condition que le carré ci-dessous soit commutatif :

(1.39) j∗j
∗[ŝ!f̂∗p∗] θ //

∼
��

i∗i
![ŝ!f̂∗p∗][+1]

∼
��

j∗q
∗[s!f∗] π0

// i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

On fait la définition suivante :

Definition 1.6.3 — On appelle π : j∗q∗[s!f∗] // i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1] le 2-morphisme composé :

(1.40) j∗q
∗[s!f∗] = j∗idH(E1

Y )q
∗[s!f∗]

ω(q∗Ns,t
−1) // j∗idH(E1

Y )q
∗[s!f∗] = j∗q

∗[s!f∗]
π0 // i∗[s!

0f
∗
0 ](−1)[−1]

avec t ∈ Γ(A1
S ,O) le générateur de l’idéal de la section nulle qu’on s’est fixé (voir la sous-section 1.5.5 et plus

précisément la remarque 1.5.26 pour la définition de ω(q∗Ns, t
−1)). Dans le langage des diagrammes planaires, le

2-morphisme π est la composée :

(1.41)

H(Z) H(X) H(Y )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
Y )

H(A1
Z) H(C) H(A1

Y )

H(Z) H(V(Ns)) H(Y )

H(A1
Y )

//
f∗

//
s!

//f̃∗ //s̃!

//

f̂∗
//

ŝ!

//f∗0 //s!
0

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

i∗[+1]

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK
Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK

� �� �KS
θ

ω(q∗Ns,t
−1)

DDDD^f

modulo l’égalité i!p∗ = (−1)[−2] et le 2-isomorphisme [+1]s!
0f
∗
0 ' s!

0f
∗
0 [+1]. A part θ, tous les 2-morphismes de ce

diagramme planaire sont des 2-isomorphismes.

Remarque 1.6.4 — Le 2-morphisme π ne dépend pas du choix du générateur t de la section nulle de A1
S . En

effet, si l’on fait un autre choix t′ il existe une section u ∈ Γ(S,O×S ) et des sections εi ∈ Γ(S,O) nilpotentes avec
t′ = u.t+

∑n
i=2 εit

i.
Par l’axiome de localité, une immersion fermée ι : T1 ⊂ T2 d’idéal nilpotent induit une équivalence de catégories

ι∗ : H(T2) ' H(T1). On peut donc supposer que les εi sont tous nuls. On se ramène ainsi au cas où t′ = u.t.
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Dans ce cas, les deux isomorphismes V(Ns) ' C×A1 0 différent par la multiplication par u. On a ainsi un diagramme
commutatif :

j∗q
∗[s!f∗]

ω(q∗Ns,t
′−1) //

ω(q∗Ns,u
−1)

��

j∗q
∗[s!f∗]

π0 // i∗s!
0f
∗
0 (−1)[−1]

ω−1(Ns,u
−1)

��
j∗q
∗[s!f∗]

ω(q∗Ns,t
−1) // j∗q∗[s!f∗]

π′0 // i∗s!
0f
∗
0 (−1)[−1]

En utilisant que ω−1(Ns, u
−1) = ω(Ns, u

−1), il est facile de déduire que la composée des deux lignes horizontales du
diagramme ci-dessus sont égales.

On peut également déduire de π un autre 2-morphisme par adjonction :

(1.42) i∗j∗q
∗[s!f∗] // s!

0f
∗
0 (−1)[−1]

On notera également π ce 2-morphisme.

On prouvera d’ici la fin de la sous-section trois compatibilités pour les 2-morphismes π sous leur formes (1.40) et
(1.42). Notons que ces compatibilités sont également vraies pour le 2-morphisme π0.

Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses

Supposons donné un carré cartésien :

T
t //

u

��

R

v

��
Y

s // X

avec v lisse. Les déformations aux cônes normaux sont compatibles, i.e., on a un diagramme :

T
t0 //

u0

��

V(u∗Ns)

v0

��

A1
T

t̂ //

û

��

D

v̂

��

E1
T

t̃ //

ũ

��

E1
R

ṽ

��
Y

s0 //

g0

��777777777777777 V(Ns)

f0

��

A1
Y

ŝ //

ĝ

��3
333333333333
C

f̂

��

E1
Y

s̃ //

g̃

��3
333333333333
E1
X

f̃

��

i // joo

Z

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU A1
Z

p

��

E1
Z

q

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Z

à carrés cartésiens. On a la proposition :

Proposition 1.6.5 — Le carré ci dessous est commutatif :

û∗j∗q
∗[s!f∗] π //

∼
��

û∗i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

∼
��

j∗q
∗[t!(f ◦ v)∗] π // i∗[t!0(f0 ◦ v0)∗](−1)[−1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes planaires :

H(Z) H(X) H(Y ) H(E1
Y ) H(A1

Y )

H(R) H(T ) H(E1
T ) H(A1

T )

//
f∗

//
s!

//
q∗

//
j∗

//t! //q∗ //j∗
OO

v∗

OO

u∗

OO

ũ∗

OO

û∗

������������

??

(fv)∗
????[c

(c∗)−1

????[c Ex!,∗
????[c ????[c Ex∗∗
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et

H(Z) H(V(Ns)) H(Y ) H(A1
Y )

H(V(u∗Ns)) H(T ) H(A1
T )

//
f∗0

//
s!

0

//
i∗

//
t!0 //

i∗

OO

v∗0

OO

u∗0

OO

û∗0

�������������

??

(f0v0)∗
????[c

(c∗)−1

????[c Ex!,∗
????[c Ex∗∗

Noter bien qu’il y a des redondances dans les notations : u0 = u, û = û0, etc.

Demonstration On construit un diagramme solide à partir du diagramme planaire (1.41) et :

(1.43)

H(Z) H(R) H(T )

H(E1
Z) H(E1

R) H(E1
T )

H(A1
Z) H(D) H(A1

T )

H(Z) H(V(u∗Ns)) H(T )

H(A1
T )

//
(fv)∗

//
t!

//(f̃ ṽ)∗ //t̃!

//
(f̂ v̂)∗

//
t̂!

//(f0v0)∗ //t!0

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

OO

p∗

−−−−−−−−

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

−−−−−−−−

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

t!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

t!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

t!

−−
−−

−−
−−

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

i∗[+1]

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK
Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK

� �� �KS
θ

ω(q∗Nt,t
−1)

DDDD^f

en identifiant les 1-morphismes hachurés ainsi que la face qu’ils délimitent et en reliant les sommets ne se trouvant
pas sur la partie commune par des 1-morphismes f∗, f̂∗, f̃∗ et f∗0 (qu’on notera f∗ dans cette preuve pour simplifier)
et en mettant sur les nouvelles faces créées des 2-morphismes de connexions c∗ si cette face est un triangle ou un
2-morphisme d’échange (Ex∗∗ ou Ex∗,∗ ou Ex!,∗) si cette face est un carré. On invite le lecteur à se convaincre qu’il
existe une unique façon de construire un tel diagramme solide et que la proposition équivaut à dire que ce diagramme
solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en diagrammes
solides du type :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i′!

��

j∗

��

i∗[+1]
��

i′∗[+1]
�����������

��

f∗

�����������

��

f∗

�����������

��
f∗

�����������

��
f∗

��

j′∗

//j′∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?!

��
?!

��

?!
��������

��

f∗

��������

��

f∗

��������

��
f∗

��������

��
f∗

��
?!

//?∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?∗

��
?∗

��

?∗
��������

��

f∗

��������

��

f∗

��������

��
f∗

��������

��
f∗

��
?∗

//?∗
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• •

• • •

•
��������������

??

f∗

��������������

??

f∗�������

�������

??
f∗

��

?∗

��

?∗

//
?∗

//
?∗

??????????????

��
?∗

??????????????

��

?∗

• •

• • •

•
��������������

??

f∗

��������������

??

f∗�������

�������

??
f∗

��

?!

��

?!

//
?!

//
?!

??????????????

��
?!

??????????????

��

?!

• ũ∗ // •

ω(q∗Ns,
1
t )

⇒
ω(q∗Nt,

1
t )

⇒

•
ũ∗

// •

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxième type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.119. La commutation des cubes du troisième type et
des solides du quatrième type découle de l’axiome de cocycle. La commutation des solides du cinquième type découle
de la compatibilité des morphismes d’échange Ex!

∗ avec la composition horizontale des carrés. Enfin la commutation
du dernier solide découle de la proposition 1.5.25. c.q.f.d

On a également l’énoncé analogue pour la forme (1.42) du 2-morphisme π :

Proposition 1.6.6 — Le carré ci dessous est commutatif :

u∗i∗j∗q
∗[s!f∗] π //

∼
��

u∗0[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

∼
��

i∗j∗[q∗t!(f ◦ v)∗] π // [t!0(f0 ◦ v0)∗](−1)[−1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes planaires :

H(Z) H(X) H(Y ) H(E1
Y ) H(A1

Y ) H(Y )

H(R) H(T ) H(E1
T ) H(A1

T ) H(T )

//
f∗

//
s!

//
q∗

//
j∗

//
i∗

//t! //q∗ //j∗ //i∗

OO

v∗

OO

u∗

OO

ũ∗

OO

û∗

OO

u∗

������������

??

(fv)∗
????[c

(c∗)−1

????[c Ex!,∗
????[c ????[c Ex∗∗ ????[c

et

H(Z) H(V(Ns)) H(Y )

H(V(u∗Ns)) H(T )

//
f∗0

//
s!

0

//
t!0

OO

v∗0

OO

u∗0

�������������

??

(f0v0)∗
????[c

(c∗)−1

????[c Ex!,∗

Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base

On considère un triangle commutatif de S-schémas quasi-projectifs :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

9Plus précisément on utilise "la technique" d’insertion d’une face diagonale découpant le cube en deux solides commutatifs



92 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On suppose donné un S-morphisme : Z ′ a // Z . On forme le morphisme
de triangles commutatifs :

Y
s //

g

��1
111111111111 X

f

��

Y ′ = Y ×ZZ ′
s′ //

g′

##FFFFFFFFFFFFFFFFFFF X ′ = X×ZZ ′

f ′

��

aoo

Z Z ′

Les déformations aux cônes normaux associées aux deux immersions fermées s et s′ sont compatibles dans le sens
qu’on a des morphismes de triangles commutatifs :

Y
s0 //

g0

��55555555555555 V(Ns)

f0

��

Y ′
s′0 //

g′0

��888888888888888 V(a∗Ns)

f ′0

��

a0oo

Z Z ′

E1
Y

s̃ //

g̃

��3
333333333333
E1
X

f̃

��

E1
Y ′

s̃′ //

g̃′

��4444444444444
E1
X′

f̃ ′

��

ãoo

E1
Z E1

Z′

A1
Y

ŝ //

ĝ

��3
333333333333
C

f̂

��

A1
Y ′

ŝ′ //

ĝ′

��4444444444444
C ′

f̂ ′

��

âoo

A1
Z A1

Z′

On a la proposition :

Proposition 1.6.7 — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :

â∗j∗q
∗[s!f∗] π //

∼
��

â∗i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

∼
��

j∗q
∗[s′!f ′∗]a∗ π // i∗[s′0

!
f ′∗0 ]a∗(−1)[−1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes planaires :

H(Z) H(X) H(Y ) H(E1
Y ) H(A1

Y )

H(Z ′) H(X ′) H(Y ′) H(E1
Y ′) H(A1

Y ′)

//
f∗

//
s!

//
q∗

//
j∗

//
f ′∗

//s′! //
q∗

//
j∗

OO

a∗

OO

a∗

OO

a∗

OO

ã∗

OO

â∗????[c Ex
∗,∗

????[c Ex
!,∗

????[c Ex∗,∗ ????[c Ex∗∗

et

H(Z) H(V(Ns)) H(Y ) H(A1
Y )

H(Z ′) H(V(a∗Ns)) H(Y ′) H(A1
Y ′)

//
f∗0

//
s!

0

//
i∗

//
f ′0
∗

//s′0
!

//
i∗

OO

a∗0

OO

a∗0

OO

a∗0

OO

â∗0????[c Ex∗,∗ ????[c Ex!,∗
????[c Ex∗∗
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Demonstration On construit un diagramme solide à partir de (1.41) et :

(1.44)

H(Z ′) H(X ′) H(Y ′)

H(E1
Z′) H(E1

X′) H(E1
Y ′)

H(A1
Z′) H(C ′) H(A1

Y ′)

H(Z ′) H(V(a∗Ns)) H(Y ′)

H(A1
Y ′)

//
f ′∗

//
s′!

//f̃ ′
∗

//s̃′
!

//

f̂ ′
∗

//

ŝ′
!

//f ′0
∗

//s′0
!

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

i∗[+1]

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK
Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK

� �� �KS
θ

ω(q∗Ns′ ,t
−1)

DDDD^f

en reliant les sommets par des 1-morphismes a∗, â∗, ã∗ et a∗0 (qu’on notera a∗ dans cette preuve pour simplifier) et
en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 2-morphismes d’échange (Ex∗∗ ou Ex∗,! ou Ex∗,∗). On invite
le lecteur à se convaincre qu’il existe une unique façon de construire un tel diagramme solide et que la proposition
équivaut à dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa
subdivision naturelle en cubes solides du type :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i!

��

j∗

��

i∗[+1]
��

i∗[+1]
�����������

��

a∗

�����������

��

a∗

�����������

��
a∗

�����������

��
a∗

��

j∗

//j∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?!

��
?!

��

?!
��������

��

a∗

��������

��

a∗

��������

��
a∗

��������

��
a∗

��
?!

//?∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?∗

��
?∗

��

?∗
��������

��

a∗

��������

��

a∗

��������

��
a∗

��������

��
a∗

��
?∗

//?∗

ainsi que le solide :

• a∗ // •

ω(q∗Ns,
1
t )

⇒
ω(q∗Ns′ ,

1
t )

⇒

•
a∗

// •

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxième type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.11. Les cubes du troisième type sont commutatifs
par l’axiome de cocycle. Enfin le dernier solide est commutatif par la proposition 1.5.25. c.q.f.d

On a également l’énoncé analogue pour la forme (1.42) du 2-morphisme π :

Proposition 1.6.8 — Le carré ci-dessous est commutatif :

a∗i∗j∗q
∗s!f∗

π //

∼
��

a∗0s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

∼
��

i∗j∗q
∗s′!f ′∗a∗

π // s′0
!
f ′0
∗
a∗0(−1)[−1]
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes planaires :

H(Z) H(X) H(Y ) H(E1
Y ) H(A1

Y ) H(Y )

H(Z ′) H(R) H(T ) H(E1
T ) H(A1

T ) H(T )

//
f∗

//
s!

//
q∗

//
j∗

//
i∗

//
f ′∗

//i′! //q∗ //j∗ //i∗

OO

a∗

OO

a∗

OO

a∗

OO

ã∗

OO

â∗

OO

a∗????[c Ex∗∗ ????[c Ex!,∗
????[c ????[c Ex∗∗ ????[c

et

H(Z) H(V(Ns)) H(Y )

H(Z) H(V(u∗Ns)) H(T )

//
f∗0

//
s!

0

//s′0
!

//
f ′0
∗

OO

a∗0

OO

a∗0

OO

a∗0 ????[c Ex∗∗ ????[c Ex!,∗

Compatibilité avec les sections à support

On garde les notations du paragraphe 1.6.1. On supposera en plus que le S-morphisme a est une immersion fermée.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.6.9 — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :

j∗q
∗s′!f ′∗a! π //

∼
��

i∗s
′
0
!
f ′∗0 a

!(−1)[−1]

∼
��

â!j∗q
∗s!f∗ π

// â!i∗s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées des diagrammes planaires :

H(Z) H(X) H(Y ) H(E1
Y ) H(A1

Y )

H(Z ′) H(X ′) H(Y ′) H(E1
Y ′) H(A1

Y ′)

//
f∗

//
s!

//
q∗

//
j∗

//
f ′∗

//s′! //
q∗

//
j∗

OO

a!

OO

a!

OO

a!

OO

ã!

OO

â!
???? �#
Ex!,∗ ???? �#

???? �#
Ex!,∗ ???? �#

Ex!
∗

et

H(Z) H(V(Ns)) H(Y ) H(A1
Y )

H(Z ′) H(V(a∗Ns)) H(Y ′) H(A1
Y ′)

//
f∗0

//
s!

0

//
i∗

//
f ′0
∗

//s′0
!

//
i∗

OO

a∗0

OO

a∗0

OO

a∗0

OO

â∗0
???? �#
Ex!,∗ ???? �#

???? �#
Ex!
∗
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Demonstration On construit un diagramme solide à partir de (1.41) et :

(1.45)

H(Z ′) H(X ′) H(Y ′)

H(E1
Z′) H(E1

X′) H(E1
Y ′)

H(A1
Z′) H(C ′) H(A1

Y ′)

H(Z ′) H(V(a∗Ns)) H(Y ′)

H(A1
Y ′)

//
f ′∗

//
s′!

//f̃ ′
∗

//s̃′
!

//

f̂ ′
∗

//

ŝ′
!

//f ′0
∗

//s′0
!

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

i∗[+1]

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK
Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK

� �� �KS
θ

ω(q∗Ns′ ,t
−1)

DDDD^f

en reliant les sommets par des 1-morphismes a!, â!, ã! et a!
0 (qu’on notera a! dans cette preuve pour simplifier) et

en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 2-morphismes d’échange (Ex!
∗ ou Ex!,! ou Ex!,∗). On invite

le lecteur à se convaincre qu’il existe une unique façon de construire un tel diagramme solide et que la proposition
équivaut à dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa
subdivision naturelle en cubes solides du type :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i!

��

j∗

��

i∗[+1]
��

i∗[+1]
�����������

��

a!

�����������

��

a!

�����������

��
a!

�����������

��
a!

��

j∗

//j∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?!

��
?!

��

?!
��������

��

a!

��������

��

a!

��������

��
a!

��������

��
a!

��
?!

//?∗

• •

••

• •

••

//
?∗

//?∗

//?∗

��

?∗

��
?∗

��

?∗
��������

��

a!

��������

��

a!

��������

��
a!

��������

��
a!

��
?∗

//?∗

ainsi que le solide :

• a!
// •

ω(q∗Ns,
1
t )

⇒
ω(q∗Ns′ ,

1
t )

⇒

•
a!

// •

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.20. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxième et troisième type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.11. Enfin, la commutation du dernier
solide vient de la proposition 1.5.25. c.q.f.d

Notons que l’analogue de la proposition précédente pour le 2-morphisme :

π : i∗j∗q∗s!f∗ // s!
0f
∗
0 (−1)[−1]

fait intervenir le 2-morphisme d’échange Ex!,∗ : i∗a! // a!i∗ . Comme i est une immersion fermée on ne sait pas
que que Ex!,∗ est un 2-isomorphisme10. Pour cela on n’établira pas cet analogue de la proposition 1.6.9.

10On peut montrer que le 2-morphisme Ex!,∗ en question devient inversible lorsqu’on l’applique à j∗q∗.
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Compatibilité avec l’oubli de structure

Le résultat de compatibilité ci-dessous est encore plus simple que les deux derniers. En fait, il est complètement
trivial mais on a préféré le mentionner. On suppose donner en plus des donnés de base de cette sous-section un
S-morphisme lisse :

b : Z // B

On s’intéresse à comparer les deux 2-morphismes π associés aux deux triangles commutatifs :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

et Y
s //

b◦g   @@@@@@@@ X

b◦f
��
B

La déformation au cône normal du second diagramme se résume dans la figure :

Y
s0 //

b◦g0

��555555555555555 V(Ns)

b◦f0

��

A1
Y

ŝ //

b̂◦ĝ

��3
333333333333
C

b̂◦f̂

��

E1
Y

s̃ //

b̃◦g̃

��3
333333333333
E1
X

b̃◦f̃

��

i // joo

B

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU A1
B

p

��

E1
B

q

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

B

On a la proposition :

Proposition 1.6.10 — Le diagramme de 2-morphismes suivant :

j∗q
∗[s!(b ◦ f)∗] π //

c∗ ∼
��

i∗[s!
0(b ◦ f0)∗](−1)[−1]

c∗∼
��

j∗q
∗[s!f∗]b∗ π

// i∗[s!
0f
∗
0 ]b∗(−1)[−1]

est commutatif. (À faire attention que les deux 2-morphismes π sont associés à deux triangles de S-schémas différents).

1.6.2 Le cas particulier d’un fibré vectoriel sur Y
On se place dans la cas particulier suivant. On suppose donné un fibré vectoriel :

f : V = V(M ) // Y

où M est un OY -module localement libre de présentation finie. On notera s : Y // V la section nulle de f . On a
un triangle commutatif de S-schémas :

Y

@@@@@@@@

@@@@@@@@
s // V

f

��
Y

Le faisceau normal à s est canoniquement isomorphe à M . On le notera comme dans la sous-section précédente Ns.
La déformation au cône normal est résumée dans la figure ci-dessous :

Y
s0 //

555555555555555

555555555555555 V(Ns)

f0

��

A1
Y

ŝ //

3333333333333

3333333333333
C

f̂

��

E1
Y

s̃ //

3333333333333

3333333333333
E1
V

f̃

��

i // joo

Y

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU A1
Y

p

��

E1
Y

q

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Y
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Ce qui est spécial à la situation est le lemme suivant :

Lemme 1.6.11 — Soit t l’indéterminée telle que A1
S = Spec(OS [t]). On a alors une égalité de A1

Y -schémas :

C = V(p∗M .t−1)

(avec p la projection : A1
Y

// Y )

Demonstration Il s’agit d’un calcul élémentaire. Par définition même C est un ouvert de l’éclaté de 0×Y dans A1
V

qui est affine sur A1
V est qui est donné par le spectre de la OP1

Y
-algèbre quasi-cohérente :

Spec

∑
i≥0

(OA1
V
.t+ M .OA1

V
)i/ti

 = Spec

∑
i≥0

(OA1
V

+ M .t−i.OA1
V

)i

 = Spec

∑
i,j≥0

M i+jt−i.OA1
V


En utilisant le fait que OA1

V
⊂ OA1

V
.t−1 on voit que M i+j .t−i ⊂M i+j .t−i−j . On obtient en fin de compte que C est

égal au spectre de la OA1
V
-algèbre :∑

i≥0

OA1
V
M it−i =

∑
i,k≥0

OA1
Y
M i+kt−i =

∑
i≥0

OA1
Y
M it−i

Mais C est aussi le spectre de cette algèbre vue comme OA1
Y
-algèbre. Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Remarquons que via l’identification du lemme précédent l’isomorphisme de E1
Y -fibrés vectoriels E1

V
// C ×A1 E1

induit par j correspond à l’inverse de V(q∗M ⊂ q∗M t−1). Notons b : C // A1
V l’isomorphisme :

C = V(p∗M t−1)
V(−×t−1) // V(p∗M ) = A1

V

On a alors un carré cartésien :
E1
V

c //

j

��

E1
V

u

��
C

b // A1
V

avec u l’inclusion évidente et c l’isomorphisme de fibrés vectoriels :

E1
V = V(q∗M )

V(−×t−1) // V(q∗M ) = E1
V

De plus, l’isomorphisme canonique Ns
//M induit l’isomorphisme V(Ns) ' V(M ) = V qui n’est autre que le

pull-back de b suivant l’immersion de la section nulle de A1. On a en fin de compte un diagramme commutatif à carrés
cartésiens :

V(Ns)
i //

a

��

C

b

��

E1
V

c

��

joo

V
ι // A1

V E1
V

uoo

Dorénavant on notera u par j et ι par i. La déformation au cône normal est alors isomorphe à :

Y
s //

00000000000000

00000000000000 V

f

��

A1
Y

š //

3333333333333

3333333333333
A1
V

f̌

��

E1
Y

s̃ //

3333333333333

3333333333333
E1
V

f̃

��

i // joo

Y

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT A1
Y

p

��

E1
Y

q

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Y
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L’isomorphisme étant induit par l’identité sur Y , A1
Y et E1

Y ainsi que les isomorphismes a, b et c.
On déduit de là un diagramme commutatif11 :

j∗s̃
!f̃∗q∗ //

Ex!,∗

��

j∗j
∗š!f̌∗p∗

θ //

Ex!,∗

��

i∗i
!š!f̌∗p∗[+1]

Ex!,∗

��

// i∗s!f∗i!p∗[+1]

Ex!,∗

��
j∗s̃

!c∗f̃∗q∗ //

c∗

��

j∗j
∗ŝ!b∗f̌∗p∗

θ //

c∗

��

i∗i
!ŝ!b∗f̌∗p∗[+1]

c∗

��

// i∗s!
0a
∗f∗i!p∗[+1]

c∗

��
j∗s̃

!f̃∗q∗ // j∗j∗ŝ!f̂∗p∗
θ // i∗i!ŝ!f̂∗p∗[+1] // i∗s!

0f
∗
0 i

!p∗[+1]

Remarquons d’autre part que la composée :

s̃!f̃∗
Ex!,∗

// s̃!c∗f̃∗
c∗ // s̃!f̃∗

est par définition le 2-isomorphisme ω−1(c) sur les équivalences de Thom inverses qui est égale à l’automorphisme
ω−1(q∗M , t−1) = ω(q∗M , t−1) du foncteur identité de H(E1

Y ) appliqué à Th−1(q∗M ) (voir le lemme 1.5.23). On en
déduit donc le diagramme commutatif :

j∗idH(E1
Y )q
∗s!f∗ //

ω(q∗M , 1t )

��

j∗idH(E1
Y )s̃

!f̃∗q∗

ω(q∗M , 1t )

��

j∗s̃
!f̃∗q∗

Ex!,∗

��
j∗s̃

!c∗f̃∗q∗

c∗

��
j∗idH(E1

Y )q
∗s!f∗ // j∗idH(E1

Y )s̃
!f̃∗q∗ j∗s̃

!f̃∗q∗

En mettant ces deux diagrammes ensemble, on a ainsi démontré la commutativité du carré suivant :

j∗q
∗[s!f∗] θ //

ω(q∗M , 1t )

��

i∗[s!f∗](−1)[−1]

��
j∗q
∗[s!f∗]

π0 // i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

En remarquant que ω(q∗Ns, t
−1) = ω(q∗M , t−1) on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.6.12 — Notons a : V(Ns)
∼ // V l’isomorphisme canonique induisant un isomorphisme

s!f∗ ' s!
0f
∗
0 . Le triangle suivant :

j∗q
∗[s!f∗] π //

θ

��

i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

i∗[s!f∗](−1)[−1]

∼

55lllllllllllll

est commutatif.

Voici un corollaire de la proposition 1.6.12 :

Corollaire 1.6.13 — La composée des 2-morphismes suivants :

s!f∗ // i∗j∗q∗s!f∗
π // s!

0f
∗
0 (−1)[−1]

est nulle. De plus ces deux 2-morphismes constituent deux cotés d’un 2-triangle distingué.

11On fera attention que le symbole c∗ est utilisé dans ce diagramme pour désigner deux objets distincts : le 1-morphisme H∗(c) et le
2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H∗.
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1.6.3 Le 2-isomorphisme de pureté
On reprend les notations de la sous-section 1.6.1 surtout le diagramme (1.37) décrivant la déformation au cône

normal. On va construire à partir de π un 2-isomorphisme :

(1.46) Π : s!f∗
∼ // s!

0f
∗
0

ou avec le langage des diagrammes planaires, une face carrée inversible :

(1.47)

H(Z) H(X)

H(V(Ns)) H(Y )

//
f∗

//
s!

0

��

f∗0

��

s!xxxxw�
Π

C’est presque le 2-isomorphisme de pureté recherché. En effet, pour obtenir le 2-isomorphisme de pureté (1.36) (qu’on
notera également Π) :

Π : s!f∗ // Th−1(Ns)g∗

on remarque que f0 est égal à la composée : f0 = pr ◦ g avec pr la projection du fibré normal sur Y :

pr : V(Ns) // Y

et on compose (1.46) à droite avec le 2-isomorphisme :

s!
0f
∗
0

c∗ // s!
0pr
∗g∗ = Th−1(Ns)g∗

Dans la suite on étudiera essentiellement le 2-isomorphisme de pureté sous sa forme (1.46). Pour le construire, on
procède en deux étapes. On construit d’abord pour tout objet A de H(Z) un isomorphisme dans H(Y ) entre s!f∗(A)
et s!

0f
∗
0 (A) sans se préoccuper de la fonctorialité de la construction par rapport à A. En utilisant l’existence de tels

isomorphismes pour un diagramme bien choisi on prouve que la composée des 2-morphismes :

p∗[s!f∗] // j∗q∗[s!f∗] π // i∗[s!
0f
∗
0 ](−1)[−1]

est nulle. On utilise ceci ainsi que le corollaire 1.6.2 pour déduire une unique factorisation de π :

j∗q
∗[s!f∗] // i∗[s!f∗](−1)[−1] // i∗[s!

0f
∗
0 ](−1)[−1]

et de là notre 2-isomorphisme Π.

Soit A un objet de H(Z). On part donc du morphisme :

i∗j∗q
∗[s!f∗A] π // s!

0f
∗
0A(−1)[−1]

D’après le corollaire 1.6.2, on sait que le morphisme :

i∗j∗q
∗[s!f∗A] θ // s!f∗A(−1)[−1]

admet des sections. On choisit une section σA : s!f∗A(−1)[−1] // i∗j∗q∗[s!f∗A] et on définit τA par la composée :

s!f∗A(−1)[−1]
σA // i∗j∗q∗[s!f∗A] θ // s!

0f
∗
0A(−1)[−1]

Ce morphisme12 dépend donc à priori du choix de la section σA. On a le lemme :

Lemme 1.6.14 — Pour tout objet A de H(Z) et toute section σA (comme ci-dessus) le morphisme :

τA : s!f∗A // s!
0f
∗
0A

12Bien sûr, le morphisme τA n’est autre que le 2-isomorphisme Π évalué en A. Sauf qu’on n’a pas encore construit le 2-isomorphisme de
pureté Π.
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est inversible. De plus, si on se donne un carré cartésien :

T
t //

u

��

R

v

��
Y s

// X

avec v lisse, on peut choisir la section :

σ′A : s!(f ◦ v)∗A(−1)[−1] // i∗j∗q∗s!(f ◦ v)∗A

de telle sorte que le carré suivant (voir les notations de la sous-section 1.6.1) :

u∗s!f∗A
τA //

Ex!,∗

��

u∗0s
!
0f
∗
0A

Ex!,∗

��
t!v∗f∗A

(c∗)−1

��

t!0v
∗
0f
∗
0A

(c∗)−1

��
t!(f ◦ v)∗A

τ ′A // t!0(f0 ◦ v0)∗A

soit commutatif.

Demonstration On divise la preuve en deux étapes :

Étape 1 : On commence par prouver la dernière assertion du lemme. Par la proposition 1.6.6, on a un diagramme
commutatif :

(1.48) u∗i∗j∗q
∗s!f∗A

u∗π //

��

u∗0s
!
0f
∗
0A(−1)[−1]

��
i∗j∗q

∗t!v∗f∗A

��

t!0v
∗
0f
∗
0A(−1)[−1]

��
i∗j∗q

∗t!(f ◦ v)∗A π // t!0(f0 ◦ v0)∗A(−1)[−1]

Il suffit donc de choisir la section σ′A : t!(f ◦ v)∗A(−1)[−1] // i∗j∗q∗t!(f ◦ v)∗A de telle sorte que le dia-
gramme :

u∗s!f∗A(−1)[−1]
u∗σA //

��

u∗i∗j∗q
∗s!f∗A

��
t!v∗f∗A(−1)[−1]

��

i∗j∗q
∗t!v∗f∗A

��
t!(f ◦ v)∗A(−1)[−1]

σ′A // i∗j∗q∗t!(f ◦ v)∗A

soit commutatif. Mais comme les flèches verticales sont des isomorphismes on voit que le choix d’une section σA :
s!f∗A(−1)[−1] // i∗j∗q∗s!f∗A détermine une section13 σ′A : t!(f ◦ v)∗A(−1)[−1] // i∗j∗q∗t!(f ◦ v)∗A et celle
là convient.

Étape 2 : Prouvons que τA est un isomorphisme. Par le corollaire 1.4.4, il suffit de prouver ceci localement pour la
topologie de Nisnevich sur X. Soit

v : R = U1

∐
. . .
∐
Un // X

13Il n’est pas complètement évident que le morphisme σ′A est une section à θ. Pour démontrer ça, il faut utiliser un diagramme commutatif
analogue au diagramme (1.48) avec des 2-morphismes θ à la place des 2-morphismes π.
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un recouvrement Nisnevich de X. La première étape de la démonstration montre qu’on peut choisir une section σ′A de
sorte que le morphisme τ ′A = θ ◦ σ′A rend commutatif le carré :

u∗s!f∗A //

��

u∗0s
!
0f
∗
0A

��
t!(f ◦ v)∗A

τ ′A // t!0(f0 ◦ v0)∗A

On voit donc que pour prouver que τA est un isomorphisme il suffit de prouver que τ ′A en est un. Il suffit de prouver
ce que l’on veut pour chaque Ui. Quitte à remplacer X par chacun des Ui, il vient qu’on peut supposer qu’il existe un
carré cartésien :

Y
s //

g

��

X

h

��
Z

z // AnZ

avec h lisse et z la section nulle. Considérons le diagramme de 2-morphismes :

g∗0z
!r∗ //

��

g∗0i
∗j∗q

∗z!r∗
π //

∼
��

g∗0z
!
0r
∗
0 [−1](−1)

∼
��

s!f∗ // i∗j∗q∗s!f∗
π // s!

0f
∗
0 [−1](−1)

avec r : AnZ // Z la projection canonique (les 2-morphismes verticaux étant les 2-isomorphismes habituels). On
voit facilement que le carré de gauche est commutatif. En invoquant encore une fois la proposition 1.6.6, on voit que
le carré de droite est aussi commutatif. Donc le diagramme total est commutatif et par le corollaire 1.6.13 appliqué au
triangle :

Z
z //

AAAAAAAA

AAAAAAAA AnZ
r

��
Z

la composée :

z!r∗ // i∗j∗q∗z!r∗
π // z!

0r
∗
0(−1)[−1]

est nulle. On en déduit donc que la composée :

s!f∗ // i∗j∗q∗s!f∗
π // s!

0f
∗
0 (−1)[−1]

est aussi nulle. Ceci montre en particulier que τA est indépendant du choix du scindage σA. Finalement puisque g∗0 est
un foncteur triangulé on voit par la deuxième partie de 1.6.13 que pour tout A, la suite :

s!f∗A // i∗j∗q∗s!f∗A
π // s!

0f
∗
0A(−1)[−1]

constitue deux cotés d’un triangle distingué. Ceci prouve que le morphisme τA est inversible. c.q.f.d

L’énoncé suivant est une conséquence directe du corollaire 1.6.13 :

Proposition 1.6.15 — Supposons que l’immersion s : Y // X est l’inclusion de la section nulle d’un fibré
vectoriel sur Y . On note a : V(Ns) // X l’isomorphisme canonique de Y -schémas entre X et le fibré normal à

l’immersion s. Pour chaque A de H(Z) et tout scindage σA, l’isomorphisme τA : s!f∗A // s!
0f
∗
0A est égal à la

composée :

s!f∗A
Ex!,∗

// s!
0a
∗f∗A // s!

0f
∗
0A

En particulier, il ne dépend pas du choix du scindage.

La proposition suivante contient l’argument clef permettant la construction du 2-isomorphisme de pureté :
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Proposition 1.6.16 — La composée14 des 2-morphismes :

p∗s!f∗ // j∗q∗s!f∗
π // i∗s!

0f
∗
0 (−1)[−1]

est le 2-morphisme nul.

Demonstration La démonstration se fera en plusieurs étapes :

Étape 1 : Réduction du problème. Il suffit bien sûr de prouver que la composée des morphismes :

p∗s!f∗A // j∗q∗s!f∗A
π // i∗s!

0f
∗
0A(−1)[−1]

est nulle pour tout objet A de H(Z). Par la construction même du 2-morphisme π0 (voir le diagramme (1.39)), on a
un carré commutatif à flèches verticales des isomorphismes :

j∗q
∗s!f∗A

π0 // i∗s!
0f
∗
0A(−1)[−1]

j∗j
∗ŝ!f̂∗p∗A

θ
//

∼

OO

i∗i
!ŝ!f̂∗p∗A[+1]

∼

OO

On forme le diagramme :

(1.49) p∗s!f∗A // // j∗q∗s!f∗A
ω(q∗Ns,

1
t)//

π

##
j∗q
∗s!f∗A

π0 // i∗s!
0f
∗
0A(−1)[−1]

ŝ!f̂∗p∗A //

ee

j∗j
∗ŝ!f̂∗p∗A

θ
//

∼

OO

i∗i
!ŝ!f̂∗p∗A[+1]

∼

OO

La composée des flèches horizontales inférieures est nulle étant donné qu’ils constituent deux côtés d’un 2-triangle
distingué (voir la proposition 1.4.9). On veut prouver que la composée des flèches horizontales supérieures est nulle et
on sait que les flèches verticales pleines sont des isomorphismes. Il suffit donc de construire un isomorphisme :

(1.50) α : ŝ!f̂∗p∗A
∼ // p∗s!f∗A

rendant commutatif la partie gauche du diagramme (1.49), ou encore le diagramme obtenu par adjonction :

j∗p∗s!f∗A // q∗s!f∗A
ω(q∗Ns,

1
t)// q∗s!f∗A

j∗ŝ!f̂∗p∗A

j∗(α)

OO

j∗ŝ!f̂∗p∗A

OO

En utilisant la définition de la première flèche verticale pleine de (1.49) (voir le début de la sous-section 1.6.1) on voit
que l’isomorphisme j∗(α) doit coïncider avec la composée :

(1.51) j∗ŝ!f̂∗p∗A
Ex!,∗

// s̃!j∗f̂∗p∗A
c∗ // s̃!f̃∗q∗A

Ex∗,∗ // s̃!q∗f∗A
(Ex!,∗)−1

// q∗s!f∗A q∗s!f∗A
ω(q∗Ns,

1
t)oo c∗ // j∗p∗s!f∗A

Le reste de la preuve est consacré à la construction d’un isomorphisme α comme dans (1.50) tel que l’isomorphisme
j∗(α) soit égal à la composée de (1.51).

14Le premier 2-morphisme n’est autre que le 2-morphisme évident qui provient de : p∗
η // j∗j∗p∗

c∗ // j∗q∗ .



1.6 Pureté. Construction du foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H
!) 103

Étape 2 : Application du lemme 1.6.14. Dans cette étape on applique le lemme 1.6.14 au triangle suivant :

P1
Y

ŝ′ //

ĝ′   @@@@@@@@
C ′

f̂ ′

��
P1
Z

avec C ′ l’espace de déformation au cône normal associé à l’immersion s mais paramétré par la droite projective (au
lieu de la droite affine !). On supposera que le cône normal de s se trouve au dessus de la section o = [1 : 0] de P1

Z .
On notera Nŝ′ (resp. Nŝ, etc) le faisceau normal de l’immersion ŝ′ (resp. ŝ, etc) de telle sorte qu’on a un triangle
commutatif :

P1
Y

ŝ′0 //

ĝ′0 ""FFFFFFFFF V(Nŝ′)

f̂ ′0
��

P1
Z

On appellera l la projection de la droite projective : P1
?

// ? . Soit A l’objet de H(Z) fixé dans la première étape.
Le lemme 1.6.14 (appliqué à l∗A) nous dis que modulo le choix d’une section, on peut trouver un isomorphisme :

(1.52) τ̂ ′ : ŝ′!f̂ ′∗l∗A ∼ // ŝ′!0 f̂
′∗
0 l
∗A

On a une immersion fermée de losanges commutatifs d’immersions ouvertes :

A1
Y

u′

��@@@@@@@@
C

u′

��?????????

E1
Y

j
>>~~~~~~~~

u
  @@@@@@@@

P1
Y

s→ E1
X

j

>>}}}}}}}}}

u
  AAAAAAAA

C ′

A1
Y

j′

??~~~~~~~~
A1
X

j′

??���������

L’immersion ouverte j′ est complémentaire à la section nulle. L’immersion ouverte u′ est complémentaire à la section
à l’infinie. L’immersion j est celle qui figure dans le diagramme (1.37). Les immersions s seront notées ŝ′, s̃′, ŝ et s̃,
etc. En passant au cône normal, on a une immersion de losanges d’immersions ouvertes :

A1
Y

u′

��@@@@@@@@
V(Nŝ)

u′

$$JJJJJJJJJJ

E1
Y

j
>>~~~~~~~~

u
  @@@@@@@@

P1
Y

s0→ V(q∗Ns)

j
99ssssssssss

u
%%KKKKKKKKKK

V(Nŝ′)

A1
Y

j′

??~~~~~~~~
V(p∗Ns)

j′

::tttttttttt

Les immersions s0 seront aussi notées ŝ′0, s̃′0, ŝ0 et s̃0, etc. En utilisant la seconde partie du lemme 1.6.14, on déduit
de (1.52) trois autres isomorphismes :

– ŝ!f̂∗p∗A
τ̂ // ŝ!

0f̂
∗
0 p
∗A ,

– s̃′!f̃ ′∗p∗A
τ̃ ′ // s̃′!0 f̃

′∗
0 p
∗A ,

– s̃!f̃∗q∗A
τ̃ // s̃!

0f̃
∗
0 q
∗A ,

ainsi que des carrés commutatifs. Bien entendu, le morphisme f̃ ′ n’est autre que la projection de A1
X sur A1

Z . Les
autres morphismes ont tous été définis soit durant la preuve soit dans le diagramme (1.37).
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Étape 3 : L’isomorphisme τ . On va déduire de τ̃ ′ un isomorphisme15 τ : s!f∗A // s!
0f
∗
0A . On commence par

définir un isomorphisme qu’on appellera (par abus de notations) ”p∗τ” : p∗s!f∗A // p∗s!
0f
∗
0A en imposant la

commutativité du carré :
p∗s!f∗A // p∗s!

0f
∗
0A

s̃′!f̃ ′∗p∗A

∼

OO

∼ // s̃′!0 f̃
′∗
0 p
∗A

∼

OO

Le morphisme p n’est autre que la projection de la droite affine. Les isomorphismes verticaux sont des composées de
2-isomorphismes de connexions et de Ex!∗. En utilisant l’axiome d’homotopie16, on a pour U et V dans H(Z) des
isomorphismes :

hom(p∗U, p∗V ) ' hom(U, p∗p∗V ) ' hom(U, V )

Il existe alors un unique isomorphisme :

(1.53) τ : s!f∗A // s!
0f
∗
0A

tel que p∗(τ) = ”p∗τ”.
Ainsi, on dispose en plus des quatre isomorphismes τ̂ ′, τ̃ ′, τ̂ et τ̃ d’un isomorphisme τ . Dans la suite, le lecteur

pourra bien oublier les isomorphismes τ̂ ′ et τ̃ ′ : on se servira uniquement des trois isomorphismes :

τ̂ , τ̃ et τ

ainsi que les deux carrés commutatifs :

(1.54) s̃!f̃∗q∗A
τ̃ // s̃!

0f̃
∗
0 q
∗A

q∗s!f∗A
q∗τ //

∼

OO

q∗s!
0f
∗
0A

∼

OO s̃!f̃∗q∗A
τ̃ // s̃!

0f̃
∗
0 q
∗A

j∗ŝ!f̂∗p∗A
j∗τ̂ //

∼

OO

j∗ŝ!
0f̂
∗p∗A

∼

OO

Précisons ici que nous avons considéré l’espace de déformation C ′ paramétré par P1 uniquement dans le but d’obtenir
simultanément ces deux carrés commutatifs (ceci n’étant pas possible en appliquant directement le lemme 1.6.14).

Étape 4 : Construction de l’isomorphisme α. On dispose d’un isomorphisme évident e : V(Ns̃)
∼ // V(q∗Ns)

induit par le carré cartésien :

E1
Y

s̃ //

q

��

E1
X

q

��
Y

s // X

Par le lemme 1.6.17 ci-dessous, il existe un isomorphisme b : V(Nŝ) // V(p∗Ns) . Les isomorphismes e et b s’insèrent
dans un carré cartésien d’isomorphismes de fibrés vectoriels :

V(Ns̃)
e //

∼
��

V(q∗Ns)

V(−×t−1)

��
V(j∗Nŝ)

b×A1E1

// V(q∗Ns)

On a donc un carré commutatif d’équivalences de Thom inverses :

Th−1(q∗Ns)
ω−1(e) // Th−1(Ns̃)

Th−1(q∗Ns)

ω−1(q∗Ns,t
−1)

OO

ω−1(b×A1E1) // Th−1(j∗Nŝ)

∼

OO

15Bien sûr le lemme 1.6.14 nous donne de tels isomorphismes, mais l’isomorphisme τ qu’on va construire, jouira d’une propriété spéciale
qu’on ne saurait attraper en appliquant tout simplement 1.6.14.

16Par le choix de l’espace de déformation au cône normal paramétrisé par la droite projective.
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Ceci permet de considérer le diagramme commutatif de 2-isomorphismes :

q∗Th−1(Ns)g∗ // Th−1(q∗Ns)g̃∗q∗
ω−1(e) // Th−1(Ns̃)g̃∗q∗

q∗Th−1(Ns)g∗ //

ω−1(q∗Ns,t
−1)

OO

Th−1(q∗Ns)g̃∗q∗ //

ω−1(q∗Ns,t
−1)

OO

Th−1(j∗Nŝ)g̃∗q∗

OO

j∗p∗Th−1(Ns)g∗ //

OO

j∗Th−1(p∗Ns)ĝ∗p∗
j∗ω−1(b)//

OO

j∗Th−1(Nŝ)ĝ∗p∗

OO

Ainsi en définissant les 2-isomorphismes : p∗s!
0f
∗
0

∼ // ŝ!
0f̂
∗
0 p
∗ et q∗s!

0f
∗
0

∼ // s̃!
0f̃
∗
0 q
∗ par les composées :

p∗s!
0f
∗
0 ' p∗Th−1(Ns)g∗

∼ // Th−1(p∗Ns)ĝ∗p∗
ω−1(b)// Th−1(Nŝ)ĝ∗p∗ ' ŝ!

0f̂
∗
0 p
∗

q∗s!
0f
∗
0 ' q∗Th−1(Ns)g∗

∼ // Th−1(q∗Ns)g̃∗q∗
ω−1(e)// Th−1(Ns̃)g̃∗q∗ ' s̃!

0f̃
∗
0 q
∗

on obtient un diagramme commutatif :

(1.55) j∗ŝ!
0f̂
∗
0 p
∗

∼
��

j∗p∗s!
0f
∗
0

∼oo q∗s!
0f
∗
0

∼oo

ω−1(q∗Ns,t
−1)=ω(q∗Ns,t

−1)

��
s̃!

0f̃
∗
0 q
∗ q∗s!

0f
∗
0

∼oo

On prend pour α la composée des isomorphismes suivants :

α : ŝ!f̂∗p∗A
∼
τ̂
// ŝ!

0f̂
∗
0 p
∗A p∗s!

0f
∗
0A

∼oo p∗s!f∗A
p∗τ

∼oo

Prouvons que ce α convient, c’est à dire que si l’on applique j∗ on obtient bien l’isomorphisme composé (1.51). Pour
cela, on remarque (en utilisant le second carré de (1.54) ainsi que (1.55)) que l’on a un diagramme commutatif :

j∗ŝ!f̂∗p∗A
j∗τ̂A //

∼
��

j∗ŝ!
0f̂
∗p∗A

∼
��

q∗s!
0f
∗
0A

∼oo

ω(q∗Ns,
1
t )

��

q∗s!f∗A

ω(q∗Ns,
1
t )

��

q∗τAoo

s̃!f̃∗q∗A
τ̃A

// s̃!
0f̃
∗
0 q
∗A q∗s!

0f
∗
0A

∼oo q∗s!f∗A
q∗τA

oo

Il suffit alors de prouver que la composée :

s̃!f̃∗q∗A
τ̃A // s̃!

0f̃
∗
0 q
∗A q∗s!

0f
∗
0A

∼oo q∗s!f∗A
τAoo

est égale au morphisme évident :

s̃!f̃∗q∗A
∼ // s̃!q∗f∗A

(Ex!,∗)−1

// q∗s!f∗A

En d’autre termes il faut que le carré :

s̃!f̃∗q∗A
τ̃A // s̃!

0f̃
∗
0 q
∗

q∗s!f∗A

∼

OO

τA
// q∗s!

0f
∗
0A

∼

OO

soit commutatif. Mais ceci est exactement le premier carré commutatif dans (1.54) de l’étape précédente. c.q.f.d

Pour terminer la preuve de la proposition 1.6.16 il nous reste à établir le lemme suivant :
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Lemme 1.6.17 — Le faisceau normal de l’immersion ŝ est canoniquement isomorphe à (p∗Ns)t−1 avec t l’in-
déterminé telle que A1

S = Spec(OS [t]). De plus, l’isomorphisme de fibrés vectoriels V(j∗Nŝ)
∼ // V(Ns̃) ' V(q∗Ns)

correspond via cette identification à −× t−1 : q∗Ns
// (q∗Ns).t−1 . On a ainsi le carré cartésien :

V(Ns̃) ' V(q∗Ns)

j

��

V(−×t−1) // V(q∗Ns)

j

��
V(Nŝ)

b // V(p∗Ns)

avec j les inclusions évidentes et b l’isomorphisme induit par −× t : p∗Ns
// (p∗Ns)t−1 = Nt̂ .

Demonstration Notons I ⊂ OX le faisceau d’idéaux définissant l’immersion fermée s : Y // X . Le schéma C
correspond à l’ouvert affine (relativement à X) associé à t dans l’éclaté de l’idéal OA1

X
I + OA1

X
.t ⊂ OA1

X
. Ainsi, le

A1
X -schéma C est le spectre de la OX [t]-algèbre quasi-cohérente :

OC =
∑
i≥0

(OX [t].I + OX [t].t)i

ti
=
∑
i≥0

∑
u+v=i OX [t].I u.tv

ti
=
∑
i≥0

∑
u+v=i

OX [t].I u.t−u =
∑
i≥0

OX [t].(
I

t
)i

De plus, l’idéal de l’immersion fermée ŝ : A1
Y

// C est égal à :

OC .(
I

t
) =

∑
i≥1

OX [t].(
I

t
)i

On a un isomorphisme canonique de OA1
X
-modules :

Nŝ =
OC .(

I

t
)

OC .(
I

t
)2

=

∑
i≥1

OX [t].(
I

t
)i

∑
i≥2

OX [t].(
I

t
)i

∼oo
OX [t].(

I

t
)

OX [t].(
I

t
) ∩
∑
i≥2

OX [t].(
I

t
)i

On vérifie facilement que OX [t].
I

t
∩
∑
i≥2

OX [t].(
I

t
)i = OX [t].

I 2

t
. On a ainsi construit un isomorphisme canonique

de OA1
X
-modules :

(Ns[t]).t−1 = OX [t].(I /I 2).t−1 // Nŝ

cet isomorphisme provient d’un unique isomorphisme de OA1
Y
-modules. Les autres assertions du lemmes découlent

immédiatement de la construction. c.q.f.d

Remarque 1.6.18 — Faisons une remarque sur la démonstration de la proposition 1.6.16. Le fait d’avoir utilisé
l’espace de déformation paramétré par la droite projectif semble indiquer qu’on aurait mieux fait d’utiliser cet espace
depuis le début ! Ceci n’est pas forcément vrai. En fait on est obligé de passer par les deux espaces de déformation
puisque :

– La réduction de l’étape 1 n’est pas utile si on travaillait avec l’espace de déformation paramétré par la droite
projective car un isomorphisme a entre ŝ!f̂∗p∗ et p∗s!f∗ n’aurait pas existé17.

– Si on travaillait exclusivement sur l’espace de déformation paramétré par la droite affine on n’aurait pas pu
utiliser l’axiome de l’homotopie dans l’étape 3 pour descendre l’isomorphisme τ̃ .

On est en mesure maintenant de prouver le théorème :

Theoreme 1.6.19 — On garde les notations ambiantes (spécialement ceux du lemme 1.6.14). Il existe un unique
2-morphisme :

Π : s!f∗ // s!
0f
∗
0

17En effet le faisceau normal à ŝ (dans le cas de l’espace de déformation paramétré par la droite projectif) n’est pas isomorphe à p∗N
mais plutôt à p∗N ⊗ O(1).
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rendant le triangle :
j∗q
∗s!f∗

π //

��

i∗s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

i∗s
!f∗(−1)[−1]

Π

44iiiiiiiiiiiiiiii

commutatif. De plus ce 2-morphisme est inversible.

Demonstration En effet, soit A dans Ob(H(Z)). En utilisant le triangle distingué :

q∗s!f∗A // j∗q∗s!f∗A // i∗s!f∗A(−1)[−1] //

et la proposition 1.6.16, on déduit (par les axiomes d’une catégorie triangulée) pour tout A une factorisation :

j∗q
∗s!f∗A

π //

��

i∗s
!
0f
∗
0A(−1)[−1]

i∗s
!f∗A(−1)[−1]

Π

44iiiiiiiiiiiiiiiii

Le morphisme Π provient d’un unique morphisme :

Π : s!f∗A // s!
0f
∗
0A

L’unicité de ce morphisme découle de l’unicité de la factorisation qui s’obtient en appliquant i∗ au triangle de l’énoncé :

i∗j∗q
∗s!f∗A // s!f∗A(−1)[−1] // s!

0f
∗
0A(−1)[−1]

et en utilisant le fait que i∗j∗q∗s!f∗A ' s!f∗A⊕ s!f∗A(−1)[−1]. Il reste à prouver que ces morphismes définissent un
2-morphisme (i.e., une transformation naturelle). Soit A // B une flèche dans H(Z). On a un diagramme :

i∗j∗q
∗s!f∗A //

��

s!f∗A(−1)[−1] //

��

s!
0f

!
0A(−1)[−1]

��
i∗j∗q

∗s!f∗B // s!f∗B(−1)[−1] // s!
0f

!
0B(−1)[−1]

Le carré total et le petit carré de gauche sont commutatifs car les flèches horizontaux proviennent d’un 2-morphisme
dans les deux cas. Mais comme i∗j∗q∗s!f∗C ' s!f∗C ⊕ s!f∗C(−1)[−1] pour C égal à A ou B, on a également la
commutation du petit carré de droite. Ceci montre que Π est une transformation naturelle. Enfin, pour voir que Π est
un isomorphisme pour tout A il suffit de remarquer que Π appliqué à A coïncide avec les τA du lemme 1.6.14. c.q.f.d

On termine cette sous-section par des résultats de compatibilité pour les 2-isomorphismes :
– Π : s!f∗

∼ // s!
0f
∗
0

– Π : s!f∗
∼ // Th−1(Ns)g∗

Rappelons que le deuxième 2-isomorphisme est obtenu à partir du premier en prenant la composée :

(1.56) s!f∗ // s!
0f
∗
0

c∗ // s!
0pr
∗g∗

avec pr : V(Ns) // Y la projection du fibré normal de l’immersion s. Ces résultats de compatibilité se dérivent
des trois résultats de compatibilité pour le 2-morphisme π de la sous-section précédente.

Proposition 1.6.20 — (Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses) Sous les hypothèses
de 1.6.1, on a un carré commutatif :

u∗s!f∗
Π //

∼
��

u∗0s
!
0f
∗
0

∼
��

t!(f ◦ v)∗
Π
// t!0(f0 ◦ v0)∗
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

u∗s!f∗
Ex!,∗

// t!v∗f∗
(c∗)−1

// t!(f ◦ v)∗

u∗0s
!
0f
∗
0

Ex!,∗
// t!0v

∗
0f
∗
0

(c∗)−1

// t!0(f0 ◦ v0)∗

En d’autres termes, le cube ci-dessous est commutatif :

H(V(u∗Ns)) H(T )

H(R)H(Z)

H(V(Ns)) H(Y )

H(X)H(Z)

//
t!0

//(fv)∗

//f∗

��

(f0v0)∗

��

t! ��

s!
wwwwwwwwww

wwwwwwwwww

wwwwwwwwww

{{

v∗

{{
u∗ = u∗0

wwww

wwww
uuuuuuuuuu

zz
v∗0

��
f∗0

//s!
0

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes de
connexions ou des 2-isomorphismes d’échange de type Ex!,∗.

Demonstration On considère le diagramme de 2-morphismes suivant :

u∗i∗j∗q
∗s!f∗

θ //

��

u∗s!f∗(−1)[−1] Π //

��

u∗0s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

��
i∗j∗q

∗t!(f ◦ v)∗
θ
// t!(f ◦ v)∗(−1)[−1]

Π
// t!0(f0 ◦ v0)∗(−1)[−1]

La proposition 1.6.6 nous dit que le carré total est commutatif. Il suffit alors, compte tenu de 1.6.2, de voir que le petit
carré de droite est commutatif. Ceci est un exercice facile. c.q.f.d

Corollaire 1.6.21 — Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré commutatif :

u∗s!f∗
Π //

∼
��

u∗Th−1(Ns)g∗

∼
��

t!(f ◦ v)∗
Π
// Th−1(u∗Ns)(g ◦ u)∗

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

u∗s!f∗
Ex!,∗

// t!v∗f∗
(c∗)−1

// t!(f ◦ v)∗

u∗Th−1(Ns)g∗ // Th−1(u∗Ns)u∗g∗
(c∗)−1

// Th−1(u∗Ns)(g ◦ u)∗

Demonstration En effet le carré de l’énoncé se factorise de la manière suivante :

u∗s!f∗
Π //

��

u∗0s
!
0f
∗
0

��

// u∗s!
0pr
∗g∗

��
t!(f ◦ v)∗

Π
// t!0(f0 ◦ v0)∗ // t!0pr

′∗(g ◦ u)∗

Le premier carré est commutatif par la proposition précédente. La commutation du second carré est laissée en exercice.
c.q.f.d
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On a également la proposition suivante ainsi que son corollaire qui se démontrent exactement de la même manière
que la proposition précédente et son corollaire :

Proposition 1.6.22 — (Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base) Sous les hypothèses
de 1.6.1, on a un carré commutatif :

a∗s!f∗
Π //

∼
��

a∗0s
!
0f
∗
0

∼
��

s′!f ′∗a∗
Π // s′0

!
f ′0
∗
a∗0

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

a∗s!f∗ // s′!a∗f∗ // s′!f ′∗a∗

a!
0s

!
0f
∗
0

// s′0
!
a!

0f
∗
0

// s′0
!
f ′0
∗
a!

0

En d’autres termes, le cube ci-dessous est commutatif :

H(V(a∗Ns)) H(Y ′)

H(X ′)H(Z ′)

H(V(Ns)) H(Y )

H(X)H(Z)

//
s′0

!

//f ′∗

//f∗

��

f ′0
∗

��

s′! ��

s!

{{

a∗0 = a∗wwww

wwww
wwwwwwwwww

{{

a∗

{{
a∗ = a∗0

wwww

wwww
uuuuuuuuuu

zz
a∗0

��
f∗0

//s!
0

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex∗,∗ ou Ex∗,!.

Corollaire 1.6.23 — Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré commutatif :

a∗s!f∗
Π //

∼
��

a∗Th−1(Ns)g∗

∼
��

s′!f ′∗a∗
Π // Th−1(a∗Ns)g′∗a∗

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

a∗s!f∗ // s′!a∗f∗ // s′!f ′∗a∗

a!Th−1(Ns)g∗ // Th−1(a∗Ns)a!g∗ // Th−1(a∗Ns)g′∗a!

Proposition 1.6.24 — (Compatibilité avec les sections à support) Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré
commutatif :

s′!f ′∗a! Π //

∼
��

s′0
!
f ′0
∗
a!

0

∼
��

a!s!f∗
Π
// a!

0s
!
0f
∗
0

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

s′!f ′∗a! Ex!,∗
// s′!a!f∗ // a!s!f∗
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s′0
!
f ′0
∗
a!

0
Ex!,∗

// s′0
!
a!

0f
∗
0

// a!
0s

!
0f
∗
0

En d’autres termes le cube ci-dessous est commutatif :

H(V(a∗Ns)) H(Y ′)

H(X ′)H(Z ′)

H(V(Ns)) H(Y )

H(X)H(Z)

//
s′0

!

//f ′∗

//f∗

��

f ′0
∗

��

s′! ��

s!

{{
a!

0 = a!wwww

wwww
wwwwwwwwww

{{

a!

{{
a! = a!

0

wwww

wwww
uuuuuuuuuu

zz
a!

0

��
f∗0

//s!
0

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex!,∗ ou Ex!,!.

Demonstration Considérons le diagramme ci-dessus :

j∗q
∗s′!f ′∗a! //

��

i∗s
′!f ′∗a!(−1)[−1] Π //

��

i∗s
′
0
!
f ′0
∗
a!(−1)[−1]

��
i∗a

!s!f∗(−1)[−1] Π //

Ex!
∗
��

i∗a
!s!

0f
∗
0 (−1)[−1]

Ex!
∗

��
a!j∗q

∗s!f∗ // a!i∗s
!f∗ // a!i∗s

!
0f
∗
0

Le carré total est commutatif par 1.6.9. Le petit carré de gauche est lui aussi commutatif. Finalement le petit carré
à droite en bas est commutatif et ses flèches verticales sont des 2-isomorphismes. On construit ainsi en prenant les
inverses de Ex!

∗ un diagramme :

j∗q
∗s′!f ′∗a! //

��

i∗s
′!f ′∗a!(−1)[−1] Π //

��

i∗s
′
0
!
f ′0
∗
a!(−1)[−1]

��
a!j∗q

∗s!f∗ // i∗a!s!f∗(−1)[−1] Π // i∗a!s!
0f
∗
0 (−1)[−1]

Par construction, le carré total est commutatif et le petit carré de gauche aussi. Par adjonction entre i∗ et i∗ on déduit
alors le diagramme :

i∗j∗q
∗s′!f ′∗a! //

��

s′!f ′∗a!(−1)[−1] Π //

��

s′0
!
f ′0
∗
a!(−1)[−1]

��
i∗a!j∗q

∗s!f∗ // a!s!f∗(−1)[−1] Π // a!s!
0f
∗
0 (−1)[−1]

On a toujours la commutativité du carré total et du petit carré de gauche. Les flèches verticales sont bien entendu des
2-isomorphismes. Étant donné que pour tout A le morphisme :

i∗j∗q
∗(s′!f ′∗a!A) // s′!f ′∗a!A(−1)[−1]

est scindé, on déduit que le petit carré de droite du dernier diagramme est lui aussi commutatif. C’est exactement ce
que l’on cherche à prouver. c.q.f.d

Corollaire 1.6.25 — Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré commutatif :

s′!f ′∗a! Π //

∼
��

Th−1(a∗Ns)g′∗a!

∼
��

a!s!f∗
Π
// a!Th−1(Ns)g∗
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche à droite les composées :

s′!f ′∗a! Ex!,∗
// s′!a!f∗ // a!s!f∗

Th−1(a∗Ns)g′∗a! Ex!,∗
// Th−1(a∗Ns)a!g∗ // a!Th−1(Ns)g∗

Proposition 1.6.26 — (Compatibilité avec l’oubli de structure) Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré
commutatif :

s!(b ◦ f)∗ Π //

c∗ ∼
��

s!
0(b ◦ f)∗

c∗∼
��

s!f∗b∗
Π

// s!
0f
∗
0 b
∗

Corollaire 1.6.27 — (Compatibilité avec l’oubli de structure) Sous les hypothèses de 1.6.1, on a un carré
commutatif :

s!(b ◦ f)∗ Π //

c∗ ∼
��

Th−1(N )(b ◦ g)∗f)∗

c∗∼
��

s!f∗b∗
Π

// Th−1(N )g∗b∗

Proposition 1.6.28 — Soient f : V = V(M ) // Y un fibré vectoriel sur Y (avec M localement libre) et
s l’immersion de la section nulle. Le fibré normal Ns est canoniquement isomorphe à M et le 2-isomorphisme de
pureté :

s!f∗
∼ // s!

0f
∗
0

est égal au 2-isomorphisme induit par Ns 'M .

Demonstration Ceci découle directement du théorème 1.6.19 et de la proposition 1.6.12. c.q.f.d

1.6.4 Compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions
fermées

On suppose donné un diagramme commutatif de S-schémas :

T
t //

h

!!CCCCCCCCCCCCCCCCC Y
s //

g

��1
111111111111 X

f

��
Z

avec f , g et h lisses et s et t des immersions fermées. En prenant les cônes normaux relativement aux immersions s,
s ◦ t et s0 ◦ t on obtient respectivement les trois diagrammes commutatifs18 :

T
t //

h

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEE Y
s0 //

g

��66666666666666 V(Ns)

f0

��
Z

T
t1 //

h

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK V(Nt)
s1 //

g1

��<<<<<<<<<<<<<<<
V(Ns◦t)

f1

��
Z

T
t1 //

h

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK V(Nt)
s′1 //

g1

��===============
V(Ns0◦t)

f ′1

��
Z

18Nous nous excusons pour les mauvaises notations. Avec les notations de la sous-section précédente (i.e., indicer par 0 pour marquer le
passage au cône normal d’une immersion) on a : (s1 ◦ t1) = (s ◦ t)0 et (s′1 ◦ t1) = (s0 ◦ t)0.
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et donc trois 2-isomorphismes de pureté. Le but de cette sous-section est de comprendre le relation entre ces trois 2-
isomorphismes : ce que l’on appellera la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions
fermées.

On aura besoin de l’espace de déformation au cône normal de l’immersion s. Il sera encore noté C. On gardera
alors les notations du diagramme (1.37). Le fait qu’on puisse prouver la compatibilité de l’isomorphisme de pureté
en utilisant seulement l’espace de déformation C est assez surprenant étant donné qu’il existe au moins trois autres
espaces de déformations qu’on peut associer à la situation, à savoir : le double espace de déformation pour le couple
(t, s), l’espace de déformation du cône normal de l’immersion t et celui de l’immersion s ◦ t.

On va définir deux 2-isomorphismes : (s ◦ t)!f∗
∼ // (s0 ◦ t)!f∗0 . Le premier, qu’on notera Π1, est la composée :

(1.57) Π1 : (s ◦ t)!f∗
c! // t!s!f∗

Π // t!s!
0f
∗
0

(c!)−1

// (s0 ◦ t)!f∗0

En langage de diagrammes planaires, Π1 est la composée :

(1.58)

H(X)

H(Z) H(Y )

H(V(Ns))

H(T )

????????????

��
f∗

������������

??

f∗0

????????????

��

s!
0

������������

??

s!

//
t!

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

))

(s0t)!

lllllllllllllllllllllllll

55

(st)!

� �� �KS
Π

����
CK
(c!)−1

////S[ c!

Pour définir le second 2-isomorphisme (qui sera noté Π2), on remarque que le faisceau normal de l’immersion s0 ◦ t
est canoniquement isomorphe à t∗Ns ⊕Nt. En effet, l’extension associée à la composée s0 ◦ t :

0 // t∗Ns0
// Ns0◦t

// Nt
// 0

t∗Ns

est canoniquement scindée via le morphisme Nt
// Ns0◦t associé au carré commutatif :

T
s0◦t // V(Ns)

��
T

t // Y

On en déduit de là un 2-isomorphisme γ : (s1 ◦ t1)!f∗1
∼ // (s′1 ◦ t1)!f ′∗1 par la composée :

(s1 ◦ t1)!f∗1
∼ // Th−1(Ns◦t)h∗

C−1 // Th−1(Nt)Th−1(t∗Ns)h∗

∼
��

Th−1(Nt)Th−1(t∗Ns0)h∗
(C−1)−1

// Th−1(Ns0◦t)h
∗ ∼ // (s′1 ◦ t1)!f ′∗1

où les deux C−1 désignent les 2-isomorphismes de composition pour les équivalences de Thom inverses associés res-
pectivement aux deux suites exactes courtes :

0 // t∗Ns
// Ns◦t // Nt

// 0 et 0 // t∗Ns0
// Ns0◦t

// Nt
// 0

On définit notre 2-isomorphisme Π2 par la composée :

(1.59) Π2 : (s ◦ t)!f∗
Π // (s1 ◦ t1)!f∗1

γ // (s′1 ◦ t1)!f ′1
∗ Π−1

// (s0 ◦ t)!f∗0
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Bien sûr, le premier 2-isomorphisme de pureté est celui associé à l’immersion s ◦ t alors que le second est celui associé
à s0 ◦ t. En termes de diagrammes planaires Π2 est la composée :

(1.60)

H(T )

H(X) H(V(Ns0t))

H(Z)

H(T )

H(V(Nst)) H(V(Ns))

H(Z)

????????????

��

(st)!

������������

��

f∗

????????????

��

f∗1

������������

��

(s1t1)!

????????????

��

(s′1t1)!

������������

��

f ′1
∗

????????????

��

f∗0

������������

��

(s0t)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

____ +3
γ

Le résultat principal de cette sous-section s’énonce alors :

Theoreme 1.6.29 — Les deux 2-isomorphismes Π1 et Π2 sont égaux.

Avant de se lancer dans la preuve, rappelons que l’on avait noté C l’espace de déformation au cône normal associée
à l’immersion fermée s : Y // X . On a les inclusions des diagrammes :

(1.61) A1
T

t̂ // A1
Y

ŝ // C

f̂

��
↗ i A1

Z

T
t // Y

s0 // V(Ns)

f0

��

↖j

Z E1
T

t̃ // E1
Y

s̃ // E1
X

f̃

��
E1
Z

Le 2-morphisme π′. Réduction du problème

On aura besoin d’un analogue du 2-morphisme π de la sous-section 1.6.1. On définit à partir du 2-morphisme π un
2-morphisme π′ :

π′ : j∗q∗(s ◦ t)!f∗ // i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

par la condition que le diagramme suivant soit commutatif :

(1.62) t̂!j∗q
∗s!f∗

π //

∼
��

t̂!i∗s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

∼
��

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

π′
// i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

Les 2-isomorphismes verticaux étant de gauche à droite les composées :

t̂!j∗q
∗s!

Ex!
∗ // j∗t̃!q∗s!

(Ex!,∗)−1

// j∗q∗t!s!
(c!)−1

// j∗q∗(s ◦ t)!

et

t̂!i∗s
!
0

Ex!
∗ // i∗t!s!

0

(c!)−1

// i∗(s0 ◦ t)!
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En utilisant la commutation de ω(q∗Ns, t
−1) avec le 1-morphisme t̃! (voir la proposition 1.5.25), on voit que le 2-

morphisme π′ est la composée du diagramme planaire :

(1.63)

H(Z) H(X) H(Y ) H(T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
Y ) H(E1

T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

Y )

H(Z) H(V(Ns)) H(Y ) H(T )

H(A1
Y ) H(A1

T )

//
f∗

//
s!

//f̃∗ //s̃!

//

f̂∗
//

ŝ!

//f∗0 //s!
0

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&
i∗[+1]

//
t!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

t̃!

//t̂!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //t!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

i∗[+1]

;;

(st)!

##

(s0t)!

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK

����
CK

Ex!,∗ Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK
����
CK

� �� �KS
θ

� �� �KS
c!

� �� �KS
(c!)−1

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

DDDD^f

En utilisant la commutativité du cube :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i′!

��

j∗

��

i∗[+1]
��

i′∗[+1]
�����������

��

t̂!

�����������

��

t!

�����������

��
t̂!

�����������

��
t̃!

��

j′∗

//j′∗
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on peut remplacer la partie en pointillé dans le diagramme planaire (1.63) par celle en pointillé dans le diagramme
planaire ci-dessous sans changer la composition :

H(Z) H(X) H(Y ) H(T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
Y ) H(E1

T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

Y )

H(Z) H(V(Ns)) H(Y ) H(T )

H(A1
Y ) H(A1

T )

//
f∗

//
s!

//f̃∗ //s̃!

//
f̂∗

//
ŝ!

//f∗0 //s!
0

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

j∗

//
t!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

t̃!

//t̂!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //t!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

i∗[+1]

;;

(st)!

##

(s0t)!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK

����
CK

Ex!,∗ Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK
����
CK

� �� �KS
θ

� �� �KS
c!

� �� �KS
(c!)−1

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

DDDD^f

En fin, en utilisant la compatibilité des morphismes d’échanges Ex!,∗ avec la composition des carrés on voit que π′ est
aussi la composée du diagramme planaire :

(1.64)

H(Z) H(X) H(T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

T )

H(Z) H(V(Ns)) H(T )

H(A1
T )

//
f∗

//
(st)!

//f̃∗ //
(s̃t̃)!

//
f̂∗

//
(ŝt̂)!

//f∗0 //
(s0t)!

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

i!

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

i∗[+1]

JJJJ`h c∗

����
CK

����
CK
Ex!,∗

����
CK

����
CK
(Ex!,∗)−1

����
CK
(Ex!,∗)−1 ����

CK

� �� �KS
θ

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

DDDD^f

Revenons maintenant à la preuve du théorème 1.6.29. On forme les deux triangles (un pour chaque i ∈ {1, 2}) :

(?i) j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

π′ //

θ

��

i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]

Πi

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

On a le lemme :

Lemme 1.6.30 — Pour prouver le théorème 1.6.29, il suffira de prouver que les deux triangles (?1) et (?2) sont
commutatifs.



116 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

Demonstration En effet, puisque i∗j∗q∗A ' A ⊕ A(−1)[−1] (voir le corollaire 1.6.2) il existe au plus un seul
2-morphisme (?) tel que le triangle :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

π′ //

θ

��

i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]

(?)

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

soit commutatif. Donc si les deux triangles (?1) et (?2) sont commutatifs, on a forcément l’égalité Π1 = Π2. c.q.f.d

La commutation du premier triangle

On va prouver que le triangle :

(?1) j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

π′ //

θ

��

i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]

Π1

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

est commutatif. Pour cela considérons le diagramme planaire suivant :

(1.65)

H(X) H(V(Ns)) H(V(p∗Ns)) H(V(Ns))

H(Z) H(A1
Z) H(Z)

H(Y ) H(A1
Y ) H(Y )

H(E1
Y ) H(A1

Y ) H(T )H(T )

H(A1
T )H(E1

T )

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
.

||

f∗

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
.

||

s!
0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

""

s!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

""

f∗0

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

p∗

//
p∗

//
p∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i!

//i!

//i!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

j∗

//
j∗

��

t!

��

j∗

��

i∗[+1]

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

""

q∗

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

q∗

��

t̃!

��

t!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

t̂!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

t!

��

(s0t)!

��

i∗[+1]

##

(st)!

____ +3
Π

____ +3

c!

____ +3
(c!)−1

zzzz
8@

Ex!∗

zzzz
8@
Ex∗∗

zzzz
8@

Ex!!

zzzz
8@

Ex!∗

zzzz
8@

(Ex!∗)−1

zzzz
8@

θ

zzzz
8@
c∗

zzzz
8@
Ex!
∗

zzzz
8@
Ex!
∗

La composée de la partie du diagramme planaire (1.65) située entre les deux 1-morphismes :

(1.66) H(Z)
p∗ // H(A1

Z) i! // H(Z)
f∗0 //// H(V(Ns))

s!
0 // H(Y )

i∗[+1]
// H(A1

Y )

et

(1.67) H(Z)
f∗ // H(X) s!

// H(Y )
q∗ // H(E1

Y )
j∗ // H(A1

Y )

(i.e. la partie en pointillés) est égale (par définition) à la composée des 2-morphismes :

j∗q
∗s!f∗

θ // i∗s!f∗(−1)[−1] Π // i∗s!
0f
∗
0 (−1)[−1]



1.6 Pureté. Construction du foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H
!) 117

Mais d’après le théorème 1.6.19, le triangle suivant est commutatif :

j∗q
∗s!f∗

π //

θ

��

i∗s
!
0f
∗
0 (−1)[−1]

i∗s
!f∗(−1)[−1]

Π

44iiiiiiiiiiiiiiii

Il vient que la composée de la partie en pointillé du diagramme représente le 2-morphisme π. On en déduit alors en
revenant aux définitions que la composée du diagramme planaire (1.65) est exactement notre 2-morphisme π′. Il suffira
ainsi de prouver que la composée du diagramme planaire (1.65) est aussi égale à :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

θ // (s ◦ t)!f∗(−1)[−1]
Π1 // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

En utilisant le cube commutatif de la proposition19 1.4.20 :

• •

••

• •

••

//
j∗

//i!

//i′!

��

j∗

��

i∗[+1]
��

i′∗[+1]
�����������

��

t̂!

�����������

��

t!

�����������

��
t̂!

�����������

��
t̃!

��

j′∗

//j′∗

on peut voir que la composée du diagramme (1.65) est aussi égale à la composée du diagramme ci-dessous :

(1.68)

H(X) H(V(Ns)) H(V(p∗Ns)) H(V(Ns))

H(Z) H(A1
Z) H(Z)

H(Y ) H(A1
Y ) H(Y )

H(E1
Y ) H(A1

T ) H(T )H(T )

H(A1
T )H(E1

T )

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

f∗

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

s!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

//
p∗

//
p∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

p∗

//i!

//i!

//i!

//
j∗

��

t!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

j∗

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

q∗

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

""

q∗

��

t̃!

��

t!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

""

t̂!

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
.

||

j∗

//i!
FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

t!

��

(s0t)!

��

i∗[+1]

##

(st)!

____ +3
Π

____ +3

c!

____ +3
(c!)−1

____ +3
(Ex!,∗)−1

zzzz
8@

Ex!∗

zzzz
8@
Ex∗∗

zzzz
8@

Ex!!

zzzz
8@

Ex!∗

zzzz
8@

(Ex!∗)−1

zzzz
8@

Ex!!

zzzz
8@
c∗

zzzz
8@

θ

19Attention aux notations : les morphismes s sont dans notre contexte les morphismes t, t̂, etc.
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En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échanges Ex!,∗ avec la composition des carrés (induite par la composée
q = j ◦ p) sur la partie en pointillés du diagramme planaire ci-dessus, on voit qu’on ne change pas la composée en
remplaçant (1.68) par :

(1.69)

H(X) H(V(Ns)) H(V(p∗Ns)) H(V(Ns))

H(Z) H(A1
Z) H(Z)

H(Y ) H(A1
Y ) H(Y )

H(A1
T ) H(T )H(T )

H(A1
T )H(E1

T )

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

f∗

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
.

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

s!
0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

s!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

//
p∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //
p∗

//
p∗

//i!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i!

//i!

//
j∗

��

t!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

q∗

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

t̂!

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

j∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

t!

��

(s0t)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

i∗[+1]

##

(st)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

p∗

____ +3
Π

____ +3

c!

____ +3
(c!)−1

zzzz
8@

Ex!∗

zzzz
8@
Ex∗∗

zzzz
8@

Ex!!

zzzz
8@

(Ex!∗)−1

zzzz
8@

Ex!!

zzzz
8@

θ

zzzz
8@

Ex!,∗

� �� �KS
(c∗)−1

En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échanges Ex!,! puis Ex!,∗ avec la composition des carrés (induites
par la composée s0 ◦ t), on voit que la partie en pointillé du diagramme (1.69) peut être remplacée par la partie en
pointillés du diagramme planaire suivant sans que le 2-morphisme composée change :

H(X) H(V(Ns)) H(V(p∗Ns)) H(V(Ns))

H(Z) H(A1
Z) H(Z)

H(Y )

H(A1
T ) H(T )H(T )

H(A1
T )H(E1

T )

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

f∗

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

.
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
.

||

s!
0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

s!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

f∗0

//
p∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //
p∗

//i!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i!

//
j∗

��

t!

FFFFFFFFFFFFFFFFFF

""

q∗

��

t!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

||

j∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i! ��

(s0t)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

i∗[+1]

##

(st)!

{{

(s0t)!

��

(s0t)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

p∗

____ +3
Π

____ +3

c!

____ +3
(c!)−1

zzzz
8@
Ex∗∗

zzzz
8@

(Ex!∗)−1

zzzz
8@
Ex!!zzzz

8@
Ex!∗

zzzz
8@

θ

� �� �KS
(c∗)−1
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En découpant le diagramme planaire précédent suivant la ligne :

H(Z)
f∗0 // H(V(Ns))

(s0t)!

// H(T )
q∗ // H(E1

T )
j∗ // H(A1

T )

on obtient la factorisation recherchée :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

θ // i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]
Π1 // i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

On a ainsi prouvé la commutation du premier triangle.

La commutation du second triangle

On aura besoin d’un nouveau 2-isomorphisme "de pureté" w. Pour le définir on rappelle les notations suivantes :

(1.70) A1
T

t̂ // A1
Y

ŝ // C

f̂

��
A1
Z

A1
T

ť // A1
Y

š // A1
X

f̌

��
A1
Z

Le premier des deux diagrammes ci-dessus n’est autre que la déformation au cône normal (voir le diagramme (1.61)).
On dispose ainsi de deux suites exactes canoniques :

0 // t̂∗Nŝ
// Nŝ◦t̂

// Nt̂
// 0 et 0 // ť∗Nš

// Nš◦ť
// Nť

// 0

Comme t̂ = ť on a clairement Nt̂ = Nť. Par le lemme 1.6.17, le faisceau Nŝ s’identifie canoniquement à (p∗Ns)t−1. On

déduit alors un isomorphisme Nš ' p∗Ns
−×t−1

// (p∗Ns)t−1 ' Nŝ induisant un isomorphisme b : V(Nŝ)
∼ // V(Nš) .

On indicera par co chaque fois qu’on passe au cône normal20. Ainsi f̂co (resp. f̌co) est la projection de V(Nŝ◦t̂)

(resp.V(Nš◦ť) ) sur A1
Z . On notera Γ : (šcoťco)!f̌∗co

∼ // (ŝcot̂co)!f̂∗co le 2-isomorphisme composé :

(šcoťco)!f̌∗co
∼ // Th−1(Nšť)ĥ∗

C−1 // Th−1(ť∗Nš)Th−1(Nť)ĥ∗

ω−1(b)◦ω−1(id)

��
Th−1(t̂∗Nŝ)Th−1(Nť)ĥ∗

(C−1)−1

// Th−1(Nŝt̂)ĥ
∗ ∼ // (ŝcot̂co)!f̂∗co

Remarquons que les pull-back suivant i de šco, ťco, ŝco et t̂co sont respectivement s1, t1, s′1 et t1. De même les pull-back
suivant j des même morphismes sont respectivement s̃co, t̃co, s̃co et t̃co.

Notons immédiatement le lemme suivant :

Lemme 1.6.31 — Les deux diagrammes :

i!(šcoťco)!f̌∗cop
∗

i!Γ
��

// s!
1t

!
1f
∗
1 i

!p∗

γ

��
i!(ŝcot̂co)!f̂∗cop

∗ // (s′1t1)!f ′∗1 i
!p∗

j∗(šcoťco)!f̌∗cop
∗

j∗Γ

��

// (s̃cot̃co)!f̃∗coq
∗ //

ω(q∗t∗Ns,
1
t )

��

q∗(s1 ◦ t1)!f∗1

ω(q∗t∗Ns,
1
t )

��
j∗(ŝcot̂co)!f̂∗cop

∗ // (s̃cot̃co)!f̃coq
∗ // q∗(s1 ◦ t1)!f∗

sont commutatifs.

Demonstration La commutation du premier carré découle immédiatement du fait que les fibres au dessus de la
section nulle de A1 des extensions :

0 // t̂∗Nŝ
// Nŝ◦t̂

// Nt̂
// 0 et 0 // ť∗Nš

// Nš◦ť
// Nť

// 0

sont canoniquement isomorphes aux extensions :

0 // t∗Ns0
// Ns0◦t

// Nt
// 0 et 0 // t∗Ns

// Ns◦t // Nt
// 0

20On aurait pu également indicer par 0 comme on l’a fait jusqu’à présent. On espère que ce choix facilitera un peu la lecture.
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et que la fibre de l’isomorphisme b est l’isomorphisme évident V(Ns0) ' V(Ns) utilisé dans la définition de γ.
Démontrons la commutation du second diagramme. Les fibres au dessus de E1 ⊂ A1 des extensions :

0 // t̂∗Nŝ
// Nŝ◦t̂

// Nt̂
// 0 et 0 // ť∗Nš

// Nš◦ť
// Nť

// 0

sont canoniquement isomorphes à l’extension :

0 // t̃∗Ns̃
// Ns̃◦t̃

// Nt̃
// 0

De plus, modulo les identifications canoniques j∗Nŝ ' Ns̃ et j∗Nš ' Ns̃ l’isomorphisme b correspond à V(− × t−1)
par le lemme 1.6.17.

Il vient que modulo les isomorphismes canoniques j∗(šcoťco)!f̌∗cop
∗ ' (s̃cot̃co)!f̃∗coq

∗ et j∗(ŝcot̂co)!f̂∗cop
∗ ' (s̃cot̃co)!f̃∗coq

∗,
l’isomorphisme j∗Γ est la composée :

(1.71) (s̃cot̃co)!f̃∗co
∼ // Th−1(Ns̃t̃)ĥ

∗ C−1 // Th−1(t̃∗Ns̃)Th−1(Nt̃)h̃
∗

ω−1(q∗t∗Ns,t
−1)

��
Th−1(t̃∗Ns̃)Th−1(Nt̃)h̃

∗(C−1)−1

// Th−1(Ns̃t̃)h̃
∗ ∼ // (s̃cot̃co)!f̃∗co

En considérant ω−1(q∗t∗Ns, t
−1) = ω(q∗t∗Ns, t

−1) comme un 2-automorphisme du 1-morphisme identité de H(E1
T ),

on peut simplifier dans la composée précédente C−1 et (C−1)−1. Ceci montre que la composée de (1.71) est simplement
le 2-automorphisme ω(q∗t∗Ns, t

−1) de (s̃cot̃co)!f̃∗co. Le lemme est prouvé. c.q.f.d

On prend pour le 2-isomorphisme w la composée suivante :

w : p∗(s ◦ t)!f∗
∼ // (š ◦ ť)!f̌∗p∗

Π // (šco ◦ ťco)!f̌∗cop
∗ Γ // (ŝco ◦ t̂co)!f̂∗cop

∗ Π−1
// (ŝ ◦ t̂)!f̂ !p∗

En d’autres termes w est la composée du diagramme planaire :

(1.72)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nŝt̂))

H(A1
Z)H(Z)

H(A1
T )

H(V(p∗Nst)) H(C)

H(A1
Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

��

f̌∗co

������������

��

(šcoťco)!

????????????

��

(ŝcot̂co)!

������������

��

f̂∗co
????????????

��

f̂∗

������������

��

(ŝt̂)!

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

____ +3
Γ

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

On commence par le résultat ci-dessous qui affirme que "w prolonge le 2-isomorphisme Π2" :

Lemme 1.6.32 — Le carré de 2-isomorphismes suivant est commutatif :

i!p∗(s ◦ t)!f∗

i!(w)
��

∼ // (s ◦ t)!f∗(−1)[−2]

Π2

��
i!(ŝ ◦ t̂)!f̂∗p∗

∼ // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−2]

(Rappelons que par définition : (−1)[−2] = i!p∗).
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Demonstration La composée du diagramme planaire :

(1.73)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nŝt̂))

H(A1
Z)H(Z)

H(A1
T ) H(T )

H(V(p∗Nst)) H(C) H(V(Ns))

H(A1
Z) H(Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

��

f̌∗co

������������

��

(šcoťco)!

????????????

��

(ŝcot̂co)!

������������

��

f̂∗co
????????????

��

f̂∗

������������

��

(ŝt̂)!

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

____ +3
Γ

//i!

//
i!

//
i!

????????????

��

f∗0

������������

��

(s0t)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1

est égale à la composée :

i!p∗(s ◦ t)!f∗
w // i!(ŝ ◦ t̂)!f̂∗p∗ // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−2]

Il s’agit donc de prouver que la composée du diagramme planaire (1.73) est égale à la composée :

i!p∗(s ◦ t)!f∗ // (s ◦ t)!f∗(−1)[−2]
Π2 // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−2]

On remarque d’abord qu’on a un carré cartésien :

V(Ns)
i //

f0

��

C

f̂

��
Z

i
// A1
Z

La proposition 1.6.24 appliquée à l’immersion fermée i nous donne alors un cube commutatif :

(1.74)

H(V(Ns0t)) H(T )

H(X)H(Z)

H(V(Nŝt̂)) H(A1
T )

H(C)H(A1
Z)

//
(s′1t1)!

//
f∗0

//f̂∗

��

f ′1
∗

��

(s0t)!

��

(ŝt̂)!
������������

��

i!

������������

��

i!

������������

��

i!

������������

��
i∗

��

f̂∗co

//(ŝcot̂co)!

Les faces parallèles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex!,∗ ou Ex!,!. On peut donc remplacer le diagramme planaire (1.73) par le diagramme planaire
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ci-dessous sans changer la composée :

(1.75)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nŝt̂))

H(A1
Z)H(Z)

H(A1
T ) H(T )

H(V(p∗Nst)) H(V(Ns0t)) H(V(Ns))

H(A1
Z) H(Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

.
..

..
..

..
..

.

��

f̌∗co

������������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

(šcoťco)!

????????????

��

(ŝcot̂co)!

������������

��

f̂∗co

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

____ +3
Γ

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //i!

.
.

.
.

.
.

.
. //
i!

????????????

��

f∗0

������������

��

(s0t)!

.
.

.
. //i! �����������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

f ′1
∗

CCCCCCCCCCCCC

.
..

..
..

..
..

..
.

!!

(s′1t1)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1

En utilisant le premier diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu’on peut remplacer (1.75) par le diagramme
planaire suivant sans changer la composée :

(1.76)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nst))

H(A1
Z)H(Z)

H(T ) H(T )

H(V(p∗Nst)) H(V(Ns0t)) H(V(Ns))

H(Z) H(Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

��

f̌∗co

������������

��

(šcoťco)!

������������

��

(s1t1)!

????????????

��

f∗1

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

//i!

//i!

//
i!

????????????

��

f∗0

������������

��

(s0t)!

____ +3
γ �����������

��

f ′1
∗

CCCCCCCCCCCCC

!!

(s′1t1)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1

En appliquant encore une fois la proposition 1.6.24 à l’immersion i dans le carré cartésien :

X
i //

f

��

A1
X

f̌

��
Z

i // A1
Z

on obtient le cube commutatif :

H(V(Nst)) H(T )

H(X)H(Z)

H(V(Nšť)) H(A1
T )

H(A1
X)H(A1

Z)

//
(s1t1)!

//
f∗0

//f̌∗

��

f1
∗

��

(st)!

��

(šť)!
������������

��

i!

������������

��

i!

������������

��

i!

������������

��
i∗

��

f̌∗co

//(šcoťco)!
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On voit que la composée de (1.76) est égale à la composée du diagramme planaire suivant :

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nst))

H(A1
Z)H(Z)

H(T ) H(T )

H(X) H(V(Ns0t)) H(V(Ns))

H(Z) H(Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

������������

��

(s1t1)!

????????????

��

f∗1

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

//i!

//
i!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

//i!

CCCCCCCCCCCCC

.
..

..
..

..
..

..
.

!!

(st)!

{{{{{{{{{{{{{

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

}}

f∗

????????????

.
..

..
..

..
..

.

��

f∗0

������������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

(s0t)!

____ +3
γ �����������

��

f ′1
∗

CCCCCCCCCCCCC

!!

(s′1t1)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1

On reconnaît dans la partie en pointillé le 2-morphisme Π2 (voir (1.60)). Ceci nous donne la factorisation recherchée :

i!p∗(s ◦ t)!f∗ // (s ◦ t)!f∗(−1)[−2]
Π2 // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−2]

Le lemme est prouvé. c.q.f.d

Rappelons que notre but est de prouver que le triangle (?2) est commutatif ce qui veut dire que la composée :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

θ // i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]
Π2 // i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

est égale au 2-morphisme π′. Le 2-morphisme θ en question est la composée :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

c∗ // j∗j∗p∗(s ◦ t)!f∗
θ // i∗i!p∗(s ◦ t)!f∗[+1] // i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]

où θ est le 2-morphisme donné par la proposition 1.4.9. On veut donc montrer que π′ est égal à la composée :

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

c∗ // j∗j∗p∗(s ◦ t)!f∗
θ // i∗i!p∗(s ◦ t)!f∗[+1] // i∗(s ◦ t)!f∗(−1)[−1]

Π2 // i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

D’après le lemme précédent, la composée des deux dernières flèches est égale à :

i!p∗(s ◦ t)!f∗
w // i!(ŝ ◦ t̂)!f̂∗p∗ // (s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−2]

modulo l’application du 1-morphisme i∗. Ainsi, il faut montrer que π′ est égal à la composée :
(1.77)

j∗q
∗(s ◦ t)!f∗

c∗ // j∗j∗p∗(s ◦ t)!f∗
θ // i∗i!p∗(s ◦ t)!f∗[+1] w // i∗i!(ŝ ◦ t̂)!f̂∗p∗[+1] // i∗(s0 ◦ t)!f∗0 (−1)[−1]

La composée (1.77) est égale à la composée du diagramme planaire suivant :

(1.78)

H(Z) H(X) H(T ) H(E1
T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

T ) H(A1
T )

H(Z) H(V(Ns)) H(T )

//
f∗

//
(st)!

//
q∗

//f̂∗ //(ŝt̂)!

//
f∗0 //

(s0t)!

|||||||||||||||

==

p∗

|||||||||||||||

==

i!

|||||||||||||||

==

i!

|||||||||||||||

==

i!

|||||||||||||||

==

p∗

|||||||||||||||

==

j∗

BBBBBBBBBBBBBBB

!!

j∗

BBBBBBBBBBBBBBB

!!

i∗[+1]

� �� �KS
c∗

� �� �KS
θ

BBBB\d
w

BBBB\d (Ex!∗)−1
BBBB\d Ex!!
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En inspectant le diagramme planaire (1.64), dont la composée vaut le 2-morphisme π′, on voit facilement qu’il suffit
de prouver l’égalité des composées des deux diagrammes planaires ci-dessus :

(1.79)

H(Z) H(X) H(T ) H(E1
T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

T )

//
f∗

//
(st)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

q∗

//f̂∗ //(ŝt̂)!

|||||||||||||||

==

p∗

|||||||||||||||

.
..

..
..

..
..

..
..

..
.

==

p∗

BBBBBBBBBBBBBBB

.
..

..
..

..
..

..
..

..
.

!!

j∗� �� �KS
c∗

BBBB\d
w

(1.80)

H(Z) H(X) H(T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

T )

//
f∗

//
(st)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //f̃∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //(s̃t̃)!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //

f̂∗
.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //(ŝt̂)!

OO

p∗
rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

q∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

&&

j∗

LLLLLLLLLLLLLLLL

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

&&

j∗

tttt 6>c
∗

� �� �KS � �� �KS
Ex!,∗

� �� �KS � �� �KS
(Ex!,∗)−1

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

DDDD^f

En supprimant la partie en pointillé du diagramme planaire (1.79) (resp. (1.80)) et en attachant son inverse au
diagramme planaire (1.80) (resp. (1.79)) on voit qu’il est équivalent de montrer l’égalité des composées des deux
diagrammes planaires suivants :

(1.81)

H(Z) H(X) H(T )

H(A1
Z) H(C) H(A1

T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
T )

//
f∗

//
(st)!

//
f̂∗

//
(ŝt̂)!

//f̃∗ //
(s̃t̃)!

OO

p∗

OO

p∗

OO

j∗

OO

j∗

OO

j∗

????[c
w

????[c ????[c Ex
!,∗

H(Z) H(X) H(T )

H(A1
Z) H(A1

T )

H(E1
Z) H(E1

X) H(E1
T )

//
f∗

//
(st)!

//f̃∗ //
(s̃t̃)!

OO

q∗

OO

q∗

OO

q∗
????????????

__

p∗

????????????

__

j∗

������������

??

j∗

������������

??

p∗

____ks c
∗

____ks
(c∗)−1

????[c ????[c
Ex!∗

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

������

Pour montrer cela, on revient à la définition du 2-isomorphisme w : le premier de ces deux diagrammes planaires (1.81)
s’écrit alors :

(1.82)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nŝt̂))

H(A1
Z)H(Z)

H(A1
T ) H(E1

T )

H(V(p∗Nst)) H(C) H(E1
X)

H(A1
Z) H(E1

Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

��

f̌∗co

������������

��

(šcoťco)!

????????????

��

(ŝcot̂co)!

������������

��

f̂∗co
????????????

��

f̂∗

������������

��

(ŝt̂)!

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

____ +3
Γ

//
j∗

//
j∗

//
j∗

????????????

��

f̃∗

������������

��

(s̃t̃)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1
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On procède alors comme dans la démonstration du lemme 1.6.32. On remarque d’abord qu’on a un carré cartésien :

E1
X

j //

f̃

��

C

f̂

��
E1
Z j

// A1
Z

En appliquant la proposition 1.6.22 on obtient un cube commutatif :

H(V(Ns̃t̃)) H(E1
T )

H(E1
X)H(E1

Z)

H(V(Nŝt̂)) H(A1
T )

H(C)H(A1
Z)

//
(s̃cot̃co)!

//f̃∗

//f̂∗

��

f̃∗co

��

(s̃t̃)!

��

(ŝt̂)!
������������

��

j∗

������������

��

j∗

������������

��

j∗

������������

��

j∗

��

f̂∗co

//(ŝcot̂co)!

Les faces parallèles au plan de la feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex!,∗ ou Ex∗,∗. On peut donc remplacer le diagramme planaire (1.82) par le suivant sans changer
la composée :

(1.83)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(Nŝt̂))

H(A1
Z)H(Z)

H(A1
T ) H(E1

T )

H(V(p∗Nst)) H(V(Ns̃t̃)) H(E1
X)

H(A1
Z) H(E1

Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

.
..

..
..

..
..

.

��

f̌∗co

������������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

(šcoťco)!

????????????

��

(ŝcot̂co)!

������������

��

f̂∗co

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

____ +3
Γ

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
. //
j∗

.
.

.
.

.
.

.
. //
j∗

????????????

��

f̃∗

������������

��

(s̃t̃)!

.
.

.
.

.
. //
j∗ �����������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

f̃∗co

CCCCCCCCCCCCC

.
..

..
..

..
..

..
.

!!

(s̃cot̃co)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

����
;C

(Ex!∗)−1

En utilisant le deuxième diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu’on peut remplacer (1.83) par le diagramme
planaire suivant sans changer la composée :

(1.84)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(V(q∗Nst))

H(A1
Z)H(Z)

H(E1
T ) H(E1

T )

H(V(p∗Nst)) H(V(q∗Nst)) H(E1
X)

H(E1
Z) H(E1

Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

????????????

��

f̌∗co

������������

��

(šcoťco)!

������������

��

(s̃cot̃co)!

????????????

��

f̃∗co

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

//
j∗

//
j∗

//
j∗

????????????

��

f̃∗

������������

��

(s̃t̃)!

�����������

��

f̃∗co

CCCCCCCCCCCCC

!!

(s̃cot̃co)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

????[c
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En appliquant encore une fois le lemme 1.6.22 à l’immersion ouverte j du diagramme cartésien :

E1
X

j //

f̃

��

A1
X

f̌

��
E1
Z

j // A1
Z

on obtient le cube commutatif :

H(V(q∗Nst)) H(E1
T )

H(E1
X)H(E1

Z)

H(V(p∗Nst)) H(A1
T )

H(A1
X)H(A1

Z)

//
(s̃cot̃co)!

//f̃∗

//f̌∗

��

f̃∗co

��

(s̃t̃)!

��

(šť)!
������������

��

j∗

������������

��

j∗

������������

��

j∗

������������

��

j∗

��

f̌∗co

//(šcoťco)!

On voit alors que la composée du diagramme planaire (1.84) est encore la composée du diagramme planaire ci-dessous :

(1.85)

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X) H(E1

X)

H(A1
Z)H(Z)

H(E1
T ) H(E1

T )

H(E1
X) H(E1

X) H(E1
X)

H(E1
Z) H(E1

Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

������������

��

(s̃cot̃co)!

????????????

��

f̃∗co

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

//
j∗

//
j∗

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

//
j∗

CCCCCCCCCCCCC

.
..

..
..

..
..

..
.

!!

(s̃t̃)!

{{{{{{{{{{{{{

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

}}

f̃∗

????????????

.
..

..
..

..
..

.

��

f̃∗

������������

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

��

(s̃t̃)!

�����������

��

f̃∗co

CCCCCCCCCCCCC

!!

(s̃cot̃co)!

____ +3

Π

____ +3

Π−1

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

????[c

Mais toute la partie en pointillé du diagramme planaire (1.85) se collapse en le 2-morphisme identique du 1-morphisme
(s̃ ◦ t̃)!f̃∗ pour donner en fin de compte le diagramme planaire :

H(T ) H(A1
T )

H(A1
X)H(X)

H(A1
Z)H(Z)

H(E1
T )

H(E1
X)

H(E1
Z)

????????????

��

(šť)!

������������

��

f̌∗

//
p∗

//
p∗

//
p∗

������������

��

f∗

????????????

��

(st)!

//
j∗

//
j∗

//
j∗

CCCCCCCCCCCCC

!!

(s̃t̃)!

{{{{{{{{{{{{{

}}

f̃∗

����
;C
Ex!∗

����
;C

����
;C

ω(q∗t∗Ns,t
−1)

????[c
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En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échange avec les compositions des carrés on obtient ce que l’on
cherche, i.e., le deuxième diagramme planaire de (1.81). Le théorème 1.6.29 est prouvé.

Avant de passer au paragraphe suivant nous allons formuler le résultat démontré sous forme d’un diagramme
commutatif. Nous donnerons un énoncé détaillé :

Theoreme 1.6.33 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas :

T
t //

h

!!CCCCCCCCCCCCCCCCC Y
s //

g

��1
111111111111 X

f

��
Z

avec f , g et h lisses et s et t des immersions fermées. On forme les cônes normaux suivants :

T
t // Y

s0 //// V(Ns)

f0

��
Z

puis :

T
t1 // V(Nt)

s1 // V(Ns◦t)

f1

��
Z

T
t1 // V(Nt)

s′1 // V(Ns0◦t)

f ′1
��
Z

Les deux derniers sont associés aux immersions fermées : s ◦ t et s0 ◦ t. On a alors trois 2-isomorphismes de pureté :
– Π : s!f∗

∼ // s!
0f
∗
0 ,

– Π : (s ◦ t)!f∗
∼ // (s1 ◦ t1)!f∗1 ,

– Π : (s0 ◦ t)!f∗0
∼ // (s′1 ◦ t1)!f ′∗1

qui s’insèrent dans un diagramme commutatif de 2-isomorphismes :

(s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!s!

0f
∗
0

(c!)−1

��
(s1 ◦ t1)!f∗1 γ

// (s′1 ◦ t1)!f ′1
∗ (s0 ◦ t)!f∗0Π
oo

avec γ la composée :

(s1 ◦ t1)!f∗1
∼ // Th−1(Ns◦t)h∗

C−1 // Th−1(Nt)Th−1(t∗Ns)h∗
(C−1)−1

// Th−1(Ns0◦t)h
∗ ∼ // (s′1 ◦ t1)!f ′∗1

Variantes

Le théorème 1.6.33 admet une variante (ou plutôt un corollaire) qui nous sera plus utile dans la suite. On garde
les notations du théorème 1.6.33. Pour obtenir cette variante on a besoin de quelques notations en plus. On introduit
d’abord une nouvelle suite d’immersions fermées :

T
u // V(t∗Ns)

v // V(Ns)

f0

��
Z
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Le carré :

(1.86) T

t

��

u // V(t∗Ns)

v

��
Y s0

// V(Ns)

est commutatif et même cartésien. On déduit par passage aux cônes normaux les suites :

T
u // V(t∗Ns)

v0 // V(Nv)

f00

��
Z

(1.87) T
u1 // V(Nu)

v1 // V(Nv◦u)

f01

��
Z

T
u1 // V(Nu)

v′1 // V(Nv0◦u)

f ′01

��
Z

Du carré commutatif (1.86) on déduit les égalités évidentes :

(1.88) Nv◦u = Ns0◦t f01 = f ′1 v1 ◦ u1 = s′1 ◦ t1

La suite : T
u // V(t∗Ns)

v0 // V(Nv) admet une rétraction canonique : V(Nv) // V(t∗Ns) // T . De
plus, le T -schéma V(Nv) s’identifie canoniquement au fibré vectoriel V(t∗Ns⊕Nt) via les deux projections évidentes :

V(Nv) // V(t∗Ns) et V(Nv) // V(Nt)

(la seconde projection étant celle induite du carré cartésien (1.86)). De plus l’immersion v0 ◦ u s’identifie à la section
nulle du fibré V(t∗Ns ⊕Nt). Il vient alors facilement que les trois diagrammes (1.87) sont canoniquement isomorphes
entre eux et au diagramme :

T
u // V(t∗Ns) // V(t∗Ns ⊕Nt)

On a le corollaire suivant du théorème 1.6.33 :

Corollaire 1.6.34 — Le diagramme suivant est commutatif :

(s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!s!

0f
∗
0

Ex!,!

��
(s1 ◦ t1)!f∗1

γ

��

u!v!f∗0

Π

��
(s′1 ◦ t1)!f ′∗1

µ // (v0 ◦ u)!f∗00
c! // u!v!

0f
∗
00

Le 2-morphisme Ex!,! est associé au carré commutatif (1.86). Le 2-isomorphisme µ est celui induit par l’isomorphisme
canonique du cône normal de l’immersion v avec le cône normal de l’immersion s0 ◦ t.
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Demonstration On a le diagramme commutatif suivant par 1.6.33 :

(s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!s!

0f
∗
0

(c!)−1

��
(s1 ◦ t1)!f∗1

γ // (s′1 ◦ t1)!f ′1
∗ (s0 ◦ t)!f∗0Π
oo

En appliquant une deuxième fois le théorème 1.6.33, mais cette fois à la composée :

T
u // V(t∗Ns)

v // V(Ns)

on obtient un second diagramme commutatif qu’on peut concaténer avec le premier de la façon suivante :

(s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!s!

0f
∗
0

(c!)−1

��
(s1 ◦ t1)!f∗1

γ // (s′1 ◦ t1)!f ′1
∗ (s0 ◦ t)!f∗0

Πoo

(v1 ◦ u1)!f∗01 (v ◦ u)!f∗0
Πoo

c!

��
u!v!f∗0

Π

��
u!v!

0f
∗
00

(c!)−1

��
(v′1 ◦ u1)!f ′01

∗

γ′

OO

(v0 ◦ u)!f∗00Π
oo

en utilisant les égalités : s0 ◦ t = v ◦ u, s′1 ◦ t1 = v1 ◦ u1 et f ′1 = f01 (voir le carré commutatif (1.86) et les égalités
(1.88)).

Puisque v0 ◦ u est l’inclusion de la section nulle d’un fibré vectoriel sur T , on a d’après la proposition 1.6.28 que le
2-isomorphisme :

Π : (v0 ◦ u)!f∗00
Π // (v′1 ◦ u1)!f ′01

∗

n’est autre que le 2-isomorphisme induit par l’isomorphisme de T -fibrés vectoriels :

V(Nv)
∼ // V(Nv0◦u)

De même, on voit facilement que le 2-isomorphisme γ′ est simplement celui induit par l’isomorphisme de T -fibrés
vectoriels

V(Nv◦u) ∼ // V(Nv0◦u)

Le résultat annoncé est maintenant clair. c.q.f.d

Voici la variante finale de notre théorème. Cette variante concerne l’isomorphisme de pureté sous sa forme Π :
s!f∗

∼ // Th−1(Ns)g∗ :
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Corollaire 1.6.35 — Le diagramme suivant est commutatif :

(s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!Th−1(Ns)g∗

ζ−1

��
Th−1(t∗Ns)t!g∗

Π

��
Th−1(Ns◦t)h∗

C′−1 // Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)h∗

avec C ′−1 le 2-isomorphisme de composition modifié (voir la définition 1.5.16) associé à la suite exacte courte de
OT -modules :

0 // t∗Ns
// Ns◦t // Nt

// 0

et ζ−1 le 2-isomorphisme défini dans 1.5.9.

Demonstration On notera pr0 : V(Ns) // Y la projection du fibré normal sur Y . On notera également pr0

la projection : V(t∗Ns) // T . On notera par contre pr1 : V(Nt) // T la projection du fibré normal de t,

pr2 : V(Ns◦t) // T la projection du fibré normal de s ◦ t et pr3 : V(Ns0◦t) // T celle de s0 ◦ t. Il existe un
carré cartésien canonique :

V(t∗Ns)

pr0

��

v // V(Ns)

pr0

��
T

t // Y

et les pr0 sont bien sûr lisses. Par la proposition 1.6.20, on a un carré commutatif de 2-isomorphismes :

pr∗0t
!g∗

Π //

Ex!∗

��

pr∗0t
!
1g
∗
1

Ex!∗

��
v!pr∗0g

∗

(c∗)−1

��

v!
0pr
∗
00g
∗
1

(c∗)−1

��
v!f∗0

Π // v!
0f
∗
00

avec pr00 la projection : V(Nv) // V(Nt) . Ce diagramme commutatif se réécrit :

v!f∗0
c∗ //

Π

��

v!pr∗0g
∗ (Ex!∗)−1

// pr∗0t
!g∗

Π

��
v!

0f
∗
00

c∗ // v!
0pr
∗
00g
∗
1

(Ex!∗)−1

// pr!
0t

!
1g
∗
1

D’autre part on a un carré commutatif évident :

t!s!
0f
∗
0

c∗ //

Ex!!

��

t!s!
0pr
∗
0g
∗

Ex!!

��
u!v!f∗0

c∗ // u!v!pr∗0g
∗

En concaténant judicieusement les deux derniers diagrammes commutatifs avec le diagramme commutatif du corollaire
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1.6.34, on obtient le diagramme commutatif (à flèches solides) suivant :

(1.89) (s ◦ t)!f∗
c! //

Π

��

t!s!f∗

Π

��
t!s!

0f
∗
0

��

c∗ // t!s!
0pr
∗
0g
∗

Ex!!

��
(s1 ◦ t1)!f∗1

γ

��

u!v!f∗0

Π

��

// u!v!pr∗0g
∗ (Ex!∗)−1

// u!pr∗0t
!g∗

Π

��
(s′1 ◦ t1)!f ′∗1

µ //

��

(v0 ◦ u)!f∗00
c! // u!v!

0f
∗
00

c∗ // u!v!
0pr
∗
00g
∗
1

(Ex!∗)−1

// u!pr∗0t
!
1g
∗
1

c∗

��
(s′1 ◦ t1)!pr∗3h

∗
δ

// u!pr∗0t
!
1pr
∗
1h
∗

Calculons le 2-isomorphisme δ en pointillé qui rendra le diagramme total commutatif. Pour cela on forme le diagramme :
(1.90)

(s′1 ◦ t1)!f ′∗1
µ //

c∗

��

(v0 ◦ u)!f∗00
c! //

c∗

��

u!v!
0f
∗
00

c∗ //

c∗

��

u!v!
0pr
∗
00g
∗
1

(Ex!∗)−1

//

c∗

��

u!pr∗0t
!
1g
∗
1

c∗

��
(s′1 ◦ t1)!pr∗3h

∗ µ // (v0 ◦ u)!(pr1 ◦ pr00)∗h∗ c! //

d

33
u!v!

0(pr1 ◦ pr00)∗h∗ c∗ // u!v!
0pr
∗
00pr

∗
1h
∗ (Ex!∗)−1

// u!pr∗0t
!
1pr
∗
1h
∗

Les petits carrés de ce diagramme sont tous commutatifs. D’autre part, modulo les égalités :

Th−1(Ns0◦t) = (s′1 ◦ t1)! ◦ pr∗3 Th−1(t∗Ns) = u! ◦ pr∗0 Th−1(Nt) = t!1 ◦ pr∗1

la composée d des trois derniers 2-isomorphismes de la ligne inférieure de (1.90) est par définition le 2-isomorphisme
de composition :

C−1 : Th−1(Nv)
∼ // Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)

associé au diagramme commutatif suivant :

V(Nv)

""DDDDDDDDD
pr00

��
T

u //

v0◦u
<<zzzzzzzzz

V(Nt) // T

ainsi que le carré cartésien :

V(Ns)
v0 //

��

V(Nv)

pr00

��
T

s1 // V(Nt)

ou encore le 2-isomorphisme de composition associé à la suite exacte courte de OT -modules localement libres :

0 // Nt
// Nv

// t∗Ns
// 0

Il vient donc que le 2-isomorphisme δ est simplement le 2-isomorphisme de composition associé à la suite exacte courte :

0 // Nt
// Ns0◦t

// t∗Ns
// 0

En revenant à la définition du 2-isomorphisme γ, on voit que la composée :

(s1 ◦ t1)!f∗1
γ // (s′1 ◦ t1)!f ′∗1

// (s′1 ◦ t1)!pr∗3h
∗ δ // u!pr∗0t

!
1pr
∗
1h
∗
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est égale à :

(s1 ◦ t1)!f∗1
∼ // Th−1(Ns◦t)h∗

C−1 // Th−1(Nt)Th−1(t∗Ns)h∗
(C−1)−1

//

Cm−1

**
Th−1(Ns0◦t)h

∗ C−1 // Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)h∗

et donc à (s1 ◦ t1)!f∗1
∼ // Th−1(Ns◦t)h∗

C′−1 // Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)h∗ avec C ′−1 le 2-isomorphisme de composition
modifié associé à la suite exacte courte :

0 // t∗Ns
// Ns◦t // Nt

// 0

Le corollaire est prouvé. c.q.f.d

1.6.5 Le foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H
!)

Quelques préparations

On va définir deux classes de 2-isomorphismes qui formeront les ingrédients principaux pour la construction des
2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur :

H! : (Sch/S) // TR

annoncé dans la scholie 1.4.2. Le 2-isomorphisme de pureté jouera un rôle fondamental dans la suite (spécialement
dans la construction de la deuxième classe de 2-isomorphismes).

Un isoéchange sur le couple (ImmH!, LissH!). On va définir une structure d’échange sur le couple (ImmH!, LissH!)
relativement à la classe des carrés cartésiens de (Sch/S) ayant les flèches verticales lisses et les flèches horizontales des
immersions fermées. On notera Ex!,!(.) les 2-morphismes d’échange qui définissent cette structure d’échange. Cette
notation est abusive au moins à ce stade de la construction, puisqu’elle peut être confondue avec les 2-isomorphismes
d’échange de le structure d’isoéchange triviale sur (ImmH!, ImmH!) (par exemple).

Proposition 1.6.36 — Il existe une structure d’échange sur le couple (ImmH!, LissH!) relativement à la classe
des carrés cartésiens de (Sch/S) ayant les flèches verticales lisses et les flèches horizontales des immersions fermées.
Le 2-morphisme d’échange relativement à un carré cartésien (C) :

• i′ //

f ′

��

•
f

��• i // •

(avec i une immersion fermée et f un morphisme lisse) est donné par la composée :

• •

• •

• •

oo
i!

oo i′!

oo i′!

OO

f ′∗

OO

f∗

OO

Th(Ωf ′)

OO

Th(Ωf )

����{�
Ex!,∗

����{�

Il sera noté Ex!!(C). De plus cet échange est un isoéchange.

Demonstration Il s’agit de prouver que la formule qui donne les Ex!,!(C) définit une famille de 2-morphismes
compatibles avec les 2-isomorphismes d’échange de chacun des 2-foncteurs ImmH! et LissH!. On pourra pour cela
reprendre la preuve de la proposition 1.5.19. Une façon plus économique est d’utiliser directement la proposition
1.5.19. Voici comment on procède :
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D’après la proposition 1.5.19 on dispose d’un foncteur croisé sur le quadruplet (H∗,H∗, LissH!,
LissH!). On s’intéresse

uniquement à l’échange sur le couple : (H∗, LissH!). Par restriction on obtient un échange de type ↖ sur le couple
(ImmH∗,

LissH!) pour la classe des carrés cartésiens. Par le théorème de changement de base pour une immersion fermée
il est aisé de voir que cet échange est en fait un isoéchange. En prenant l’inverse on obtient un échange de type ↘
sur (ImmH∗,

LissH!). En utilisant enfin l’adjonction globale entre les deux 2-foncteurs ImmH∗ et ImmH! (ce dernier étant
l’adjoint à gauche) on déduit un échange de type↙ sur le couple (ImmH!, LissH!). Il est aisé de voir que les 2-morphismes
d’échange de cette structure sont donnés par les formules de l’énoncé. c.q.f.d

Une troisième forme du 2-isomorphisme de pureté On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec f et g des morphismes lisses et s une immersion fermée. En prenant le cône normal de l’immersion s on obtient
le triangle commutatif :

Y
s0 //

g
""EEEEEEEEE V(Ns)

f0

��
Z

On a construit dans la sous-section 1.6.3 deux 2-isomorphismes (essentiellement équivalents) :

– Π : s!f∗
∼ // s!

0f
∗
0

– Π : s!f∗
∼ // Th−1(Ns)g∗

Remarquons que le second des ces deux 2-isomorphismes est “plus intrinsèque” dans le sens qu’il ne fait pas apparaître
la section s0 ni la projection f0. Dans ce paragraphe on va définir une troisième forme du 2-isomorphisme de pureté
qui cette fois ne fera apparaître que les S-morphismes s, f et g. Ensuite on établira les différentes compatibilités pour
ces nouveaux 2-isomorphismes de pureté.

Definition 1.6.37 — Pour chaque triangle commutatif comme ci-dessus, on définit un 2-isomorphisme :

Π : s!f ! ∼ // g!

par la composée :

s!Th(Ωf )f∗ ∼ // Th(s∗Ωf )s!f∗
∼ // Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)g∗

C′ // Th(Ωg)Th(Ns)Th−1(Ns)g∗
δ // Th(Ωg)g∗

s!f ! g!

Le 2-morphisme C ′ étant le 2-isomorphisme de composition modifié Th(s∗Ωf ) ∼ // Th(Ωg)Th(Ns) associé à la suite
exacte courte de OY -modules localement libres :

0 // Ns
// s∗Ωf // Ωg // 0
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Le 2-morphisme δ est la counité de l’adjonction (qui est un 2-isomorphisme). Dans le langage des diagrammes planaires,
ce 2-isomorphisme de pureté est la composée du diagramme planaire :

(1.91)

H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y ) H(X)

H(Y ) H(X)

oo
g∗

oo s!

oo s!

oo Th(Ns)
OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

�����������������

??

Th(Ωg)

?????????????????

?????????????????

����{� Π

����{�

����{�

oooos{
C′

Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses. On a la proposition suivante :

Proposition 1.6.38 — Supposons donné un diagramme commutatif :

T
t //

u

��

R

v

��
Y

s //

  @@@@@@@@ X

f

��
Z

à carré cartésien avec s, f et g comme avant, et v lisse. On a alors un diagramme commutatif de 2-isomorphismes :

t!(f ◦ v)! Π //

c!

��

(g ◦ u)!

c!

��
t!v!f ! Ex!!

// u!s!f ! Π // u!g!

avec Ex!,! le 2-isomorphisme d’échange de la proposition 1.6.36. En d’autres termes, le solide :

H(Y )

H(Z)

H(X)

H(T ) H(R)
OO

u!

OO

v!

oo t!

>>>>>>>>>>>>>

^^

g!

�������������

@@

f !

///////////////////////

WW

(gu)!

�����������������������

GG

(fv)!

oo s!

(avec sur la face carrée le 2-isomorphisme Ex!,! et sur les faces triangulaires soit le 2-isomorphisme de connexion c!
soit le 2-isomorphisme de pureté Π) est commutatif.
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Demonstration Il s’agit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires :

(1.92) H(Y )

H(Y )

H(Y )

H(Y )H(Y )

oo s
!

oo t!

OO

f !

OO

v!

OO

u!

?????????????

__

g!

cc

(fv)!

����{�
Ex!!

����{�
Π

____ks
c!

et H(Y )

H(Y )

H(Y )H(Y ) oo t!

OO

u!

?????????????

__

g!

WW

(fv)!

\\

(gu)!

����{�
Π

����{�
c!

sont les mêmes. Pour cela, on explicite le premier des deux diagrammes en revenant aux définitions des 2-morphismes
Π et Ex!!. On obtient ainsi le diagramme planaire :

(1.93) H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y ) H(X)

H(Y ) H(X)

oo
g∗

oo s!

oo s!

oo Th(Ns)
OO

f∗

OO

Th(Ωf)

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf)

qqqqqqqqqqqqqq

88

Th(Ωg)

MMMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

ssssu} Π

ssssu}

ssssu}

iiiipxC
′

H(R)

H(T ) H(R)

H(T ) H(R)

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

==

(fv)∗

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

==

Th(Ωfv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

v∗

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

Th(Ωv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66
Th(t∗Ωv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

u∗
mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

v∗

oo t!

oo t!

OO

Th(v∗Ωf)

KKKKai c∗

KKKKai C′

____ks

ggggowEx
!,∗

ggggow

En utilisant le fait que les équivalences de Thom sont des autoéquivalences des restrictions à (Sch/X) des 2-foncteurs
H∗, et ImmH! et que ces autoéquivalences sont compatibles à l’échange sur le couple (H∗, ImmH!) on obtient un cube
commutatif :

• •

••

• •

••

s!

s!

t!

Th(s∗Ωf )

Th(Ωf )

Th(v∗Ωf )
zzzzzzzzzzz

||

u∗

zzzzzzzzzzz

||

v∗

zzzzzzzzzzz

||
v∗

zzzzzzzzzzz

||
u∗

Th(w∗Ωf )

t!

avec w = v ◦ t = s ◦ u : T // X . Il vient que la composée du diagramme planaire (1.93) est égale à la composée
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du diagramme planaire :

(1.94) H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y ) H(X)

H(Y )

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.oo

g∗

oo s!
oo Th(Ns)

OO

f∗

OO

Th−1(Ns)

.
.

.
.

.
.

.
.

OO
Th(s∗Ωf)

qqqqqqqqqqqqqq

88

Th(Ωg)

MMMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

ssssu} Π
ssssu}

iiiipxC
′

H(R)

H(T )

H(T )

H(R)

H(T ) H(R)

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

==

(fv)∗

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

==

Th(Ωfv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

v∗

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

Th(Ωv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

66
Th(t∗Ωv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

u∗

oo t!

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.oo t!

OO
Th(v∗Ωf)

KKKKai c∗

KKKKai C′

ggggow

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

66

u∗

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.oo t!

OO

Th(w∗Ωf)

.
.

.
.

.
.

.
.

ggggow
Ex!,∗

____ks

ssssu}

En utilisant :
– la compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexions des 2-isomorphismes structuraux de l’autoéquivalence
de Thom induite par Ωf sur la restriction de ImmH! à (Sch/X) (voir le théorème 1.5.9),

– la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant un morphisme lisse (voir le corollaire
1.6.21),

on voit que l’on peut remplacer les deux parties en pointillé de (1.94) par deux autres diagrammes planaires ayant les
mêmes composées pour obtenir le diagramme planaire suivant :

(1.95) H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y )

H(Y )

oo
g∗

oo Th(Ns)
OO
Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf)

qqqqqqqqqqqqqq

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

Th(Ωg)

MMMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

ssssu}

iiiipx
C′

H(R)

H(T )

H(T )

H(T ) H(R)

OO

(fv)∗

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

==

Th(Ωfv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66
Th(t∗Ωv)

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

66
u∗

oo t!

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

66

u∗

oo t!

OO

Th(w∗Ωf)

.
..
..
..
.

____ks

H(T )mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

66

u∗

OO

Th−1(Nt)

.
..
..
..
.

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

==

Th(t∗Ωfv)

KKKKKKKKKKKKKK

ee

(gu)∗
�� ��
�� (c∗)−1

zzzzy�

KKKKai C′

ssssu}
Π

oooos{

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
du 2-foncteur H∗ à (Sch/Y ) (voir proposition 1.5.11), on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous :

(1.96)

H(Y ) H(T )

H(Y ) H(Y ) H(T )

H(Y ) H(T )

//
u∗

//u∗

//u∗

oo Th(Ns)
OO

Th−1(Nt)

OO

Th(w∗Ωf )

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

yyyyx� Π

yyyyx�

yyyyx�

llllqyC
′

et

H(Y ) H(T )

H(Y ) H(T ) H(T )

H(Y ) H(T )

//
u∗

oo Th(Nt)

//u∗

//u∗

OO

Th−1(Nt)

OO

Th(w∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(u∗Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG
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ont la même composée. En remplaçant dans la partie en pointillé de (1.95) le premier diagramme de (1.96) par le
second, on obtient le diagramme planaire :

(1.97) H(Y ) H(Z)

H(T )

oo
g∗

H(R)

H(T )

H(T )

H(T ) H(R)

OO

(fv)∗

vvvvvvvvvvvvvvv

;;

Th(Ωfv)

//Th(t∗Ωv)
nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

Th(u∗Ωg)

oo t!

oo
t!

OO

Th(w∗Ωf)

H(T )nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

u∗

OO
Th−1(Nt)

vvvvvvvvvvvvvvv

;;

Th(t∗Ωfv)

HHHHHHHHHHHHHHH

cc

(gu)∗
�� ��
�� (c∗)−1

HHHH_g C′

vvvvw�
Π

kkkkqy

oo Th(Nt)
PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

H(Y )

H(Y )

//u∗

//u∗

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

Th(Ωg)

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

En utilisant l’associativité de la composition pour les équivalences de Thom (voir le théorème 1.5.18), on voit que la
composée de (1.97) est égale à celle du diagramme planaire :

(1.98) H(Y ) H(Z)

H(T )

oo
g∗

H(R)

H(T )

H(T )

H(T ) H(R)

OO

(fv)∗

vvvvvvvvvvvvvvv

;;

Th(Ωfv)

//Th(t∗Ωv)
nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

Th(u∗Ωg)

oo t!

oo
t!

H(T )nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

u∗

OO
Th−1(Nt)

vvvvvvvvvvvvvvv

;;

Th(t∗Ωfv)

HHHHHHHHHHHHHHH

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

cc

(gu)∗
�� ��
�� (c∗)−1

vvvvw�
Π

kkkkqy

oo Th(Nt)

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

44

Th(Ωgu)

PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

H(Y )

H(Y )

//u∗

//u∗

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

77

Th(Ωg)

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

On divise le diagramme planaire (1.98) suivant la ligne en pointillé :

H(Z)
(gu)∗

// H(T ) H(T )
Th(Ωgu)

// H(T )

On reconnaît à droite de cette ligne le 2-isomorphisme de pureté :

Π : t!(f ◦ v)! // (g ◦ u)!

et à gauche de cette ligne, le 2-isomorphisme de connexion :

c! : (g ◦ u)! // u!g!

On retrouve donc le second diagramme planaire de (1.92). La proposition est prouvée. c.q.f.d

Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base On a la proposition suivante :

Proposition 1.6.39 — On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z
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avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus un S-morphisme a : Z ′ // Z et on forme le
triangle commutatif :

Y ′
s′ //

g′   BBBBBBBB X ′

f ′

��
Z ′

obtenu par pull-back suivant a. On notera par a les S-morphismes :

Y ′ // Y et X ′ // X

Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

a∗s!f ! Ex!,∗
//

Π

��

s′!a∗f ! Ex!∗
// s′!f ′!a∗

Π

��
a∗g! Ex∗! // g′!a∗

est commutatif. En d’autres termes, le diagramme solide suivant :

H(Z)

H(X)H(Y ) H(Z ′)

H(X ′)H(Y ′)

???????????????

__

g!

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

oo s!

oo s′!

OO

f !

OO

f ′!???????

???????

__

g′!

est commutatif.

Demonstration Nous ne donnerons pas la preuve de cette proposition. Elle est tout à fait analogue à celle de la
proposition 1.6.40. Il faut juste remplacer dans le paragraphe suivant a! par a∗. c.q.f.d

Compatibilité avec les sections à support On a la proposition suivante :

Proposition 1.6.40 — On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus une immersion fermée a : Z ′ // Z et on forme
le triangle commutatif :

Y ′
s′ //

g′   BBBBBBBB X ′

f ′

��
Z ′

obtenu par pull-back suivant a. On notera par a les immersions fermées :

Y ′ // Y et X ′ // X

Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

a!s!f ! Ex!!
//

Π

��

s′!a!f ! Ex!!
// s′!f ′!a!

Π

��
a!g! Ex!!

// g′!a!
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est commutatif. En d’autres termes, le diagramme solide suivant :

H(Z)

H(X)H(Y ) H(Z ′)

H(X ′)H(Y ′)

???????????????

__

g!

���������������

??

a!

���������������

??

a!

���������������

??

a!

oo s!

oo s′!

OO

f !

OO

f ′!???????

???????

__

g′!

est commutatif.

Demonstration Il s’agit de prouver que l’égalité des composées des deux diagrammes planaires suivants :

(1.99)

H(Z)

H(X)H(Y ) H(Z ′)

H(X ′)H(Y ′)

???????????????

__

g!

���������������

??

a!

���������������

??

a!

���������������

??

a!

oo s!

oo s′!

OO

f !

OO

f ′!

____ksEx
!!

oooos{

����{�
Π

H(Z)

H(Y ) H(Z ′)

H(X ′)H(Y ′)

???????????????

__

g!

���������������

??

a!

���������������

??

a!

oo s′!

OO

f ′!

???????????????

__

g′!

____ksEx
!!

����{�
Π

Pour cela, on explicite le premier de ces deux diagrammes planaires en revenant à la définition du 2-isomorphisme Π.
On obtient ainsi le diagramme planaire :

(1.100)

H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y ) H(X)

H(Y ) H(X)

oo
g∗

oo s!

oo s!

oo Th(Ns)
OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

H(Z ′)

H(X ′)

H(Z ′)H(Y ′)

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

OO

f ′∗

OO

Th(Ωf ′)

oo s′!

hhhhow
Ex!!

____ks

____ksEx
!∗

yyyyx�

yyyyx�
Π

llllqy
C′

yyyyx�

En utilisant le fait que les équivalences de Thom induites par Ωf forment une autoéquivalence du 2-foncteur restriction
de ImmH! à (Sch/X)Imm (voir la proposition 1.5.11), on voit que le diagramme planaire (1.100) admet la même composée
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que :

(1.101)

H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y ) H(X)

H(Y )

oo
g∗

oo s!
oo Th(Ns)

OO

f∗

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

H(Z ′)

H(X ′)

H(Z ′)H(Y ′)

H(Y ′)

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

OO

f ′∗

OO

Th(Ωf ′)

oo s′!

oo
s′!

OO

Th(s′∗Ωf ′)

____ksEx
!∗

yyyyx�
Π

llllqy
C′

yyyyx�

yyyyx�

hhhhow
Ex!!

yyyyx�

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec les sections à support (sous la forme donnée dans le
corollaire 1.6.25), on voit que la composée de (1.101) est égale à la composée de :

(1.102)

H(Y ) H(Z)

H(Y ) H(Y )

H(Y )

oo
g∗

oo Th(Ns)
OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

H(Z ′)

H(X ′)

H(Z ′)H(Y ′)

H(Y ′)

H(Y ′) llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

55

a!

OO

f ′∗

OO

Th(Ωf ′)

oo s′!

oo
s′!

OO

Th(s′∗Ωf ′)

.
..
..
..
..
.

oo
g′∗

OO

Th−1(Ns′)

.
..
..
..
..
.

llllqy
C′

yyyyx�

yyyyx�

yyyyx�

yyyyx�
Π

yyyyx�

hhhhow
Ex!∗

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
de ImmH! à (Sch/Y )Imm (voir la proposition 1.5.11), on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous :

(1.103)

H(Y ) H(T )

H(Y ) H(Y ) H(T )

H(Y ) H(T )

//
a!

//a!

//a!

oo Th(Ns)
OO

Th−1(Ns′)

OO

Th(s′∗Ωf ′)

OO

Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

yyyyx� Π

yyyyx�

yyyyx�

llllqyC
′

et

H(Y ) H(T )

H(Y ) H(T ) H(T )

H(Y ) H(T )

//
a!

oo Th(Nt)

//a!

//a!

OO

Th−1(Ns′)

OO

Th(s′∗Ωf ′)

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg′)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

ont la même composée. En remplaçant dans la partie en pointillé de (1.102) le premier diagramme de (1.103) par le
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second, on obtient le diagramme planaire suivant :

(1.104)

H(Y ) H(Z)

H(Y ′)

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.oo

g∗

H(Z ′)

H(X ′)

H(Z ′)H(Y ′)

H(Y ′)

H(Y ′)

H(Y )

H(Y )

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

llllllllllllllllllllllllll

55

a!

llllllllllllllllllllllllll

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

55

Th(Ωg′)

llllllllllllllllllllllllll

55

Th(Ωg)

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR OO

f ′∗

OO

Th(Ωf ′)

oo s′!

oo
s′!

OO

Th(s′∗Ωf ′)

oo
g′∗

OO

Th−1(Ns′)

oo Th(Ns′)

//a!

//a!

=========================

=========================

yyyyx�

yyyyx�
Π

hhhhow
Ex!∗

ffffow

On divise le diagramme planaire (1.104) selon la ligne en pointillé :

H(Z)
g′∗ // H(Y ′) H(Y ′)

Th(Ωg′) // H(Y ′)

La partie de droite n’est autre que le 2-isomorphisme de pureté :

Π : s′!f ′! ∼ // g′!

La partie de gauche n’est autre que le 2-isomorphisme d’échange Ex!! relatif à la structure d’échange sur le couple
(ImmH!, LissH!) de la proposition 1.6.36 :

Ex!! : g′!a! ∼ // a!g!

Il vient que la composée de (1.104) est égale à la composée du second diagramme planaire de (1.99). La proposition
est alors démontrée. c.q.f.d

Compatibilité avec la composition des immersions fermées On a la proposition suivante :

Proposition 1.6.41 — On suppose donné un diagramme commutatif de S-schémas :

T
t //

h

!!CCCCCCCCCCCCCCCCC Y
s //

g

��1
111111111111 X

f

��
Z

avec s et t des immersions fermées et f , g et h des morphismes lisses. Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

(s ◦ t)!f ! Π //

c!

��

h!

t!s!f !
Π

// t!g!

Π

??��������

est commutatif.
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Demonstration Il s’agit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous :

(1.105) H(T ) H(Y ) H(X)

H(Z)

OO

f !

oo s
!

oo t!

?????????????

__

g!

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

gg

h!

����{�������

}}

(s ◦ t)!

�� ��
��

H(T ) H(X)

H(Z)

OO

f !

oo(s ◦ t)
!

?????????????

__

h!

����{�

sont les mêmes. Pour cela on remarque (en revenant aux définitions) que la composée du premier des deux diagrammes
est égal à celle de :

(1.106)

H(T ) H(T ) H(T )

H(Y ) H(Z)

H(X)H(Y )H(Y )H(T )H(T )

H(X)H(Y )H(T )

oo
Th−1(Nt)

oo
Th(Nt)

oo
g∗

oo s!
oo

Th(Ns)oo
t!

oo
Th(Nt)

oo s!

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.oo t!

qqqqqqqqqqqqqqq

xx
h∗

qqqqqqqqqqqqqqq

.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

xx

t!

qqqqqqqqqqqqqqq

88
Th(Ωg)

qqqqqqqqqqqqqqq

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

88

Th(t∗Ωg)

MMMMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMMM

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO
Th−1(Ns)

.
..
..
..
..
.

OO
Th(s∗Ωf )

.
..
..
..
..
.

//Th(Ωh)
{{

(st)!

qqqqt|

qqqqt| Π

hhhhpx

�� ��
�� Π

hhhhpx
C′

qqqqt|

�� ��
�� c!

�� ��
��

ccccmu
C′

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
de ImmH! à (Sch/Y )Imm (voir proposition 1.5.11), on voit que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous
sont égales :

(1.107)

H(T ) H(Y )

H(T ) H(T ) H(Y )

H(T ) H(Y )

oo
t!

oo t!

oo t!

ooTh(t∗Ns)
OO

Th−1(Ns)

OO

Th(s∗Ωf )

OO

Th−1(t∗Ns)

OO
Th(t∗s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(t∗Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

yyyyx� Π

yyyyx�

yyyyx�

llllqyC
′

et

H(T ) H(Y )

H(T ) H(Y ) H(Y )

H(T ) H(Y )

oo
t!

oo Th(Ns)

oo t!

oo t!

OO

Th−1(Ns)

OO

Th(s∗Ωf )

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(t∗Ωg)

wwwwwwwwwwwwwww

;;

Th(Ωg)

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGGGGGG

En remplaçant dans la partie en pointillé dans (1.106) le second diagramme planaire de (1.107) par le premier, on
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obtient :

(1.108)

H(T ) H(T ) H(T )

H(Y ) H(Z)

H(X)H(Y )H(T )H(T )H(T )

H(X)H(Y )H(T )

oo
Th−1(Nt)

oo
Th(Nt)

oo
g∗

oo s!
oo t!oo

Th(t∗Ns)
oo

Th(Nt)

oo s!
oo t!

qqqqqqqqqqqqqqq

xx
h∗

qqqqqqqqqqqqqqq

xx

t!

qqqqqqqqqqqqqqq

88

Th(t∗Ωg)

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO
Th−1(Ns)

OO
Th(s∗Ωf )

OO
Th(t∗s∗Ωf )

OO

Th−1(t∗Ns)

//Th(Ωh)
{{

(st)!

qqqqt|

qqqqt| Π

�� ��
�� Π

qqqqt|

����}�

�� ��
�� c!

�� ��
��

ccccmu
C′

����}�

hhhhpx

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes structuraux des autoéquivalences de Thom avec les 2-isomorphismes
de connexions de ImmH!, on voit que la composée du diagramme (1.108) est égale celle de :

(1.109)

H(T ) H(T ) H(T )

H(Y ) H(Z)

H(X)H(Y )H(T )H(T )H(T )

H(X)H(T )

oo
Th−1(Nt)

oo
Th(Nt)

oo
g∗

oo s!
oo t!oo

Th(t∗Ns)
oo

Th(Nt)

qqqqqqqqqqqqqqq

xx
h∗

qqqqqqqqqqqqqqq

xx

t!

qqqqqqqqqqqqqqq

88

Th(t∗Ωg)

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO
Th−1(Ns)

OO
Th(t∗s∗Ωf )

OO

Th−1(t∗Ns)

//Th(Ωh)
{{

(st)!

xx

(st)!

qqqqt| Π

�� ��
�� Π

����}�

�� ��
��

ccccmu
C′

����}�

hhhhpx

vvvvw�

�� ��
�� c!

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées sous la forme
donnée dans le corollaire 1.6.35, on obtient en fin de compte que la composée de (1.108) est égale à la composée du
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diagramme planaire :

(1.110)

H(T ) H(T ) H(T )

H(Z)

H(X)H(T )H(T )H(T )

H(X)H(T )

oo
Th−1(Nt)

oo
Th(Nt)

oo
Th(t∗Ns)

oo
Th(Nt)

qqqqqqqqqqqqqqq

xx
h∗

qqqqqqqqqqqqqqq

88

Th(t∗Ωg)

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

]]

Th−1(Ns◦t)

OO

f∗

OO

Th(Ωf )

OO
Th(t∗s∗Ωf )

.
..
..
..
..
.

OO

Th−1(t∗Ns)

//Th(Ωh) oo
(st)!

oo
(st)!

�� ��
��

ccccmu
C′

����}�

hhhhpx
hhhhpx

�����

Π

����}� C′−1

Donc pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de montrer que la partie du diagramme planaire (1.110) située
à gauche de la ligne en pointillé :

H(T )
Th−1(Ns◦t) // H(T )

Th(t∗s∗Ωf )
// H(T )

définit le même 2-isomorphisme que le diagramme planaire :

H(T ) H(T )

H(T )

H(T )

tttttttttttttttt

::

Th(Ωh)

JJJJJJJJJJJJJJJJ

JJJJJJJJJJJJJJJJ
oo Th(Ns◦t)

OO

Th−1(Ns◦t)

OO

Th(t∗s∗Ωf )

ttttv~

jjjjpx

On laisse ceci en exercice. La preuve de la proposition est terminée. c.q.f.d

Compatibilité avec l’oubli de structure On termine les préliminaires avec la proposition suivante :

Proposition 1.6.42 — On suppose comme d’habitude, donné un triangle commutatif de S-schémas :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec f et g lisses et s une immersion fermée. En suppose donné en plus un S-morphisme lisse :

Z
b // B

Le diagramme de 2-isomorphismes suivant :

s!(b ◦ f)! Π //

c!

��

(b ◦ g)!

c!

��
s!f !b!

Π
// g!b!

est commutatif.

Demonstration Cette proposition se prouve de la même manière que les trois précédentes. Toute fois elle est bien
plus simple que les autres. Elle sera donc laissée en exercice. c.q.f.d
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La construction du foncteur croisé : (H∗,H∗,H!,H
!)

On veut appliquer le théorème 1.3.1 aux 2-foncteurs partiels :

(Sch/S)Imm // TR

(Sch/S)Liss // TR

Il faut donc définir pour tout carré commutatif (C) :

Z
k //

g

��

X

f

��
T

i // Y

avec f et g lisses et i et k des immersions fermées un 2-isomorphisme :

a(C) : k!f ! ∼ // g!i!

et vérifier ensuite la compatibilité avec les compositions des carrés.
Pour construire a(C), on forme le diagramme commutatif :

Z
s //

g
##GGGGGGGGGG X ×Y T

i′ //

f ′

��

X

f

��
T

i // Y

Et on prend a(C) la composée des 2-isomorphismes :

k!f ! c∗ // s!i′!f !
(Ex!!)−1

// s!f ′!i!
Π // g!i!

En d’autres termes, a(C) est la composée du diagramme planaire :

H(T ) H(Y )

H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo i′!oo s!

OO

f !

OO

f !

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

{{

k!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

Proposition 1.6.43 — Les 2-isomorphismes a(C) sont compatibles avec la composition verticale des carrés.

Demonstration On se donne un diagramme commutatif :

V
l //

n

��

W

m

��
Z

k //

g

��

X

f

��
T

i // Y

avec f , g, n et m des morphismes lisses et i, k et l des immersions fermées. On forme le diagramme de S-schémas :

V
t //

n
##HHHHHHHHHH W ×X Z

s //

m

��

W ×Y T

m

��

i // W

m

��
Z

s //

g

&&MMMMMMMMMMMMM X ×Y T
i //

f

��

X

f

��
T

i // Y
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Tous les carrés de ce diagrammes sont cartésiens. Il s’agit de prouver que le diagramme de 2-isomorphismes :

(i ◦ s ◦ t)!(f ◦m)! ∼ //

∼
��

(g ◦ n)!i!

∼
��

(i ◦ s ◦ t)!m!f ! ∼ // n!(i ◦ s)!f ! ∼ // n!g!i!

est commutatif. En d’autres termes il s’agit de voir que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous sont
égaux :

(1.111)

H(T ) H(Y )

H(V ) H(W ×Y T ) H(W )

oo
i!

oo i!oo
(st)!

OO

(fm)!

OO

(fm)!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

(gn)!

{{

(ist)!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

et

(1.112)

H(T ) H(Y )

H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

H(W )H(W ×X Z)H(V )

oo
i!

oo i!oo s!

OO

f !

OO

f !

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

||

(is)!

��

m!

��

m!

{{

(is)!

oo t!��

(ist)!

OO

(gn)!

bb

(fm)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

ttttv~
Π

____ks
c!

������c
!

Pour prouver ceci, on travaillera sur le second diagramme planaire en le simplifiant. En utilisant la compatibilité des
2-isomorphismes d’échange Ex!! de la proposition 1.6.36 avec la composition horizontale des carrés, on voit que la
composée du diagramme planaire (1.112) est égale à celle de :
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(1.113)

H(T ) H(Y )

H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

H(W ×Y T ) H(W )H(W ×X Z)H(V )

oo
i!

oo i!oo s!

oo i!oo s
!

OO

f !

OO

f !

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

OO

m!

OO

m!

OO

m!

{{

(is)!

oo t!��

(ist)!

OO

(gn)!

bb

(fm)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

ttttv~
Π

____ks
c!

������c
!

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes d’échange Ex!,! de la proposition 1.6.36 avec la composition verticale
des carrés, ainsi que l’axiome de cocycle pour le 2-isomorphismes de connexion c! du 2-foncteur ImmH!, on obtient le
diagramme ci-dessous qui a la même composée que (1.113) :

(1.114)

H(T ) H(Y )

H(Z) H(X ×Y T )

H(W ×Y T ) H(W )H(W ×X Z)H(V )

oo
i!

oo s!

oo i!oo s
!

OO

f !

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

OO

m!

OO

m!

||

(st)!

oo t!��

(ist)!

OO

(gn)!

bb

(fm)!

dd

(fm)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

ttttv~
Π

____ks
c!

������c
!

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant le morphisme lisse m (voir la
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proposition 1.6.38), on voit que la composée de (1.114) est égale à la composée du diagramme planaire :

(1.115)

H(T ) H(Y )

H(Z)

H(W ×Y T ) H(W )H(W ×X Z)H(V )

oo
i!

oo i!oo s
!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

OO

m!

||

(st)!

oo t!��

(ist)!

OO

(gn)!

9999999999999999999999999

\\

(gm)!

OO

(fm)!

OO

(fm)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

ttttv~
Π

ttttv~
Π

ttttv~
c!

ttttv~
(Ex!!)−1

������c
!

D’après la proposition 1.6.42, les composées des deux diagrammes planaires suivants sont égales :

H(T )

H(Z)

H(W ×X Z)H(V )

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

OO

m!

oo t!

OO

(gn)!

9999999999999999999999999

\\

(gm)!

ttttv~
Π

ttttv~
c!

������c
!

H(T )

H(W ×X Z)H(V ) oo
t!

9999999999999999999999999

\\

(gm)!

WW

(gn)!

������
Π

On voit alors que la composée de (1.115) est égale à la composée du diagramme planaire :

(1.116)

H(T ) H(Y )

H(W ×Y T ) H(W )H(W ×X Z)H(V )

oo
i!

oo i!oo s
!||

(st)!

oo t!��

(ist)!

WW

(gn)!

9999999999999999999999999

\\

(gm)!

OO

(fm)!

OO

(fm)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

ttttv~
Π

ttttv~
(Ex!!)−1������

Π

En utilisant en fin de compte la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées
sous la forme donnée dans la proposition 1.6.41, on obtient le diagramme planaire suivant qui a la même composée



1.6 Pureté. Construction du foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H
!) 149

que (1.116) :

H(T ) H(Y )

H(W ×Y T ) H(W )H(V )

oo
i!

oo i!||

(k0i)!

��

(l0k0i)!

VV

(gn)!

OO

(fm)!

OO

(fm)!

�� ��
�� c!

uuuuv~
(Ex!!)−1

������ Π

On retrouve donc le diagramme planaire (1.111). La proposition est prouvée. c.q.f.d

La compatibilité avec la composition horizontale des carrés est un peu plus délicate :

Proposition 1.6.44 — Les 2-isomorphismes a(C) sont compatibles à la composition horizontale des carrés.

Demonstration On se donne un diagramme commutatif :

W
l //

h

��

Z
k //

g

��

X

f

��
V

j // T
i // Y

les flèches verticales étant lisses et les flèches horizontales étant des immersions fermées. On forme les deux diagrammes
commutatifs :

W
l0 //

h
##HHHHHHHHHH V ×T Z
g

��

j // Z

g

��

k0 // X ×Y T

f

��

i // X

f

��
V

j // T T
i // Y

et :

W
l0 //

h

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU V ×T Z
k1 //

g

&&LLLLLLLLLLL V ×Y X

f

��

j // X ×Y T

f

��

i // X

f

��
V

j // T
i // Y

Notre but est de prouver que le diagramme suivant :

(k ◦ l)!f ! ∼ //

∼
��

h!(i ◦ j)!

∼
��

l!k!f ! ∼ // l!g!i!
∼ // h!j!i!
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est commutatif. C’est à dire il faut prouver que la composée du diagramme planaire suivant :

(1.117)

H(V ) H(T ) H(T ) H(Y )

H(W ) H(V ×T Z) H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo
j!

oo i!oo
k!

0oo j
!

oo
l!0

GGGGGGGGGGGGGG

cc

h!

GGGGGGGGGGGGGG

cc

g!

OO

g!

OO

g!

OO

f !

OO

f !yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
Π

yyyyx�
Π

{{

(ik0)!

{{

(jl0)!

��

(kl)!

cc

(ij)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

est égal au 2-isomorphisme a(−) associé au carré commutatif :

(1.118) W
k◦l //

h

��

X

f

��
V

i◦j
// Y

On travaillera sur le diagramme planaire (1.117). L’axiome de cocyle pour les 2-isomorphismes de connexion c! du
2-foncteur ImmH! montre qu’on peut remplacer (1.117) par le diagramme planaire suivant sans changer la composée :

(1.119)

H(V ) H(T ) H(T ) H(Y )

H(W ) H(V ×T Z) H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo
j!

oo i!oo
k!

0oo j
!

oo
l!0

GGGGGGGGGGGGGG

cc

h!

GGGGGGGGGGGGGG

cc

g!

OO

g!

OO

g!

OO

f !

OO

f !yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
Π

yyyyx�
Π

��

(ik0j)!

{{

(k0j)!

��

(kl)!

cc

(ij)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

Remarquons que le triangle commutatif de S-schémas :

V ×T Z
k1 //

g
&&MMMMMMMMMMM V ×Y X

f

��
V
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est obtenu à partir du triangle commutatif :

Z
k0 //

g
##GGGGGGGGGG X ×Y T

f

��
T

par pull-back suivant l’immersion fermée j : V // T . On a donc d’après la proposition 1.6.40 un solide commutatif :

H(V ) H(T )

H(Z)H(V ×T Z)

H(V ×Y X) H(X ×Y T )

oo
j!

oo j!

oo j!

OO

g!

OOPPPPPPPPPPPPP

gg

k!
1

PPPPPPPPPPPPP

gg

k!
0

ooooooooooooo

77

f !

ooooooooooooo

77

f !

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

ll

La ligne non pleine est le 1-morphisme (j ◦ k1)! = (k0 ◦ j)! et les 2-morphismes adjacents à ce 1-morphisme sont les
2-isomorphismes de connexions c! du 2-foncteurs ImmH! (les morphismes k0, k1 et j sont des immersions fermées). Il
vient que les deux diagrammes planaires suivants ont la même composée :

H(V ) H(T )

H(V ×T Z) H(Z) H(X ×Y T )

oo
j!

oo j!

oo
k!

0

OO

g!

OO

g!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

f !ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

}}

(k0j)!

�� ��
�� c!

H(V ) H(T )

H(V ×T Z) H(V ×Y X) H(X ×Y T )

oo
j!

oo
k!

1 oo j
!

OO

g!

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

f !

rrrrrrrrrrrrrrrr

88

f !

ttttv~
Π ttttv~

(Ex!!)−1

}}

(jk1)!

�� ��
�� c!

On voit ainsi que la composée du diagramme planaire (1.119) est égale à la composée de:

(1.120)

H(V ) H(T ) H(Y )

H(W ) H(V ×T Z) H(V ×Y X) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo
j!

oo i!oo j
!

oo
k!

1oo
l!0

GGGGGGGGGGGGGG

cc

h!

OO

g!

wwwwwwwwwwwwww

;;

f !

OO

f !

OO

f !yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
Π

yyyyx�
Π

��

(ik0j)!

{{

(jk1)!

��

(kl)!

cc

(ij)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

En utilisant encore une fois l’axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion c! du 2-foncteur ImmH!, on
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obtient le diagramme planaire :

H(V ) H(T ) H(Y )

H(W ) H(V ×T Z) H(V ×Y X) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo
j!

oo i!oo j
!

oo
k!

1oo
l!0

GGGGGGGGGGGGGG

cc

h!

OO

g!

wwwwwwwwwwwwww

;;

f !

OO

f !

OO

f !yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
Π

yyyyx�
Π

{{

(ij)!

{{

(k1l0)!

��

(kl)!

cc

(ij)!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

�� ��
�� c!

En utilisant, d’une part la compatibilité des 2-isomorphismes de pureté avec la composition des immersions fermées
telle qu’elle est donnée dans la proposition 1.6.41 et d’autre part la compatibilité des 2-isomorphismes Ex!,! de la
proposition 1.6.36 avec la composition horizontale des carrés cartésiens, on obtient que la composée de (1.120) est
égale à celle de :

H(V ) H(Y )

H(W ) H(V ×Y X) H(X)
GGGGGGGGGGGGGG

cc

h!

wwwwwwwwwwwwww

;;

f !

OO

f !yyyyx�
(Ex!!)−1

yyyyx�
Π

{{

(ij)!

{{

(k1l0)!

��

(kl)!

cc

(ij)!

�� ��
�� c!

Mais ce diagramme planaire n’est autre que celui qui définit le 2-isomorphisme a(−) associé au carré (1.118). La
proposition est prouvée. c.q.f.d

Ainsi, on est dans les conditions d’application du théorème 1.3.1. On obtient donc un 2-foncteur contravariant :

H! : (Sch/S) // TR

et des isomorphismes de 2-foncteurs :

ImmH! ∼ // ImmH! et LissH! ∼ // LissH!

On notera comme d’habitude f ! à la place de H!(f).
Pour construire le 2-foncteur H!, on remarque que pour tout S-morphisme f , le 1-morphisme f ! admet un adjoint

à gauche. En effet si f = p ◦ s est une factorisation de f avec s une immersion fermée et p lisse on peut choisir comme
adjoint à gauche : p#Th−1(Ωp)s∗.

Lemme 1.6.45 — Quitte à remplacer H! et H! par des 2-foncteurs isomorphes, on peut supposer qu’on a les
égalités :
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– LissH! = LissH!,
– ImmH! = ImmH!,
– LissH! = LissH!,
– ImmH! = ImmH∗.

Dans la suite on supposera la conclusion du lemme ci-dessus satisfaite. On arrête donc de souligner le point
d’exclamation ; on écrit simplement : H!, H!, f ! et f!. On résume ce qui a été démontré dans la proposition suivante :

Proposition 1.6.46 — Il existe à un unique isomorphisme près21, un couple de 2-foncteurs :

H!, H! : (Sch/S) // TR

globalement adjoints l’un de l’autre (H! est adjoint global à droite de H!) tel que :
– H! prolonge (au sens strict) les deux 2-foncteurs : ImmH! et LissH!,
– H! prolonge (au sens strict) les deux 2-foncteurs : ImmH! et LissH!,
– l’échange par rapport aux carrés commutatifs sur le couple (ImmH!, LissH!) construit dans la sous-section 1.6.5
devient l’échange trivial induit par les 2-isomorphismes de connexion de H!.

Il nous reste à construire la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet : (H∗,H∗,H!,H
!). On commence par

définir un échange sur le couple (H∗,H!). Plus précisément, on va recoller les deux échanges sur :
– (H∗, ImmH!) (voir proposition 1.4.15),
– (H∗, LissH!) (voir proposition 1.5.19).

On se servira de la proposition 1.2.7. Pour pouvoir appliquer 1.2.7 on a besoin de :

Proposition 1.6.47 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas :

T Y

XZ

T ′ Y ′

X ′Z ′

//
i

//k

//l

��

g

��

f ��

m
uuuuu
zz
a

uuuuu
zz
a

uuuuu
zz auuuuu

zz a

�� n
//j

avec i, j, k et l des immersions fermées, f , g, m et n des morphismes lisses et tels que les quatre carrés ayant deux
cotés parallèles libellés a sont cartésiens. Alors, le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

l!m!a∗
Ex!∗

//

∼

��

l!a∗f ! Ex!∗
// a∗k!f !

∼
��

n!j!a∗
Ex!∗

// n!a∗i!
Ex!∗

// a∗g!i!

est commutatif. En d’autres termes, le cube :

• •

••

• •

••

oo
i!

oo k!

oo l!

OO

g!

OO

f !

OO

m!

||||||||||

==

a∗
||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

n!

OO

j!
oo

est commutatif.

21Nous ne sommes pas complètement convaincu de l’unicité à un unique isomorphisme près du foncteur H! prolongeant les 2-foncteurs
ImmH! et LissH! lorsqu’on n’impose pas la condition finale.
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Demonstration On forme les deux digrammes commutatifs de S-schémas :

Z
s //

g
##GGGGGGGGGG X ×Y T

i′ //

f ′

��

X

f

��
T

i // Y

Z ′
s′ //

n
$$JJJJJJJJJJJ X ′ ×Y ′ T ′

j′ //

m′

��

X

m

��
T

j // Y

Ces deux diagrammes sont reliés par des S-morphismes a, tous déduits de Y ′ // Y par pull-back. On forme un
diagramme solide à partir des deux diagrammes planaires :

H(T ) H(Y )

H(Z) H(X ×Y T ) H(X)

oo
i!

oo i′!oo s!

OO

f !

OO

f ′!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

g!

{{

k!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

H(T ′) H(Y ′)

H(Z ′) H(X ′ ×Y ′ T ′) H(X ′)

oo
j!

oo j′!oo s′!

OO

m!

OO

m′!

LLLLLLLLLLLLLLLL

ff

n!

{{

l!

�� ��
�� c!

ttttv~
(Ex!,!)−1

ttttv~
Π

en reliant les sommets se trouvant au même niveau par un 1-morphisme a∗ et en mettant sur les nouvelles faces créées
un 2-morphisme Ex!∗. Il s’agit bien entendu de prouver que ce diagramme solide est commutatif. Pour cela on le divise
en trois sous-diagrammes solides :

H(T )

H(X×Y T )H(Z) H(T ′)

H(X ′×Y ′T ′)H(Z ′)

???????????????

__

g!

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

oo s
!

oo s
′!

OO

f !

OO

f ′!???????

???????

__

n!

H(X)

H(X×Y T )H(Z) H(X ′)

H(X ′×Y ′T ′)H(Z ′)

???????????????

__

k!

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

���������������

??

a∗

oo s
!

oo s
′!

OO

i′!

OO

j′!???????

???????

__

l!

• •

••

• •

••

oo
i!

oo i′!

oo j′!

OO

f ′!

OO

f !

OO

m!

||||||||||

==

a∗
||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

m′!

OO

j!
oo

Le premier diagramme solide est commutatif d’après la proposition 1.6.39. Le second est commutatif par la compati-
bilité des 2-morphismes d’échange avec les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur ImmH!. Il reste donc à prouver
que le cube est commutatif. Pour cela on revient à la définition des 1-morphismes f !, f ′! m! et m′! et de l’échange sur
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(H∗, LissH!). On voit donc que ce cube se factorise par le cube commutatif :

• •

••

• •

••

oo
i′!

oo i′!

oo j′!

OO

Th(Ωf ′)

OO

Th(Ωf )

OO

Th(Ωm)

||||||||||

==

a∗
||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

Th(Ωm′)

OO

oo
j′!

Il suffit donc de prouver la commutation du cube :

• •

••

• •

••

oo
i!

oo i′!

oo j′!

OO

f ′∗

OO

f∗

OO

m∗

||||||||||

==

a∗
||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

||||||||||

==

a∗

m′∗

OO

j!
oo

On utilise alors l’astuce (devenue classique) qui consiste à diviser le cube suivant les deux 1-morphismes (parallèles) :
– (f ◦ a)∗ = (a ◦m)∗,
– (f ′ ◦ a)∗ = (a ◦m′)∗,

et d’utiliser le fait qu’on a un échange sur le couple (ImmH!,H∗). La proposition est prouvée. c.q.f.d

A ce stade on dispose donc d’un échange contradirectionnel de type ↙ sur le couple de 2-foncteurs (H∗,H!) pour
la classe des carrés cartésiens. On veut prouver que cet échange fait partie d’une structure de foncteur croisé sur le
quadruplet (H∗,H∗,H!,H

!). Mais ceci est presque clair ! En effet, en utilisant l’adjonction globale entre H! et H! on
obtient un échange sur le couple (H∗,H!). Il suffira par la proposition 1.2.14 de voir que cet échange est un isoéchange.
Mais il suffit de vérifier ceci pour les restrictions de cet échange à :

– (H∗, ImmH!),
– (H∗, LissH!).

Ces échanges ne sont autres que ceux définis dans les propositions 1.4.15 et 1.5.19. Le fait que le premier échange
est un isoéchange découle trivialement du théorème de changement de base pour une immersion fermée et de l’égalité
i! = i∗ valable pour une immersion fermée i.

Le fait que le second échange est un isoéchange découle de l’axiome 3 et de l’égalité f! = f#Th−1(Ωf ) valable pour
un S-morphisme lisse f .

On a donc prouvé le résultat suivant :

Proposition 1.6.48 — Il existe une unique structure de foncteurs croisés sur le quadruplet (H∗,H∗,H!,H
!) qui

prolonge les deux foncteurs croisés :
– (H∗,H∗, ImmH!,

ImmH!) de la proposition 1.4.15,
– (H∗,H∗, LissH!,

LissH!) de la proposition 1.5.19.

On termine la section par le résultat suivant :

Lemme 1.6.49 — La structure d’échange sur le couple (ImmH∗,H!) induite par restriction du foncteur croisé
qu’on vient de construire coïncide modulo l’égalité ImmH∗ = ImmH! avec l’échange induit par restriction de l’échange
trivial22 sur le couple (H!,H!).

Demonstration Par construction, l’échange sur (ImmH∗,H!) prolonge les deux échanges sur :

1. (ImmH∗,
ImmH!) de la proposition 1.4.15,

22C’est à dire celui obtenu à l’aide des 2-isomorphismes de connexion.



156 Les quatre opérations de Grothendieck dans un cadre motivique

2. (ImmH∗,
LissH!) de la proposition 1.5.19.

Par l’unicité du prolongement, il suffit de prouver que modulo l’égalité ImmH∗ = ImmH! ces échanges coïncident
respectivement avec les échanges sur :

1. (ImmH!,
ImmH!) induit par les 2-isomorphismes de connexions de H!,

2. (ImmH!,
LissH!) induit également par les 2-isomorphismes de connexions de H!.

En ce qui concerne les premiers échanges, il suffit d’invoquer le foncteur croisé sur (H∗,H∗, ImmH!,
ImmH!) de la propo-

sition 1.4.15.
On s’intéresse donc exclusivement aux deux échanges sur :
– (ImmH∗,

LissH!) de la proposition 1.5.19,
– (ImmH!,

LissH!) induit par les 2-isomorphismes de connexions de H!.
En prenant les adjoints globaux à gauche de tous les 2-foncteurs (ils en ont tous même ImmH∗) on se ramène à prouver
que les deux échanges sur :

– (ImmH!, LissH!) de la proposition 1.6.36,
– (ImmH!, LissH!) induit par les 2-isomorphismes de connexion de H!,

sont égaux. Mais ceci est évident par la construction même du 2-foncteur H! comme étant l’unique 2-foncteur qui
prolonge ImmH! et LissH! et tel que l’échange sur les carrés commutatifs a(.) construit dans la sous-section 1.6.5 devient
l’échange trivial induit par les 2-isomorphismes de connexion de H!. c.q.f.d

1.7 Le morphisme de 2-foncteurs H! 7−→ H∗. Fin de la démonstration
Dans cette section, afin pour pouvoir utiliser la 2-dualité, on va “alléger les propriétés” établies jusqu’ici. On suppose

donnés :
– un foncteur croisé sur un quadruplet (H∗,H∗,H!,H

!) de 2-foncteurs de (Sch/S) dans TR,
– pour tout S-schéma X et tout OX -module localement libre M , deux équivalences23 :

E(M ), E−1(M ) : H(X) // H(X)

quasi-inverses l’une de l’autre. De plus, si M est le faisceau nul, ces deux équivalences sont 2-isomorphes au
1-morphisme identité, et si M est isomorphe à M ′ les équivalences obtenues sont 2-isomorphes.

On suppose que ces données vérifient les propriétés suivantes.

1. ImmH∗ = ImmH!, et les échanges obtenus par restriction du foncteur croisé sur les couples :
– (H∗, ImmH! = ImmH∗)
– (ImmH! = ImmH∗,H!)
coïncident avec les structures triviales24.

2. (Homotopie) Soit q : A1
X

// X la projection de la droite affine au dessus d’un S-schémas X. Les deux
2-morphismes d’unités et de counité :

1
η // q∗q∗ et q!q

! δ // 1

sont inversibles.
3. (Localité) Il existe deux 2-triangles distingués :

i!i
! δ // 1

η // j∗j∗ // i!i![+1]

j!j
! δ // 1

η // i∗i∗ // j!j![+1]

4. Pour f : Y // X et M un OX -module localement libre, il existe des 2-isomorphismes25 :

f∗E(M ) ∼ // E(f∗M )f∗ et f !E(M ) ∼ // E(f∗M )f !

f∗E−1(M ) ∼ // E−1(f∗M )f∗ et f !E−1(M ) ∼ // E−1(f∗M )f !

23On ne demande pas que ces équivalences admettent des isomorphismes de composition associés aux suites exactes courtes de OX -
modules localement libres.

24La seconde propriété est le contenu du lemme 1.6.49.
25Ces 2-isomorphismes ne sont pas supposés former une autoéquivalences d’aucun des 2-foncteurs H∗, H∗, H! ou H!. Ils sont encore moins

supposés être compatibles avec les échanges du foncteur croisé.
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5. Pour f : Y // X un S-morphisme lisse, on a des 2-isomorphismes :

f ! ∼ // E(Ωf )f∗ et f∗
∼ // E−1(Ωf ) f !

Les données et les conditions précédentes sont permutées par la 2-dualité dans le sens précis qu’on décrira ci-dessous.
Pour tout S-schéma X on note G(X) la catégorie triangulée opposée H(X)op de H(X). Pour tout S-morphisme f on
pose f? = (f!)op, f? = (f !)op, f∇ = (f∗)op et f∇ = (f∗)op. On définit un foncteur croisé sur (G?,G?,G∇,G∇) en posant
Ex?,∇ = Ex∗!, Ex∇? = Ex∗! , etc. Toutes les propriétés ci-dessus sont alors vérifiées. Ceci nous permettra de faire des
raisonnements par dualité dans la suite.

A l’aide de ces données on va définir pour tout S-morphisme (séparé) un 2-morphisme :

αf : f!
// f∗

On insiste sur le fait que f est séparé (bien que c’est automatiquement le cas puisque on ne considère que les S-
schémas quasi-projectifs) car la séparation joue un rôle crucial dans la définition de αf . On montrera ensuite que pour
f projectif le 2-morphisme αf est un 2-isomorphisme. On utilisera essentiellement le foncteur croisé (H∗,H∗,H!,H

!).
L’axiome de l’homotopie jouera un rôle décisif.

1.7.1 Définition et propriétés des 2-morphismes f! → f∗

Definition 1.7.1 — Soit un S-morphisme entre S-schémas quasi-projectifs :

f : X // Y

On forme le carré cartésien :

X ×Y X
pr2 //

pr1

��

X

f

��
X

f
// Y

et on note ∆ l’immersion diagonale :
X // X ×Y X

L’immersion ∆ est fermée puisque F est séparé. En particulier, on a l’égalité ∆! = ∆∗ (en effet : ImmH! = ImmH∗).
On prend alors pour α = αf la composée :

f! f!IdX∗
c∗ // f!pr2∗∆∗

Ex∗! // f∗pr1!∆∗ f∗pr1!∆!

(c!)
−1

// f∗IdX! f∗

En langage des diagrammes planaires, αf est la composée :

H(X) H(Y )

H(X×YX) H(X)

H(X)

//
f∗

//
pr2∗

��

pr1!

��

f!

GGGGGGGGGGGGGGG

##

∆∗
∆!

�� �� 
� c∗

oooos{
(c!)
−1

wwwww�
Ex∗!

Remarque 1.7.2 — Les 2-morphismes α sont compatibles à la dualité dans le sens suivant. Le 2-morphisme
f∇ // f? qu’on construit par la même formule mais en utilisant le foncteur croisé sur (G?,G?,G∇,G∇) coïncide
avec la flèche :

(f∗)op = f∇ (f!)op = f?
αop
foo

On a la proposition suivante :
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Proposition 1.7.3 — Les 2-morphismes αf sont compatibles aux 2-isomorphismes de connexions de H! et H∗.
Plus précisément, pour toute suite de S-morphismes composables :

X
f // Y

g // Z

le diagramme de 2-morphismes :

(g ◦ f)!

αg◦f //

c!

��

(g ◦ f)∗

c∗

��
g!f! αg

// g∗f! αf
// g∗f∗

est commutatif. Bien entendu il en est de même du diagramme obtenu en remplaçant la ligne horizontale inférieure
du diagramme précédent par :

g!f!

αf // g!f∗
αg // g∗f∗

Demonstration Le 2-morphisme : (g ◦ f)!
// (g ◦ f)∗ est par définition la composée du diagramme :

(1.121)

H(X) H(Z)

H(X×ZX) H(X)

H(X)

//
(g ◦ f)∗

//
pr2∗

��

pr1!

��

(g◦f)!

GGGGGGGGGGGGGGG

##

∆∗
∆!

�� �� 
� c∗

oooos{
(c!)
−1

wwwww�
Ex∗!

On dispose d’un diagramme commutatif de S-schémas :

X×ZX
v2 //

v1

��

X×ZY
q2 //

r1

��

X

f

��
Y×ZX

r2 //

q1

��

Y×ZY
p2 //

p1

��

Y

g

��
X

f // Y
g // Z

à carrés cartésiens. En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échange Ex∗!(.) avec les compositions horizontales
et verticales des carrés cartésiens, on voit que le 2-morphisme Ex∗! qui se trouve dans le diagramme planaire (1.121)
est égal à la composée du diagramme planaire :

H(X) H(Y ) H(Z)

H(Y×ZX) H(Y×ZY ) H(Y )

H(X×ZX) H(X×ZY ) H(X)

//
f∗

//
g∗

//
r2∗ //

p2∗

//
v2∗ //

q2∗

��

v1!

��

q1!

��

r1!

��

p1!

��

f!

��

g!

%%

pr2∗

�� ��
�� c∗

99

(g ◦ f)∗

�� ��
�� (c∗)
−1

��

pr1!

____ks
(c!)
−1

��

(g◦f)!____ks
c!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!
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Il vient que la composée des 2-morphismes :

g!f!

(c!)
−1

// (g ◦ f)!

αg◦f // (g ◦ f)∗
c∗ // g∗f∗

est égale à la composée du diagramme planaire :

(1.122)

H(X) H(Y ) H(Z)

H(Y×ZX) H(Y×ZY ) H(Y )

H(X×ZX) H(X×ZY ) H(X)

//
f∗

//
g∗

//
r2∗ //

p2∗

//
v2∗ //

q2∗

��

v1!

��

q1!

��

r1!

��

p1!

��

f!

��

g!

%%

pr2∗

�� ��
�� c∗

��

pr1!

____ks
(c!)
−1

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

H(X)

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

''

∆∗
∆!

llllqy
(c!)
−1

++ ++
�� c∗

Mais l’immersion fermée ∆ se factorise par deux immersions fermées :

X
∆2 // X ×Y X

∆′1 // X ×Z X

On voit donc que la face c∗ de (1.122) adjacente au 1-morphisme :

H(X)
∆∗ // H(X ×Z X)

se factorise par la face :

• •//
∆∗

•

•ooooooooooo

77∆2∗
•

•
OOOOOOOOOOO

''

∆′1∗�� ��
�� (c∗)−1

De même la face (c!)−1 de (1.122) adjacente au 1-morphisme :

H(X)
∆! // H(X ×Z X)

(le même que le précédent) se factorise par :

• •//
∆!•

•
OOOOOOOOOOO

''∆2! •

•ooooooooooo

77

∆′1!

�� ��
�� c!

En utilisant le fait que ImmH! = ImmH∗ (et plus particulièrement que c! = c∗) on voit que la composée du diagramme
planaire :

• •//
∆∗•

•ooooooooooo

77∆2∗
•

•
OOOOOOOOOOO

''

∆′1∗�� ��
�� (c∗)−1

• •//
∆!

•

•
OOOOOOOOOOO

''∆2! •

•ooooooooooo

77

∆′1!

�� ��
�� c!

est l’identité : ∆′1∗ ◦∆2∗ ∆′1! ◦∆2! . Ainsi, la composée du diagramme planaire (1.122) ne change pas si on
remplace le 1-morphisme :

H(X)
∆∗
∆!

// H(X ×Z X)
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par le 1-morphisme composé :

H(X)
∆2∗

∆2!

// H(X ×Y X)
∆′1∗
∆′1!

// H(X ×Z X)

et les faces adjacentes par les composées des 2-isomorphismes de connexions adéquoits.
D’autres part, l’immersion fermée ∆′1 s’insère dans un diagramme commutatif :

Y×ZX

X×ZYX×ZX

X

XX×YX

KKKKKKKK

%%

∆′1

KKKKKKKKK

%%

d2

KKKKKKKKK

%%d1

��

p′1

��
v1

//
p′2

//
v2

En utilisant alors la relation de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H! et H∗, on voit que
la composée de (1.122) est égale à la composée du diagramme planaire :

(1.123) H(X) H(Y ) H(Z)

H(Y×ZX) H(Y×ZY ) H(Y )

H(X×ZX) H(X×ZY ) H(X)

//
f∗

//
g∗

//
r2∗ //

p2∗

//
v2∗ //

q2∗

��

v1!

��

q1!

��

r1!

��

p1!

��

f!

��

g!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

H(X×YX)

H(X)

H(X)

H(X)

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆2∗

∆2!

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆′1∗
∆′1!

IIIIIIIIIIIIIII

$$

d1!

IIIIIIIIIIIIIII

$$

d2∗

��

p′1!

//p′2∗

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

�� ��
�� Ex∗∗

____ks
Ex!!

On invoque maintenant le cube commutatif de S-schémas :

Y×ZX Y×ZY

X×ZYX×ZX

X Y

XX×YX

KKKKKKKK

%%

∆′1

KKKKKKKKK

%%

d2

KKKKKKKKK

%%

∆1

KKKKKKKKK

%%d1

��

p′1

��
v1

��

r1

//
p′2

//
v2

//
r2

//
f ��

f

Toutes les faces de ce cube sont des carrés cartésiens et les S-morphismes ∆1, ∆′1, d1 et d2 sont des immersions fermées.
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On forme alors un cube dans TR :

(1.124)

H(Y×ZX) H(Y×ZY )

H(X×ZY )H(X×ZX)

H(X) H(Y )

H(X)H(X×YX)

IIIIIIIIIII

$$

∆′1∗
∆′1! IIIIIIIIIIIII

$$

d2∗

IIIIIIIIIIIII

$$

∆1∗
∆1!IIIIIIIIIIIII

$$
d1!

��

p′1!

��

v1!

��

r1!

//
p′2∗

//
v2∗

//
r2∗

//
f∗ ��

f!

en prenant sur les faces carrées parallèles au plan de la feuille les 2-morphismes d’échange Ex∗,!. Les autres faces sont :

• •

••

//
r2∗

//
f∗

��

d1!

��

∆1!����{�
Ex∗!

• •

••

//
d1!

//
∆′1!

��

p′1!

��

v1!����{�
Ex!!

• •

••

//
v2∗

//
p′2∗

��

∆′1∗

��

d2∗����{�
Ex∗∗

• •

••

//
∆1∗

//
d2∗

��

f!

��

r1!����{�
Ex∗!

Étant donné que l’échange sur (H∗,H!) prolonge l’échange trivial sur (H∗, ImmH!) (modulo l’égalité ImmH! = ImmH∗),
on voit que la première face est égale à :

• •

••

//
r2∗

//
f∗

��

d1∗

��

∆1∗����{�
Ex∗∗

De même, puisque l’échange sur (H∗,H!) prolonge l’échange trivial sur (ImmH∗,H!) (modulo l’égalité ImmH∗ = ImmH!),
on voit que la deuxième face est égale à :

• •

••

//
d1∗

//
∆′1∗

��

p′1!

��

v1!����{�
Ex∗!

On voit donc que le cube (1.124) est égal au cube (plus familier):

H(Y×ZX) H(Y×ZY )

H(X×ZY )H(X×ZX)

H(X) H(Y )

H(X)H(X×YX)

IIIIIIIIIII

$$

∆′1∗
∆′1∗ IIIIIIIIIIIII

$$

d2∗

IIIIIIIIIIIII

$$

∆1∗
∆1∗IIIIIIIIIIIII

$$
d1∗

��

p′1!

��

v1!

��

r1!

//
p′2∗

//
v2∗

//
r2∗

//
f∗ ��

f!
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où les faces perpendiculaires au plan de la feuille sont soit Ex∗∗ soit Ex!∗. On a déjà vu plusieurs fois que de tels
cubes sont commutatifs. L’astuce est de diviser le solide en deux selon les 1-morphisme : (v2 ◦ ∆′1)∗ = (d2 ◦ p′2)∗ et
(r2 ◦ d1)∗ = (∆1 ◦ f)∗ et puis utiliser la compatibilité des 2-morphismes d’échange Ex∗!(.) avec les compositions des
carrés. On a ainsi obtenu la commutation du cube (1.124). Ceci montre alors que la composée du diagramme planaire
(1.123) est égale à la composée de :

(1.125) H(X) H(Y ) H(Z)

H(Y×ZX) H(Y×ZY ) H(Y )

H(Y ) H(X×ZY ) H(X)

//
f∗

//
g∗

//
r2∗ //

p2∗

//
q2∗

��

q1!

��

r1!

��

p1!

��

f!

��

g!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

uuuuv~
Ex∗!

H(X×YX)

H(X)

H(X)

H(X)

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆2∗

∆2!

IIIIIIIIIIIIIII

$$

d1!

IIIIIIIIIIIIIII

$$

d2∗

��

p′1!

//p′2∗

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆1∗

∆1!

//
f∗ ��

f!uuuuv~
Ex!∗

�� ��
��Ex∗!

____ +3
Ex∗!

En utilisant en fin de compte la compatibilité des 2-isomorphismes d’échange Ex!∗(.) avec les compositions des carrés,
on voit que la composée de (1.125) est la même que celle de :

(1.126) H(X) H(Y ) H(Z)

H(Y×ZY ) H(Y )

H(Y ) H(X)

//
f∗

//
g∗

//
p2∗

��

p1!

��

f!

��

g!uuuuv~
Ex∗!

H(X×YX)

H(X)

H(X)

H(X)

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆2∗

∆2!

��

p′1!

//p′2∗

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

6666666666666666666666666

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

IIIIIIIIIIIIIII

$$

∆1∗

∆1!

//
f∗ ��

f!uuuuv~
Ex∗!

La composée du diagramme planaire (1.126) est clairement égale à la composée des 2-morphismes :

g!f!

αg // g∗f!

αf // g∗f∗

La proposition est prouvée. c.q.f.d

Une autre façon d’énoncer la proposition précédente est :
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Corollaire 1.7.4 — Les 2-morphismes αf : f!
// f∗ définissent un morphisme de 2-foncteurs (égaux sur

les objets) :
α : H!

// H∗

De plus, ce morphisme prolonge le morphisme identité :

ImmH!
ImmH∗

On a la proposition suivante :

Proposition 1.7.5 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

Le carré de 2-morphismes :

f!g
′
∗

Ex∗! //

αf

��

g∗f
′
!

αf′

��
f∗g
′
∗ Ex∗∗

// g∗f ′∗

est commutatif.

Demonstration Notons d’abord qu’on a un cube de S-schémas ayant pour faces des carrés cartésiens :

Y ′ Y

XX ′

X ′ X

X×YXX ′×Y ′X ′

KKKKKKKKK

%%

p′2

KKKKKKKKK

%%

p2

KKKKKKKKKK

%%

f

KKKKKKKKKK

%%f ′

��

p′1

��
f ′

��

f

//
r

//
g′

//
g

//
g′ ��

p1

Ce cube de S-schéma définit un cube dans la 2-catégorie TR :

(1.127)

H(Y ′) H(Y )

H(X)H(X ′)

H(X ′) H(X)

H(X×YX)H(X ′×Y ′X ′)

HHHHHHHHHHH

$$

p′2∗

HHHHHHHHHHH

$$

p2∗

HHHHHHHHHHHH

$$

f∗

HHHHHHHHHHHH

$$
f ′∗

��

p′1!

��

f ′!

��

f!

//
r∗

//
g′∗

//
g∗

//
g′∗ ��

p1!

Sur les faces on a soit un 2-morphisme Ex∗! soit un 2-isomorphisme Ex∗∗. Ce cube est commutatif (pour voir cela, on
peut le diviser en deux). Revenons à la preuve de la proposition. On va expliciter la composée :

f!g
′
∗

Ex∗! // g!f
′
!

αf′ // g∗f ′∗
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En reprenant la définition de αf ′ , on obtient le diagramme planaire :

(1.128)

H(X ′) H(Y ′)

H(X ′×Y ′X ′) H(X ′)

H(X ′)

//
f ′∗

//
p′2∗

��

p′1!

��

f ′!

GGGGGGGGGGGGGGG

##

∆′∗
∆′! �� �� 
� c∗

oooos{
(c!)
−1

wwwww�
Ex∗!

H(Y )

H(X)//
g′∗

//
g∗

��

f!wwwww�
Ex∗!

avec ∆′ l’immersion diagonale : X ′ // X ′ ×Y ′ X ′ . La composée du diagramme planaire (1.128) est égale à celle
de :

(1.129)

H(X ′)

H(Y ′)

H(Y )

H(X ′×Y ′X ′)

H(X ′)

H(X)

H(X×YX)H(X ′)

H(X)

GGGGGGGGGGGGGGG

##
f ′∗

GGGGGGGGGGGGGGG

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.

##
p′2∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

g∗

wwwwwwwwwwwwwww

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

;;

g′∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

r∗
GGGGGGGGGGGGGGG

##
p2∗

GGGGGGGGGGGGGGG

##
∆∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;
g∗

GGGGGGGGGGGGGGG

.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.

##
∆′!

∆′∗

��

p′1!

��

f ′!

��

f!

wwwww�
(c!)
−1

������
c∗

				��
Ex∗!

____ks
Ex∗!

�� ��
�� Ex∗∗

�� ��
�� Ex∗∗

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que la partie du diagramme située au-dessus de la ligne en pointillé :

H(X ′)
∆′∗ // H(X ′ ×Y ′ X ′)

p′2∗ // H(X ′)
g′∗ // H(X)

est égale à la composée des 2-morphismes :

g′∗ ◦ p′2∗ ◦∆′∗
c∗(∆

′,p′2) // g′∗

Mais ceci est clair par la relation de cocycle pour le 2-foncteur H∗ étant donné que la partie en question du diagramme
ne fait intervenir que des 2-morphismes de connexion c∗(.) ou d’échange Ex∗∗ = c(.)c(.)−1. En utilisant maintenant le
cube commutatif (1.127) ainsi que l’égalité des deux 2-morphismes d’échanges Ex!∗ et Ex∗∗ associés au carré cartésien :

X ′
g′ //

∆′

��

X

∆

��
X ′ ×Y ′ X ′ r

// X ×Y X
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on voit que la composée de (1.129) est égale à la composée de :

(1.130)

H(X ′)

H(Y ′)

H(Y )

H(X ′×Y ′X ′) H(X) H(X)

H(X×YX)H(X ′)

H(X)

GGGGGGGGGGGGGGG

##
f ′∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

g∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

r∗
GGGGGGGGGGGGGGG

##

p2∗

GGGGGGGGGGGGGGG

##
∆!

∆∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;
g∗

GGGGGGGGGGGGGGG

##
∆′!

∆′!

��

p′1!

��

f!

wwwww�
(c!)
−1

������
c∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

g′∗ GGGGGGGGGGGGGGG

##
f∗

��

p1!

�� ��
�� Ex∗!

�� ��
�� Ex∗∗

____ks
Ex∗!

				�� Ex∗!

En utilisant en fin la compatibilité des 2-morphismes d’échange Ex∗! avec la composition des carrés on obtient :

(1.131)

H(X ′)

H(Y ′)

H(Y )

H(X) H(X)

H(X×YX)H(X ′)

H(X)

GGGGGGGGGGGGGGG

##
f ′∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

g∗

GGGGGGGGGGGGGGG

##

p2∗

GGGGGGGGGGGGGGG

##
∆!

∆∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;
g∗

��

f!

wwwww�
(c!)
−1

������
c∗

wwwwwwwwwwwwwww

;;

g′∗ GGGGGGGGGGGGGGG

##
f∗

��

p1!

�� ��
�� Ex∗∗

____ks
Ex∗!

Évidement, la composée du diagramme planaire ci-dessus est égale à la composée des 2-morphismes :

f!g
′
∗

αf // f∗g′∗
Ex∗,∗ // g∗f∗

La proposition est donc prouvée. c.q.f.d

On a également les analogues suivants :

Proposition 1.7.6 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y
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Le carré de 2-morphismes :

f!g
′
!

Ex!! //

αg′

��

g!f
′
!

αg

��
f!g
′
∗ Ex∗!

// g!f
′
∗

est commutatif.

Demonstration Cette proposition découle de la proposition 1.7.5 par un argument de 2-dualité. En effet la com-
mutativité du carré de l’énoncé équivaut à la commutativité de :

f?g
′
? g?f

′
?

Ex?,?oo

f?g
′
∇

αop

OO

g?f
′
∇Ex?,∇

oo

αop

OO

Ce qui est assuré par la proposition 1.7.5 appliqué au foncteur croisé sur le quadruplet (G?,G?,G∇,G∇). c.q.f.d

Proposition 1.7.7 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

Le carré de 2-morphismes :

g∗f!

Ex∗! //

αf

��

f ′! g
′∗

αf′

��
g∗f∗

Ex∗∗

// f ′∗g
′∗

est commutatif.

Demonstration Le diagramme commutatif de l’énoncé s’obtient du diagramme de la proposition 1.7.5 via l’adjonc-
tion globale entre H∗ et H∗. c.q.f.d

Proposition 1.7.8 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′

g // Y

Le carré de 2-morphismes :

f ′! g
′! Ex!

! //

αf′

��

g!f!

αf

��
f ′∗g
′!

Ex!
∗

// g!f∗

est commutatif.

Demonstration Le diagramme commutatif de l’énoncé s’obtient du diagramme de la proposition 1.7.6 via l’adjonc-
tion globale entre H! et H!. On peut également le déduire par un argument de 2-dualité à partir de la proposition 1.7.7.
c.q.f.d
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1.7.2 Pour f projectif, f! → f∗ est un 2-isomorphisme

Le cas des espaces projectifs

SoitX un S-schéma quasi-projectif. Dans ce numéro on prouvera que si pn est la projection canonique PnX // X

alors :

Theoreme 1.7.9 — Le 2-morphisme :

αpn : pn!
// pn∗

est inversible.

On va raisonner par récurrence sur l’entier n. Pour n = 0, il n’y a rien à démontrer. On fixe donc n ≥ 1. Pour
simplifier les notations, on écrira simplement p à la place de pn la projection PnX // X mais on conservera la

notation26 pm pour m 6= n. L’hypothèse de récurrence nous dit donc que le 2-morphisme :

αpn−1 : pn−1!
// pn−1∗

est inversible. On considère le diagramme commutatif de S-schémas :

Pn−1
X

h //

t

��

PnX

p

��

X

s

��

i∞oo

Pn−1
X

xxxxxxxx

xxxxxxxx

pn−1 00

(PnX)∗voo
j∞

<<zzzzzzzzz

r

""FFFFFFFF
AnX

j0

``AAAAAAAA

q
}}||||||||

X

Les notations sont expliquées ci-dessous :
– h est l’inclusion de l’hyperplan défini par l’annulation de la dernière coordonnée homogène,
– j0 est l’inclusion de l’ouvert complémentaire envoyant la section nulle de AnX sur la section à l’infini de PnX ,
– i∞ est l’inclusion de la section à l’infini de PnX ,
– j∞ est l’immersion de l’ouvert complémentaire à i∞,
– v est la projection sur Pn−1

X de centre i∞. La projection v est naturellement un fibré en droites sur Pn−1
X avec t

pour section nulle. On choisit N un OPn−1
X

-module tel que (PnX)∗ soit isomorphe à V(N ).
Fixons un objet A de H(X). On considère le complexe (ou plutôt le triangle) dans la catégorie additive H(PnX) :

(4) h!h
!p∗A

δ // p∗A
η // i∞∗i∗∞p

∗A
0 // h!h

!p∗A[+1]

On a la proposition :

Proposition 1.7.10 — Si on applique p∗ au triangle (4), on obtient un triangle distingué de H(X).

Demonstration On forme le diagramme suivant dans H(PnX) :

(1.132) h!h
!p∗A

δ // p∗A
η // i∞∗i∗∞p

∗A
0 // h!h

!p∗A[+1]

h!h
!p∗A

δ // p∗A
η // j0∗j∗0p

∗A
θ //

a

OO

h!h
!p∗A[+1]

Le triangle inférieur étant le premier triangle distingué de l’axiome de localité. La flèche a est l’évaluation en p∗A de
la composée :

j0∗j
∗
0

η // j0∗s∗s∗j∗0
∼ // i∞∗i∗∞

Le diagramme (1.132) est commutatif. En effet la commutation du second carré de (1.132) découle de la proposition
1.1.17.

26En fait on aura seulement besoin de pn−1.
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Appliquons p∗ au diagramme (1.132). On obtient alors le diagramme commutatif :

(1.133) p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
η // p∗i∞∗i∗∞p

∗A
0 // p∗h!h

!p∗A[+1]

p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
η // p∗j0∗j∗0p

∗A
θ //

p∗(a)

OO

p∗h!h
!p∗A[+1]

On va prouver que ce diagramme se prolonge en un isomorphisme de triangles, ce qui prouvera la proposition. On
divise la démonstration en deux étapes :

Étape 1 : La flèche p∗(a) du diagramme (1.133) est un isomorphisme. On montrera plus généralement que le
2-morphisme :

p∗j0∗j
∗
0p
∗ η // p∗j0∗s∗s∗j∗0p

∗ ∼ // p∗i∞∗i∗∞p
∗

est inversible. Le 2-morphisme en question est la composée du diagramme planaire suivant :

(1.134) H(X) H(PnX) H(AnX) H(AnX) H(PnX) H(X)

H(X)

//
p∗

//
j∗0

//
j0∗

//
p∗

ttttttttttttttttttttt

::

i∗∞

�������������

GG

s∗

/////////////

��

s∗

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

i∞∗

� �� �KS η////S[
(c∗)−1 ����

CK
(c∗)
−1

Pour montrer qu’il est un 2-isomorphisme, il suffira de prouver que la composée du diagramme planaire suivant en est
un :

(1.135) H(X) H(PnX) H(AnX) H(AnX) H(PnX) H(X)

H(X)

//
p∗

//
j∗0

//
j0∗

//
p∗

ttttttttttttttttttttt

::

i∗∞

�������������

GG

s∗

/////////////

��

s∗

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

i∞∗

� �� �KS η////S[
(c∗)−1 ����

CK
(c∗)
−1

33

(pj0s)∗

3333U] (c∗)−1

##

(pj0s)∗

����
AI(c∗)

−1

;;

q∗

� �� �KS
c∗

;;

q∗

� �� �KS
c∗

En effet, les deux diagrammes planaires (1.134) et (1.135) ne diffèrent que par des 2-isomorphismes de connexion du
type c∗ et c∗. Mais en utilisant l’axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H∗ et H∗
on voit immédiatement que la composée de (1.135) est simplement la composée de :

(1.136) H(X) H(AnX) H(AnX) H(X)

H(X)

//
q∗

//
q∗

ttttttttttttttttttttt

::

(qs)∗
�������������

GG

s∗

/////////////

��

s∗

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

(qs)∗

� �� �KS η////S[
(c∗)−1 ����

CK
(c∗)
−1

Par l’axiome d’homotopie, on sait que le 2-morphisme d’unité : 1 ∼ // q∗q∗ est inversible. En attachant ce 2-
isomorphisme au diagramme planaire (1.136), on se ramène finalement à prouver que la composée du diagramme
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planaire :

(1.137) H(X) H(AnX) H(AnX) H(X)

H(X)

//
q∗

//
q∗

ttttttttttttttttttttt

::

(qs)∗
�������������

GG

s∗

/////////////

��

s∗

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

(qs)∗

� �� �KS η////S[
(c∗)−1 ����

CK
(c∗)
−1

� �� �KS η∼

est un 2-isomorphisme. Mais par la proposition 1.1.17, la composée du diagramme planaire 1.137 n’est autre que le
2-morphisme d’unité de l’adjonction entre (q ◦s)∗ et (q ◦s)∗. Puisque q ◦s = idX ce 2-morphisme d’unité est forcément
un 2-isomorphisme. D’où le résultat recherché !

Étape 2 : Fin de la preuve. Pour terminer la preuve de la proposition, on pourra prouver que la flèche :

(1.138) p∗j0∗j
∗
0p
∗A

θ // p∗h!h
!p∗A[+1]

est nulle. En effet, si c’est le cas, le diagramme :

p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
η // p∗i∞∗i∗∞p

∗A
0 // p∗h!h

!p∗A[+1]

p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
η // p∗j0∗j∗0p

∗A
θ //

p∗(a)

OO

p∗h!h
!p∗A[+1]

sera commutatif et d’après l’étape précédente il aura les flèches verticales des isomorphismes.
Mais pour que la flèche (1.138) soit nulle, il suffit (compte tenu du fait que le triangle inférieur est distingué) que

la flèche :

(1.139) p∗p
∗A

η // p∗j0∗j∗0p
∗A

admette une section. Par la proposition 1.1.17, on a un diagramme commutatif :

p∗p
∗A

η // p∗j0∗j∗0p
∗A

∼
��

A

η

OO

η
// q∗q∗A

La flèche horizontale inférieure est un isomorphisme par l’axiome de l’homotopie. On peut donc prendre comme section
à (1.139) la composée :

p∗j0∗j
∗
0p
∗A

∼ // q∗q∗A A
∼
η
oo η // p∗p∗A

En effet, on a le diagramme commutatif :

p∗j0∗j
∗
0p
∗A

∼ // q∗q∗A A
∼
η
oo η // p∗p∗A

η // p∗j0∗j∗0p
∗A

p∗j0∗j
∗
0p
∗A

∼ // q∗q∗A A
∼
η
oo η // q∗q∗A

∼ // p∗j0∗j∗0p
∗A

p∗j0∗j
∗
0p
∗A

∼ // q∗q∗A q∗q
∗A

∼ // p∗j0∗j∗0p
∗A

p∗j0∗j
∗
0p
∗A p∗j0∗j

∗
0p
∗A
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La proposition est prouvée. c.q.f.d

Remarque 1.7.11 — Le lecteur pourra remarquer que l’hypothèse de récurrence n’a servi nulle part dans la
démonstration de la proposition 1.7.10. En fait on a juste utilisé l’axiome de l’homotopie et quelques sorites élémentaires
sur les adjonctions globaux (la proposition 1.1.17). En ce sens, la proposition 1.7.10 est élémentaire. La démonstration
de la proposition 1.7.12, suit les même lignes de la démonstration précédente mais utilisera des résultats plus élaborés
ainsi que l’hypothèse de récurrence.

Proposition 1.7.12 — Si on applique p! au triangle (4), on obtient un triangle distingué de H(X).

Demonstration On forme le diagramme suivant dans H(PnX) :

h!h
!p∗A

δ //

a

��

p∗A
η // i∞∗i∗∞p

∗A
0 // h!h

!p∗A[+1]

j∞!j
!
∞p
∗A

δ // p∗A
η // i∞∗i∗∞p

∗A
θ // j∞!j

!
∞p
∗A[+1]

Le triangle inférieur étant le triangle distingué habituel et a est l’évaluation en p∗A de la composée :

h!h
! ∼ // j∞!t!t

!j!
∞

δ // j∞!j
!
∞

Ce diagramme est commutatif par la proposition 1.1.17. Lorsqu’on applique p! on obtient le diagramme commutatif :

(1.140) p!h!h
!p∗A

δ //

p!(a)

��

p!p
∗A

η // p!i∞∗i
∗
∞p
∗A

0 // p!h!h
!p∗A[+1]

p!j∞!j
!
∞p
∗A

δ // p!p
∗A

η // p!i∞∗i
∗
∞p
∗A

θ // p!j∞!j
!
∞p
∗A[+1]

Il suffit comme dans la démonstration de 1.7.10 de prouver les points suivants.
– La flèche p!(a) : p!h!h

!p∗A // p!j∞!j
!
∞p
∗A est un isomorphisme.

– La flèche p!j∞!j
!
∞p
∗A

δ // p!p
∗A admet une rétraction ou encore (une fois qu’on sait que p!(a) est inversible)

que la flèche :

(1.141) p!h!h
!p∗A

δ // p!p
∗A

admet une rétraction.
On établira chaque point dans une étape à part :

Étape 1 : la flèche p!(a) du diagramme (1.140) est un isomorphisme. On prouvera plus généralement que la composée
des 2-morphismes :

p!h!h
!p∗

∼ // p!j∞!t!t
!j!
∞p
∗ δ // p!j∞!j

!
∞p
∗

est inversible. En langage de diagrammes planaires, le 2-morphisme en question est la composée de :

(1.142) H(X) H(PnX) H((PnX)∗) H((PnX)∗) H(PnX) H(X)

H(Pn−1
X )

//
p∗

//
j!
∞

//
j∞!

//
p!

ttttttttttttttttttttt

::

h!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

h!

�� ��
�� δ

// //
��

c!
������ c!

Dire que la composée du diagramme planaire (1.142) est un 2-isomorphisme est équivalent à dire que la composée du
diagramme planaire suivant en est un :
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(1.143) H(X)

H(PnX)

H((PnX)∗) H((PnX)∗)

H(PnX)

H(X)

H(Pn−1
X )

rrrrrrrrrr

99
p∗

FFFFFFFF

##

j!
∞

xxxxxxxx

;;
j∞!

LLLLLLLLLL

%%

p!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!�� ��
�� δ

//r∗ //r!

H(Pn−1
X ) H(Pn−1

X )
LLLLLLLLLL

%%p∗n−1

xxxxxxxx

;;

v∗ FFFFFFFF

##v!

rrrrrrrrrr

99

pn−1!

�� ��
�� b

�� ��
�� c∗

�� ��
��(c!)

−1

�� ��
��c!

(b étant la composée des 2-isomorphismes27 : j!
∞p
∗ ∼ // E(Ωj∞)j∗∞p

∗ = j∗∞p
∗ (c∗)−1

// r∗ ). En effet, les deux dia-

grammes planaires (1.142) et (1.143) ne diffèrent que par des 2-isomorphismes de connexions du type c∗, c! et c! ainsi
que le 2-isomorphisme b. On voit alors qu’on pourra se contenter de prouver que la composée du diagramme planaire
suivant :

(1.144) H(Pn−1
X ) H((PnX)∗) H((PnX)∗) H(Pn−1

X )

H(Pn−1
X )

//
v∗

//
v!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!�� ��
�� δ

est un 2-isomorphisme. Rappelons qu’on avait choisi un OPn−1
X

-module inversible N tel que v soit isomorphe à la

projection du fibré : V(N ) // Pn−1
X . Par un calcul facile28, on voit qu’on a un isomorphisme entre Ωv et v∗N . En

particulier Ωv provient d’un pull-back par v. Rappelons également qu’on peut associer à N une équivalence E(N )
de H(Pn−1

X ). Pour prouver que la composée de (1.144) est un 2-isomorphisme il suffit de le faire après composition à
gauche par E(N ), i.e. :

(1.145) H(Pn−1
X ) H(Pn−1

X ) H((PnX)∗) H((PnX)∗) H(Pn−1
X )

H(Pn−1
X )

//
E(N )

//
v∗

//
v!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!�� ��
�� δ

Mais v! et v∗E(N ) sont 2-isomorphes par la composée des 2-isomorphismes :

v∗E(N ) ∼ // E(v∗N )v∗ ∼ // E(Ωv)v∗
∼ // v!

(le second isomorphisme provient de l’isomorphisme entre v∗N et Ωv). Ainsi, pour montrer ce que l’on veut, il suffira
de prouver que la composée du diagramme planaire :

(1.146) H(Pn−1
X ) H((PnX)∗) H((PnX)∗) H(Pn−1

X )

H(Pn−1
X )

//
v!

//
v!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!�� ��
�� δ

27Remarquer que le O(Pn
X

)∗ -module Ωj∞ est nul puisque j∞ est une immersion ouverte.
28En effet soit E

e // B un fibré vectoriel. Par définition Ωe est le faisceau normal de l’immersion diagonale d : E // E ×B E .

Notons p1 la projection sur le premier facteur : E ×B E // E . Maintenant, le B-schéma E×B E s’identifie à la somme directe E⊕E
et la projection p1 s’identifie à l’application x⊕ y → x. En particulier p1 définit un fibré vectoriel sur E isomorphe au pull-back de E par
e et l’immersion diagonale d devient une section. De là il est facile de conclure que V(Ωe) ' e∗E.
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est un 2-isomorphisme. On peut aussi considérer le diagramme planaire :

(1.147) H(Pn−1
X ) H((PnX)∗) H((PnX)∗) H(Pn−1

X )

H(Pn−1
X )

//
v!

//
v!

�������������

GG

t!

/////////////

��

t!�� ��
�� δ

�� ��
�� δ

ttttttttttttttttttttt

::

(vt)!

// //
��
c!

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

$$

(vt)!

������
c!

puisque les deux diagrammes planaires (1.146) et (1.147) diffèrent par des 2-isomorphismes de connexions de type c! et
c! ainsi que par le 2-morphisme de counité v!v

! ∼ // 1 qui est inversible par l’axiome d’homotopie (étant donné que
v est la projection d’un fibré en droites). Mais par la proposition 1.1.17, la composée du diagramme planaire (1.147)
est égale au morphisme de counité de l’adjonction entre (v ◦ t)! et (v ◦ t)!. Puisque v ◦ t = idPn−1

X
, ce 2-morphisme de

counité est un 2-isomorphisme. D’où le résultat recherché29 !

Étape 2 : La flèche (1.141) admet une rétraction. On construira dans cette étape une rétraction à la flèche (1.141) :

p!h!h
!p∗A // p!p

∗A

Pour cela on va utiliser le 2-morphisme αp : p!
// p∗ (voir la définition 1.7.1). Par naturalité, le diagramme

suivant :

(1.148) p!h!h
!p∗A

δ //

αp

��

p!p
∗A

αp

��
p∗h!h

!p∗A
δ
// p∗p∗A

est commutatif. La flèche horizontale inférieure admet une rétraction par la proposition précédente30. On en fixe une
qu’on notera ρ. D’autre part, la flèche :

p!h!h
!p∗A

αp // p∗h!h
!p∗A

est un isomorphisme et même le 2-morphisme αp : p!h!
// p∗h! est inversible. En effet, par la proposition 1.7.3 on

a un carré commutatif :

pn−1!

c!

��

αpn−1 // pn−1∗

c∗

��
p!h!

// p∗h! p∗h∗

à flèches verticales des 2-isomorphismes de connexions, et par l’hypothèse de récurrence le 2-morphisme αpn−1 est un
2-isomorphisme. Ceci dit, on peut prendre comme rétraction la composée :

p!p
∗A

αp // p∗p∗A
ρ // p∗h!h

!p∗A p!h!h
!p∗A

∼
αp
oo

29Le lecteur pourra remarquer que l’on n’a toujours pas utilisé l’hypothèse de récurrence.
30Ceci a été établi dans la démonstration de la proposition 1.7.10. On peut également le déduire directement de l’énoncé de la proposition

en question. En effet, cet énoncé affirme que le triangle suivant :

p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
η // p∗i∞∗i∗∞p∗A

0 // p∗h!h
!p∗A[+1]

est distingué. Mais dans un triangle distingué où le troisième coté est nul, le premier coté admet une rétraction et le second une section
i.e. le triangle est scindé.
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En effet, on a le diagramme commutatif suivant :

p!h!h
!p∗A

δ // p!p
∗A

αp // p∗p∗A
ρ // p∗h!h

!p∗A p!h!h
!p∗A

∼
αp
oo

p!h!h
!p∗A

αp // p∗h!h
!p∗A

δ // p∗p∗A
ρ // p∗h!h

!p∗A p!h!h
!p∗A

∼
αp
oo

p!h!h
!p∗A

αp // p∗h!h
!p∗A p∗h!h

!p∗A p!h!h
!p∗A

∼
αp
oo

p!h!h
!p∗A p!h!h

!p∗A

La proposition 1.7.12 est prouvée. c.q.f.d

Corollaire 1.7.13 — Si p est la projection PnX // X , le 2-morphisme :

αp : p!p
∗ // p∗p∗

est inversible.

Demonstration Il suffit de voir que pour tout objet A de H(X) la flèche :

p!p
∗A // p∗p∗A

induite par le 2-morphisme αp est un isomorphisme.
En appliquant le 2-morphisme αp : p!

// p∗ au triangle (4), on obtient par naturalité un diagramme commu-
tatif :

p!h!h
!p∗A

δ //

��

p!p
∗A

η //

��

p!i∞∗i
∗
∞p
∗A

0 //

��

p!h!h
!p∗A[+1]

��
p∗h!h

!p∗A
δ // p∗p∗A

η // p∗i∞∗i∗∞p
∗A

0 // p∗h!h
!p∗A[+1]

qui est un morphisme de triangles distingués par les propositions 1.7.10 et 1.7.12. Il suffit donc de montrer que les
deux 2-morphismes :

(1.149) p!h!
// p∗h! et p!i∞∗ // p∗i∞∗

sont inversibles. Mais d’après la proposition 1.7.3, on a les diagrammes commutatifs :

pn−1!

c!

��

αpn−1 // pn−1∗

c∗

��

idX!

c!

��

idX∗

c∗

��
p!h!

// p∗h! p∗h∗ p!i∞! p!i∞∗ // p∗i∞∗

à flèches verticales des 2-isomorphismes. Il devient alors clair que le second 2-morphisme de (1.149) est inversible. Pour
le premier 2-morphisme de (1.149) on conclut en utilisant l’hypothèse de récurrence. c.q.f.d

Par 2-dualité on obtient aussi le corollaire :

Corollaire 1.7.14 — Le 2-morphisme :

αp : p!p
! // p∗p!

est inversible.

Demonstration En effet, le corollaire 1.7.13 s’applique au foncteur croisé sur le quadruplet (G?,G?,G∇,G∇). Ainsi,
le 2-morphisme :

p∇p
? // p?p?
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est inversible. Ceci veut exactement dire (puisque ? correspond à ! et ∇ correspond à ∗) que le 2-morphisme :

p!p
! // p∗p!

est inversible. c.q.f.d

On va construire à l’aide des deux corollaires 1.7.13 et 1.7.14 deux 2-morphismes p∗ // p! .

1. Le premier 2-morphisme est la composée :

φ1 : p∗
η // [p∗p∗]η p∗ p! [p∗p∗]δ

αp

∼
oo δ // p!

(les notations [.]η et [.]δ désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 2-morphismes d’unité et de
counité).

2. Le deuxième 2-morphisme est la composée :

φ2 : p∗
η // p∗ [p!p!]η [p!p

!]δ p!

αp

∼
oo δ // p!

On a le lemme :

Lemme 1.7.15 — Le 2-morphisme φ1 appliqué à p∗ donne l’inverse du 2-isomorphisme αp : p!p
∗ ∼ // p∗p∗ .

Dualement, le 2-morphisme φ2 appliqué à p! donne l’inverse du 2-isomorphisme αp : p!p
! ∼ // p∗p! .

Demonstration On démontrera seulement la première assertion : la seconde découlera par 2-dualité en remarquant
que φ2 est exactement le 2-morphisme φ1 mais construit à partir du foncteur croisé sur le quadruplet (G?,G?,G∇,G∇).
Considérons le diagramme suivant :

(1.150) p∗p
∗ η //

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ
[p∗ {p∗]η p∗}δ p∗

δ

��

p! [p∗ {p∗ ]δ p∗}η
αp

∼
oo δ // p!p

∗

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

p∗p
∗ p!p

∗αp

∼
oo

η

OO

les notations [.]η et [.]δ désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 2-morphismes d’unité et de counité dans
la ligne horizontale supérieure du diagramme (1.150). Les notations {.}η et {.}δ désignent le couple de 1-morphismes
qui définissent les 2-morphismes d’unité et de counité verticaux du diagramme (1.150).

Pour prouver le lemme, il suffit bien évidemment de prouver que le diagramme (1.150) est commutatif.
Le triangle de droite n’est autre que le triangle :

p∗
η //

FFFFFFFFFF

FFFFFFFFFF p∗p
∗p∗

δ

��
p∗

évalué en p∗. Mais ce triangle est commutatif par définition des adjonctions.
De même le triangle de gauche n’est autre que le triangle :

p∗p∗p
∗ δ // p∗

p∗

η

OO xxxxxxxxx

xxxxxxxxx

sur lequel on applique p!. Ce triangle est également commutatif par définition des adjonctions.
Il reste donc à prouver la commutation du carré :

p∗ {p∗p∗}δ p∗

δ

��

p!p
∗ {p∗ p∗}η

αpoo

p∗p
∗ p!p

∗αpoo

η

OO



1.7 Le morphisme de 2-foncteurs H! 7−→ H∗. Fin de la démonstration 175

Ce carré se factorise horizontalement de la manière suivante :

(1.151) p∗ {p∗p∗}δ p∗

δ

��

p∗p
∗ {p∗ p∗}η p!p

∗ {p∗ p∗}η
αpoo

p∗p
∗ p∗p

∗

η

OO

p!p
∗αpoo

η

OO

Le second carré de (1.151) est commutatif par naturalité de αp et le premier carré de (1.151) n’est autre que le carré :

p∗p∗p
∗

δ

��

p∗p∗p
∗

p∗ p∗

η

OO

sur lequel on a appliqué p∗. En particulier, il est aussi commutatif par définition des adjonctions. Ceci termine la
preuve de la commutation du carré central de (1.150) et donc la preuve du lemme. c.q.f.d

On est en mesure maintenant de prouver le cas n de la récurrence et donc le théorème 1.7.9 :

Proposition 1.7.16 — (Le cas n de la récurrence) Le 2-morphisme :

αp : p!
∼ // p∗

est inversible.

Demonstration Pour montrer que le 2-morphisme αp est inversible il suffit de montrer qu’il a un inverse à droite
et un inverse à gauche31. Nous prouverons que φ1 est un inverse à gauche de αp et que φ2 est un inverse à droite de
αp. Il faut donc montrer que les composées :

(1.152) u1 : p∗
φ1 // p!

αp // p∗

et

(1.153) u2 : p!

αp // p∗
φ2 // p!

sont les 2-morphismes identités. Pour prouver cela il suffira de le faire pour les 2-morphismes au1 : p∗ // p∗ et
au2 : p! // p! obtenus par adjonction.

Étape 1 : Commençons par le 2-morphisme p∗ // p∗ . Il est la composée :

(1.154) p∗
η // p∗p∗p∗

u1 // p∗p∗p∗
δ // p∗

Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée :

(1.155) p∗p∗p
∗ φ1 // p∗p!p

∗ αp // p∗p∗p∗

Mais par le lemme 1.7.15, les deux 2-morphismes : p∗p∗
φ1 // p!p

∗ et p!p
∗ αp // p∗p∗ sont inverses l’un de l’autre. Il

vient que le 2-morphisme composé de (1.155) est le 2-morphisme identité. Ainsi, la composée de (1.154) est simplement
la composée :

p∗
η // p∗p∗p∗

δ // p∗

Par la définition des adjonctions cette composée est le 2-morphisme identité.

31Par 2-dualité, il suffit juste de prouver que αp admet un inverse à gauche. En effet en appliquant ceci au foncteur croisé (G?,G?,G∇,G∇)
on voit que αop

p admet aussi un inverse à gauche ce qui équivaut à dire que αp admet un inverse à droite.
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Étape 2 : On fait pareil pour le 2-morphisme p! // p! . Il est la composée :

p!
η // p!p!p

! u2 // p!p!p
! δ // p!

Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée :

(1.156) p!p!p
!

αp // p!p∗p
!

φ2 // p!p!p
!

Étant donné que p!p
!

αp // p∗p! et p∗p
!

φ2 // p!p
! sont inverses l’un de l’autre (par le lemme 1.7.15), on voit alors

que la composée de (1.156) est l’identité. Ainsi, notre 2-endomorphisme p! // p! est la composée des 2-morphismes :

p!
η // p!p!p

! δ // p!

C’est donc le 2-morphisme identité. c.q.f.d

Le cas général. Application

Theoreme 1.7.17 — Soit f : X // Y un S-morphisme projectif. Le 2-morphisme :

αf : f!
// f∗

est inversible.

Demonstration Dans le numéro précédent on a traité le cas de l’espace projectif sur Y . Il est facile en utilisant
l’axiome de localité et la compatibilité du 2-morphisme p!

// p∗ avec les échanges, de déduire le cas où p est la

projection : P(L ) // Y avec L un OY -module localement libre.
Pour traiter le cas général, on choisit une Y -immersion :

X
s //

f
""EEEEEEEEE P(L )

p

��
Y

(avec L localement libre sur Y ) et on invoque le diagramme commutatif :

f!

αf //

c!

��

f∗

c∗

��
p!s! p!s∗

αp // p∗s∗

Le théorème est prouvé. c.q.f.d

On termine par une application importante du théorème précédent :

Corollaire 1.7.18 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas :

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′ g

// Y

avec f projectif. Le 2-morphisme d’échange :

Ex∗∗ : g∗f∗ // f ′∗g
′∗

est inversible.
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Demonstration En effet, par 1.7.7 on a un carré commutatif :

g∗f!

Ex∗! //

αf

��

f ′! g
′∗

αf′

��
g∗f∗

Ex∗∗

// f ′∗g
′∗

Étant donné que les 2-morphismes Ex∗! , αf et αf ′ sont inversibles, le résultat est clair. c.q.f.d

Remarque 1.7.19 — L’analogue du corollaire 1.7.18 est connu dans [SGA 4] sous le nom du "théorème de
changement de base pour un morphisme propre".
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Chapitre 2

Compléments sur les 2-foncteurs
homotopiques stables et les quatres
opérations

Introduction. Beaucoup de théorèmes de base en cohomologie étale se démontrent par dévissage en utilisant le
théorème de changement de base propre et le théorème de changement de base par un morphisme lisse. Parmi ces
théorèmes, on note :

– la constructibilité des faisceaux de cohomologie Rif∗F , pour f de type fini et F un faisceau de Λ-modules
constructible,

– les encadrements de la dimension cohomologique des Rf∗ (par exemple, le théorème d’Artin sur les images
directes cohomologiques par des morphismes affines1),

– le formalisme de dualité de Verdier (qui repose en partie sur la notion de faisceau constructible).
Mis à part la section 2.4, on peut dire que le but de ce chapitre est d’établir des analogues motiviques d’une partie

de ces théorèmes en se basant sur le théorème de changement de base pour un morphisme projectif démontré dans le
chapitre précédent. Pour cela, on doit d’abord préciser les notions de constructibilité et de dimension cohomologique
dans le cadre motivique voire même dans le cadre abstrait d’un 2-foncteur homotopique stable. Fixons donc un
2-foncteur homotopique stable H : Sch/S // TR .

Comme remplaçant des faisceaux constructibles, il est naturel d’utiliser les objets compacts. Malheureusement,
pour que la notion de compacité ait un sens, il faudra que les catégories H(−) admettent des petites sommes. Ainsi, on
a opté pour une autre définition qui garde un sens pour n’importe quel H. Pour motiver la dite définition, plaçons nous
un instant dans le 2-foncteur SH. Parmi les objets compacts de SH(X), on trouve les motifs (U+) ∧ Gm∧n associés
à un X-schéma lisse U . Il est bien connu que ces motifs engendrent la catégorie avec petites sommes SH(X). Par
un résultat classique (voir la proposition 2.1.24), on déduit que tout objet compact de SH(X) peut être construit en
un nombre fini d’étapes à partir des (U)+ ∧ Gm∧n en prenant des cônes successifs et des facteurs directs. Ainsi la
sous-catégorie des objets compacts de SH(X) est la plus petite sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs
contenant les motifs (U)+ ∧ Gm∧n. D’autre part, si f est le morphisme structural du X-schéma lisse U , on sait que
(U+) = f#S0

U avec S0 la sphère simpliciale de dimension nulle. N’ayant pas d’objets distingués dans H(S), ceci nous
amène à définir la sous-catégorie des objets constructibles de H(X) comme étant celle engendrée par les f#AU avec A
variant dans une classe d’objets de H(S) fixée à l’avance.

Pour ce qui est de la dimension cohomologique dans H, le formalisme des t-structures s’impose (voir [BBD82]).
Reste bien sûr à en choisir une. En vue des applications potentielles, notre choix est tombé sur une généralisation de
la t-structure homotopique sur DM(k) ou SH(k) (avec k un corps). Notre point de départ, est un théorème de Fabien
Morel [Mor05], affirmant que la t-structure homotopique de SH(k) est "engendrée" (au sens de la définition 2.1.71)
par les motifs de la forme : (X+) ∧ Gm∧n avec X un k-schéma lisse et n ∈ Z. Ainsi, nous étudierons les t-structures
sur H(−) engendrée par les objets analogues à savoir des f#AX′(n)[n] avec f lisse de source X ′, A variant dans un
ensemble d’objets de H(S) fixé à l’avance.

Ayant expliqué nos notions de constructibilité et de dimension cohomologique, faisons un bref aperçu des résultats
obtenus dans ce chapitre.

1- La section 2.1 regroupera une grande partie des techniques générales employées dans ce chapitre. La première
partie concerne les catégories triangulées. On y trouvera les notions élémentaires de sous-catégories suspendues et
cosuspendues engendrées par une classe d’objets. On discutera également des objets constructibles, compacts et des

1Notons tout de suite, qu’on est très loin de démontrer et même de formuler un analogue du théorème d’Artin motivique.
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catégories bien engendrées. On redémontrera quelques théorèmes bien connus comme le lemme de représentabilité de
Brown. Tous ces résultats se trouvent déjà dans la littérature (voir par exemple le livre de Neeman [Nee01]). On
passe ensuite aux dérivateurs triangulés auxquels on consacre une sous-section relativement grande. Une bonne partie
des résultats discutés se trouvent dans [Gro90], [Mal01a] et [Mal01b]. Mise à part, la section 2.4, la théorie des
dérivateurs sera très rarement utilisée dans ce chapitre. Elle le sera par contre beaucoup plus dans le chapitre suivant.
On enchaîne sur les histoires d’engendrement de t-structure et de t-exactitude des foncteurs, avec lesquels on termine
la partie "techniques triangulées" de ces préliminaires.

La suite des préliminaires concerne surtout les catégories monoïdales. Dans cette partie très technique, on introduira
les notions de modules et projecteurs dans le but d’alléger les problèmes de cohérences rencontrés dans la théorie de
dualité de Verdier. Le lecteur remarquera qu’on travaillera systématiquement avec des catégories monoïdales non for-
cément symétriques ou unitaires. Cette généralité est peut-être inutile étant donné que toutes la catégories motiviques
connues sont monoïdales symétriques et unitaires. Il y a au moins trois raisons pour ce choix :

– Les catégories monoïdales sont formellement plus faciles à étudier que les catégories monoïdales symétriques et
unitaires, pour la simple raison que ces derniers contiennent plus de structures.

– Le fait de travailler avec une structure monoïdale non forcément symétrique nous force à conserver les objets
dans le bon ordre, ce qui rend, il nous semble, l’exposition plus claire.

– Il est tout de même bon de savoir que la théorie de dualité de Verdier peut se faire sans l’isomorphisme de
commutation. Ou, si l’on préfère, de savoir à quel endroit l’isomorphisme de commutation intervient. En fait,
l’unique différence avec le cas symétrique, est que les opérateurs de dualités ne sont pas involutifs.

On termine, la section par un retour à la géométrie. Un numéro sera consacré aux notions de 2-foncteurs homotopiques
stables, Q-linéaire, séparé, quasi-séparé, parfait pour les petites sommes, etc. Dans un deuxième numéro on rappellera
très brièvement les techniques de résolution des singularités.

2- La seconde section est consacrée aux analogues des théorèmes de constructibilité et de dimension cohomologique
du formalisme étale. Pour simplifier, on décrit les résultats obtenus uniquement lorsque la base S est le spectre
d’un corps parfait k admettant la résolution des singularités. Dans un premier temps, on prouve le théorème de
constructibilités des quatre opérations, qui affirme que pour f quasi-projectif, les foncteurs f∗, f∗, f! et f ! envoient
un objet constructible sur un objet constructible. Un des résultats intermédiaires de cette preuve est particulièrement
intéressant. Il s’agit de la proposition 2.2.27 qui décrit un système de générateur des catégories des objets constructibles.
Cette proposition sera utilisée dans le chapitre 2.

Pour ce qui concerne les dimensions cohomologiques des opérations, i.e., leurs propriétés de t-exactitude, la situation
est plus complexe. Notons simplement que pour f un morphisme de k-schémas quasi-projectifs, le foncteur f∗ est t-
exact à droite et f∗[d] est t-exact à gauche avec d la dimension de la source, que l’on peut remplacer par la dimension
maximale des fibres lorsque f est projectif. Pour des résultats plus détaillés, voir la scholie 2.2.95. Notons également,
qu’on arrive à borner la t-dimension des opérations f ! alors qu’il semble impossible de trouver des bornes supérieures
(homologiques) pour les opérations f∗ et f! en général. Retenons également, que pour prouver la scholie 2.2.95, on
introduit une autre t-structure qu’on appelle la t-structure engendrée perverse, qui partage des points communs avec
la t-structure perverse en cohomologie étale (voir [BBD82]). La t-structure engendrée perverse est, à notre avis,
intéressante en elle-même. De plus, elle constitue un outil puissant pour résoudre des questions de t-exactitude à
gauche concerant d’autre t-structures, notament la t-structure engendrée non perverse, et ceci grâce à son système
de générateurs dégagé dans la proposition 2.2.69 ainsi qu’aux théorèmes 2.2.82 et 2.2.86. Notons enfin un résultat
intéressant, qu’on peut considérer comme un petit pas vers un théorème d’Artin motivique pour les schémas affines.
Il s’agit en fait de la t-exactitude de l’opération j∗ lorsque j est l’immersion d’un ouvert dans une courbe. En effet, la
dimension cohomologique de ce foncteur chute de 1 à 0 !

3- La section 2.3 est consacrée au formalisme de dualité de Verdier. Une bonne partie de cette section est consa-
crée à des problèmes de cohérence. Une fois ces problèmes surmontés, on aboutit à un accouplement canonique
f∗(−)⊗ f !(−) // f !(−⊗−) qui fait de f ! un f∗-module au sens de 2.1.93. C’est cette structure qui sera à la base
de la plupart des formules habituelles reliant les quatre opérations, le produit tensoriel et les homomorphismes internes.
On définira également des accouplements f∗(−)⊗ f!(−) // f!(−) . On montre ensuite l’existence et l’unicité des
objets dualisants (au sens de 2.3.66) et on déduit les formules habituelles de commutations aux foncteurs de dualités.

4- La dernière section est d’un esprit différent des deux dernières. Il ne s’agit plus d’analogies avec la cohomologie
étale, mais simplement de préparer le terrain pour le dernier chapitre. On y trouvera une définition fonctionnelle de
ce que doit être un dérivateur algébrique homotopique et stable. La définition choisie est minimale. On montrera dans
le dernier chapitre comment étendre le 2-foncteur SH en un dérivateur algébrique SH.
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2.1 Préliminaires généraux
Pour la commodité du lecteur, on regroupe dans cette section quelques résultats généraux qui seront utilisés dans

les sections qui suivent. Beaucoup de ces résultats sont bien connus et facilement accessibles dans la littérature : pour
cela, l’exposition sera parfois brève, et le lecteur sera renvoyé à la source pour des démonstrations jugées longues.

La première moitié de ces préliminaires concerne les catégories triangulées. On traitera, d’abord, les questions
d’engendrement, de sommes infinies et d’objets compacts. On introduit juste après la notion de dérivateurs triangulés
pour terminer avec des compléments sur les t-structures. La seconde moitié est essentiellement consacrée aux catégories
monoïdales. On rappellera brièvement les définitions de catégories monoïdales et de foncteurs pseudo-monoïdaux entre
eux pour s’intéresser ensuite à leurs adjoints. Juste après, on étudie les bifoncteurs homomorphismes internes dans
une catégorie monoïdale fermée. On termine les préliminaires sur les catégories monoïdales par un petit paragraphe
portant sur les catégories monoïdales triangulées voire sur les dérivateurs monoïdaux triangulés. Dans les deux derniers
paragraphes, on retourne à la géométrie algébrique avec quelques mots sur les 2-foncteurs homotopiques et sur la
résolution des singularités.

2.1.1 Sous-catégories triangulées et engendrements
Pour ce qui concerne la définition des catégories triangulées ainsi que les conséquences directes des axiomes, le

lecteur peut consulter [Ver96] ou [Nee01]. L’autoéquivalence de suspension sera notée comme d’habitude [+1]. Étant
donnée une catégorie triangulée T, on s’intéressera à trois sortes de sous-catégories de T :

Definition 2.1.1 — Soit T une catégorie triangulée. Une sous-catégorie pleine C de T est dite stable par
extensions si pour tout triangle distingué :

A′ // A // A′′ // A′[+1]

de T, on a l’implication : [A′ et A′′ ∈ Ob(C)] +3 [A ∈ Ob(C)] .
1- Une sous-catégorie triangulée de T est une sous-catégorie pleine C ⊂ T stable par extensions et par les auto-

équivalences de suspension [+1] et de cosuspension [−1].
2- Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) est une sous-catégorie pleine C ⊂ T stable par extensions et

le foncteur de suspension [+1] (resp. de cosuspension [−1]).

Remarque 2.1.2 — 1- Une sous-catégorie triangulée est clairement une sous-catégorie pleine qui est suspendue et
cosuspendue. Précisons également qu’une sous-catégorie triangulée est elle même une catégorie triangulée.

2- Les deux notions de sous-catégorie suspendue et cosuspendue sont échangées par la dualité. Plus précisément,
soient T une catégorie triangulée et Top sa catégorie triangulée opposée. Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspen-
due) C ⊂ T induit par passage aux catégories opposées, une sous-catégorie cosuspendue (resp. suspendue) Cop ⊂ Top.
En effet, le foncteur de suspension de Top est l’inverse de celui de T.

Le lemme suivant est une trivialité :

Lemme 2.1.3 — Soient T une catégorie triangulée et C ⊂ T une sous-catégorie pleine. La catégorie C est une
sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) si et seulement si pour tout triangle distingué de T :

A′ // A // A′′ // A′[+1]

On a les deux implications :
– (stabilité par extension) [A′ et A′′ ∈ Ob(C)] +3 [A ∈ Ob(C)] ,

– (stabilité par conoyau) [A′ et A ∈ Ob(C)] +3 [A′′ ∈ Ob(C)] (resp. (stabilité par noyau) [A et A′′ ∈ Ob(C)]
+3 [A′ ∈ Ob(C)] ).

Soit f : D // D′ un foncteur. Si C′ ⊂ D′ est une sous-catégorie, on note f−1(C′) la sous-catégorie de D dont
les objets sont les A ∈ Ob(D) tels que f(A) ∈ Ob(C′) et les flèches sont les a ∈ Fl(D) telles que f(a) ∈ Fl(C′). On a :

Lemme 2.1.4 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Soit C′ ⊂ T′ une
sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) de T′. Alors, f−1(C′) est une sous-catégorie triangulée (resp.
suspendue, cosuspendue) de T.

Lemme 2.1.5 — Soient T une catégorie triangulée et Λ ⊂ Ob(T) un ensemble (ou une classe) d’objets de T. Il
existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) < Λ >s−ct (resp. < Λ >s−ct+ , < Λ >s−ct− )
de T contenant les objets dans Λ.

Demonstration En effet, On définit par récurrence des sous-catégories < Λ >n avec :
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– < Λ >0 la sous-catégorie pleine de T ayant pour objets les suspensions et cosuspensions itérés d’objets de Λ∪{0},
– < Λ >n est la sous-catégorie pleine de T dont les objets sont ceux qui s’obtiennent comme une extension entre
deux objets de < Λ >n−1.

Du fait que < Λ >n contient un objet nul, on déduit les inclusion < Λ >n⊂< Λ >n+1. L’union des < Λ >n convient
clairement. Les cas réspés se traitent de la même manière. c.q.f.d

Definition 2.1.6 — 1- La sous-catégorie < Λ >s−ct est appelée la sous-catégorie triangulée strictement
engendrée par Λ. Les objets de cette catégorie sont dits Λ-strictement constructibles.

2- De même, la sous-catégorie < Λ >s−ct+ (resp. < Λ >s−ct− ) est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. co-
suspendue) strictement-engendrée par Λ. Les objets de cette catégorie sont dits Λ-strictement positivement (resp.
négativement) constructibles.

Lemme 2.1.7 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Supposons donnée
une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C′ ⊂ T′. Soit Λ un ensemble (ou une classe) d’objets de
T. Supposons que f(Λ) ⊂ C′. Alors, f(< Λ >s−ct) ⊂ C′ (resp. f(< Λ >s−ct+ ) ⊂ C′, f(< Λ >s−ct− ) ⊂ C′).

Demonstration Ceci découle immédiatement de la minimalité de < Λ >s−ct et du fait que f−1C′ est triangulée. De
même pour les cas respés. c.q.f.d

Le “strictement” de la définition 2.1.6, est employé pour distinguer la notion analogue où l’on permet d’ajouter les
facteurs directes :

Definition 2.1.8 — Soit C une sous-catégorie pleine d’une catégorie additive D. On dit que C est stable par
facteurs directs si pour tout triplets (A,B,C) d’objets de D, l’implication suivante :

[A ' B ⊕ C et A ∈ Ob(C)] +3 [B ∈ C]

est vérifiée.

Lemme 2.1.9 — Soient T une catégorie triangulée et Λ ⊂ Ob(T) un ensemble (ou une classe) d’objets de T. Il
existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) < Λ >ct (resp. < Λ >ct+ , < Λ >ct−) de T

contenant les objets dans Λ et qui soit stable par facteurs directs.

Demonstration La preuve est aussi évidente que celle de 2.1.5. Il suffit seulement d’ajouter les facteurs directes
quand on passe du rang n− 1 à n. c.q.f.d

Definition 2.1.10 — 1- La sous-catégorie < Λ >ct est appelée la sous-catégorie triangulée engendrée par Λ.
Les objets de cette catégorie sont dits Λ-constructibles.

2- De même, la sous-catégorie < Λ >ct+ (resp. < Λ >ct−) est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue)
engendrée par Λ. Les objets de cette catégorie sont dits Λ-positivement (resp. Λ-négativement) constructibles.

Lemme 2.1.11 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Supposons
donnée une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C′ ⊂ T′ stable par facteurs directes. Soit Λ
un ensemble (ou une classe) d’objets de T. Supposons que f(Λ) ⊂ C′. Alors, f(< Λ >ct) ⊂ C′ (resp. f(< Λ >ct+) ⊂ C′,
f(< Λ >ct−) ⊂ C′).

Demonstration Ceci découle immédiatement de la minimalité de < Λ >ct et du fait que f−1C′ est triangulée et
stable par facteurs directes. De même pour les cas respés. c.q.f.d

Rappelons qu’une catégorie discrète est une catégorie qui n’a pour flèches que les identités. Si I est une petite
catégorie discrète, un foncteur I // C est parfois appelé une famille d’objets de C.

Definition 2.1.12 — 1- Soit D une catégorie. On dit que D est une catégorie avec petites sommes (resp. avec
petits produits) si les limites inductives (resp. projectifs) indicées par des petites catégories discrètes sont représentables
dans D.

2- Soit C est une sous-catégorie pleine d’une catégorie D avec petites sommes (resp. petits produits). On dit que C

est stable par petites sommes (resp. petits produits), si la colimite (resp. limite) dans D d’une petite famille discrète
d’objets de C est un objet de C.

La notion de catégorie avec somme (resp. avec produits) est particulièrement féconde lorsque la catégorie en question
est munie d’un triangulation. On parle alors de catégories triangulées avec petites sommes (resp. petits produits).

Remarque 2.1.13 — La notion d’une catégorie triangulée avec petites sommes est duale de celle d’une catégorie
triangulée avec petits produits. Ainsi, dans la suite, il sera uniquement question de catégories triangulées avec petites
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sommes. Les énoncés et notions concernant les catégories triangulées avec petits produits s’obtiennent par passage aux
catégories opposées2.

Lemme 2.1.14 — Soient T une catégorie triangulée avec petites sommes et Λ ⊂ Ob(T) un ensemble (ou une
classe) d’objets de T. Il existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) � Λ� (resp.
� Λ�+, � Λ�−) de T contenant les objets dans Λ et qui soit stable par petites sommes.

Demonstration Pour tout ordinal α, on définit par récurrence transfinie des sous-catégories pleines < Λ >α⊂ T de
la manière suivante.

– Les objets de < Λ >0 sont les suspensions et cosuspensions itérées d’objets de Λ ∪ {0}.
– On prend pour < Λ >α la sous-catégorie pleine de T dont les objets sont ceux qui s’obtiennent comme une
extension de deux objets de dans < Λ >α0 avec α0 ∈ α ou comme une petite sommes d’objets dans ∪α0∈α <
Λ >α0 .

La catégorie obtenu comme l’union des < Λ >α convient clairement. Les cas réspés se traitent exactement de la même
manière. c.q.f.d

Definition 2.1.15 — 1- La sous-catégorie � Λ� est appelée la sous-catégorie triangulée avec petite sommes
engendrée par Λ. Les objets de cette catégorie sont dits Λ-ind-constructibles.

2- De même, la sous-catégorie � Λ�+ (resp. � Λ�−) est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. cosuspen-
due) stable par petites sommes et engendrée par Λ. Les objets de cette catégorie sont dits Λ-ind-positivement (resp.
Λ-ind-négativement) constructibles.

Lemme 2.1.16 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé commutant aux petites sommes, entre deux catégories
triangulées avec petites sommes. Supposons donnée une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C′ ⊂
T′ stable par petites sommes.

Soit Λ un ensemble (ou une classe) d’objets de T. Supposons que f(Λ) ⊂ C′. Alors, f(� Λ �) ⊂ C′ (resp.
f(� Λ�+) ⊂ C′, f(� Λ�−) ⊂ C′).

Demonstration Ceci découle immédiatement de la minimalité de � Λ � et du fait que f−1C′ est triangulée et
stable par petites sommes. De même pour les cas respés. c.q.f.d

L’analogue avec “facteurs directs” de la définition 2.1.15 est superflu du moins pour ce qui concerne les sous-
catégories triangulées à cause du résultat suivant3 :

Lemme 2.1.17 — Soient T une catégorie triangulée avec petites sommes. Alors, la catégorie additive sous-jacente
à T est pseudo-abélienne.

La définition suivante est classique :

Definition 2.1.18 — 1- Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. Un objet A de T est dit com-
pact si le foncteur homT(A,−) commute aux petites sommes, i.e., pour toute petite famille (Bi)i∈I d’objets de T,
l’homomorphisme canonique :

⊕i∈I homT(A,Bi) // homT(A,⊕i∈IBi)

est inversible.
2- On notera Tcomp la sous-catégorie des objets compacts de T. C’est une sous-catégorie triangulée stable par

facteurs directs de T.

Soit (ui : Di
// Di+1 )i∈N un système inductif indicé par N dans une catégorie triangulée T admettant des

petites sommes. On peut associer à ce système inductif une colimite homotopique HoColim i(Di) bien définie à un
isomorphisme (non unique) près par le triangle distingué :

⊕i∈IDi

⊕i(idDi ,−ui) // ⊕i∈IDi
// HoColim iDi

//

On définit des flèches Di
// HoColim Di en prenant la composée :

Di
// ⊕iDi

// HoColim Di

2Les catégories triangulées qui apparaîssent dans la nature (par exemple les catégorie homotopique de certaines catégories de modèles)
admettent toutes des petites sommes et produits. Toutefois, en pratique, les petites sommes directes semblent être plus utiles que les petits
produits. Ceci peut s’expliquer par l’abondance en pratique des objets compacts et la rareté des objets cocompacts.

3Ce résultat ne sera pas utilisé par la suite. Pour cela, on ne donnera pas de preuve. Notons tout de même que dans le cas où T est
compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20, on peut obtenir le lemme en question comme conséquence directe du critère de
représentabilité de Brown (voir la proposition 2.1.21).
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De plus, les triangles suivant sont commutatifs :

Di
ui //

%%KKKKKKKKKK Di+1

xxrrrrrrrrrr

HoColim Di

étant donné que la composée :

Di

(idDi ,−ui) // Di ⊕Di+1
// ⊕iDi

// HoColim Di

est nulle par construction. Ceci permet de définir un homomorphisme de groupe abéliens :

Colimi∈N hom(A,Di) // hom(A,HoColim i∈NDi)

naturel en A ∈ Ob(T). Le lemme suivant est facile :

Lemme 2.1.19 — Soit A un objet d’une catégorie triangulée avec petites sommes T. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. A est un objet compact.
2. Pour tout système inductif (ui : Di

// Di+1 )i∈N, le morphisme canonique :

Colimi∈N hom(A,Di) // hom(A,HoColim i∈NDi)

est un inversible.

Demonstration L’implication 1 +3 2 est claire. Montrons l’implication réciproque, i.e., que A est compact si
hom(A,−) commute aux colimites homotopiques indicées par N. Soit (Bi)i∈I une famille (qu’on peut supposer infinie)
d’objets de T et montrons que :

⊕i hom(A,Bi) // hom(A,⊕iBi)

est inversible. En considérant la composée :

(2.1) ⊕i hom(A,Bi) // hom(A,⊕iBi) // hom(A,
∏
iBi) // ∏

i hom(A,Bi)

on voit que notre homomorphisme est injectif. Motrons donc la surjectivité. Soit f : A // ⊕iBi une flèche. On
note I0 l’ensemble des i0 ∈ I tels que la composée :

fi0 : A
f // ⊕iBi // Bi0

est non nulle. Il suffit de montrer que I0 est fini. En effet, dans ce cas, f sera la composée :

A // ⊕i0∈I0Bi0 // ⊕iBi

puisque cette dernière a la même image que f dans
∏
i hom(A,Bi) par le monomorphisme (2.1). Supposons donc par

l’absurde que I0 est infini. On peut dans ce cas trouver une suite strictement croissante J0 ⊂ J1 ⊂ · · · ⊂ Jn ⊂ · · · ⊂ I0
telle que I0 = ∪n∈NJn. On vérfie immédiatement que ⊕i∈IBi est la colimite du système inductif ⊕j∈Jn‘(I−I0)Bj . Par
la seconde condition de l’énoncé, il existe m ∈ N et une factorisation de f :

A // ⊕j∈Jm‘(I−I0)Bj // ⊕i∈IBi

Mais dans ce cas, pour i0 ∈ I0 − Jm, la flèche fi0 est nulle. On a obtenu une contradiction. c.q.f.d

Definition 2.1.20 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. On dit que T est compactement
engendrée, s’il existe un ensemble d’objets compacts Λ ⊂ Ob(T) tel que � Λ � = T. L’ensemble Λ est appelé un
ensemble de générateurs compacts de T.

On a le bien-connu critère de représentabilité de Brown :

Proposition 2.1.21 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes, compactement engendrée. Soit
h : T // Ab un foncteur exact contravariant qui transforme les petites sommes en petits produits. Alors, h est
représentable.

Demonstration Si A est un objet de T, on peut voir un élément a ∈ h(A) comme une flèche a : A // h (par
exemple dans la catégorie des préfaisceaux en groupes abéliens sur T).

Pour tout entier n ∈ N, on va construire par récurrence les données suivantes :



2.1 Préliminaires généraux 185

– un objet Φn de T,
– un élément αn ∈ h(Φn),
– une flèche un−1 : Φn−1

// Φn lorsque n est non nul telle que le diagramme suivant commute :

Φn−1

un−1 //

αn−1

>>Φn
αn // h

Fixons un ensemble d’objets compacts Λ qui engendre la catégorie triangulée avec petites sommes T. On supposera,
quitte à l’élargir, que l’ensemble Λ est stable par suspensions et cosuspensions. On posera :

Φ0 = ⊕
A∈Λ, a∈h(A)

A

et on prend pour α0 le produit des a dans :

h(Φ0) =
∏

A∈Λ, a∈h(A)

h(A)

Lorsque n est un entier non nul, on définit Φn par un triangle distingué :(
⊕

A∈Λ, b∈Ker(αn−1:homT(A,Φn−1)→h(A))
A

)
// Φn−1

un−1 // Φn //

En utilisant l’hypothèse que h est exact, on déduit immédiatement que αn−1 ∈ h(Φn−1) est l’image d’un certain
élément αn ∈ h(Φn).

Une fois les Φn construits, on pose Φ = HoColim Φn. Par définition, et du fait que h transforme les petites sommes
en petits produits, on a une suite exacte :

h(Φ) // ∏
n h(Φn)

(
Q

idΦn ,−
Q
un) // ∏

n h(Φn)

Et donc une surjection : h(Φ) // // Lim h(Φn) . On choisit alors un antécédent α par cette surjection de la limite des
αn.

On montrera que α : Φ // h induit un isomorphisme de préfaisceaux. Étant donné que le préfaisceau représenté
par Φ ainsi que h sont tous les deux exacts, et transforment petites sommes en petites produits, on se ramène
immédiatement à montrer que l’homomorphisme homT(A,Φ) // h(A) est inversible pour A dans Λ (noter, qu’ici
on utilise le fait que Λ est stable par suspension et cosuspension). La surjectivité de cet homomorphisme découle
facilement de la surjectivité de homT(A,Φ0) // h(A) . Pour montrer l’injectivité, on considère un élément a dans

le noyau. Comme A est compact, la flèche a : A // Φ provient d’une certaine flèche a′ : A // Φn . Mais par
construction, la composée :

A // Φn // Φn+1

est nulle. Ceci assure la nullité de a. c.q.f.d

Corollaire 2.1.22 — Soient T et T′ deux catégories triangulées avec petites sommes. On suppose que T est
compactement engendrée. Soit f : T // T′ un foncteur triangulé covariant commutant aux petites sommes. Alors,
f admet un adjoint à droite.

Demonstration Soit B′ un objet de T′. Le foncteur T // Ab qui à un objet A de T associe homT′(f(A), B′)
transforme petites sommes en petits produits. Par le critère de représentabilité de Brown, ce foncteur est représenté
par un objet g(B′) de T. De plus, on a un isomorphisme :

homT′(f(A), B′) ∼ // homT(A, g(B′))

Il existe alors une unique façon d’étendre l’association B′  g(B′) en un foncteur covariant, de sorte que l’isomorphisme
ci-dessus soit naturel en A et B′. c.q.f.d

L’adjoint à droite de f est automatiquement triangulé. En effet :

Lemme 2.1.23 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Si g : T′ // T
est adjoint à f , alors g est triangulé.
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Demonstration On traitera uniquement le cas où g est adjoint à droite de f . L’autre cas, se traite de manière
analogue. Supposons donné un triangle distingué de T′ :

A′ // B′ // C ′ // A′[+1]

et complétons la flèche g(A′) // g(B′) en un triangle distingué de T :

g(A′) // g(B′) // D // g(A′)[+1]

A l’aide les axiomes des catégorie triangulée, il existe une flèche en pointillée rendant commutatif le diagramme suivant
de T′ :

fg(A′) //

δ

��

fg(B′) //

δ

��

f(D) //

��

fg(A′)[+1]

��
A′ // B′ // C ′ // A′[+1]

En effet, le triangle du bas est distingué ainsi que celui du haut puisque f est un foncteur triangulé. Par adjonction,
on déduit le diagramme commutatif :

g(A′) // g(B′) // D //

u

��

g(A′)[+1]

g(A′) // g(B′) // g(C ′) // g(A′)[+1]

Étant donné que le triangle du haut est distingué, il suffira de prouver que u est inversible. Il suffit encore de montrer
que pour tout objet X de T, l’homomorphisme induit par u :

homT(X,D) // homT(X, g(C ′))

est inversible. On applique pour cela le lemme des cinq au morphisme de suites exactes :

hom(X, g(A′)) // hom(X, g(B′)) // hom(X,D) //

u

��

hom(X, g(A′)[+1]) // hom(X, g(B′)[+1])

hom(X, g(A′)) // hom(X, g(B′)) // hom(X, g(C ′)) // hom(X, g(A′)[+1]) // hom(X, g(B′)[+1])

la ligne du bas étant exacte puisque isomorphe à :

hom(f(X), A′) // hom(f(X), B′) // hom(f(X), C ′) // hom(f(X), A′[+1]) // hom(f(X), B′[+1])

Le lemme est prouvé. c.q.f.d

La preuve de la proposition suivante utilise la construction qu’on a exposée dans la preuve du lemme de représen-
tabilité de Brown :

Proposition 2.1.24 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes engendrée par un ensemble d’objets
compacts Λ. La sous-catégorie Tcomp est la plus petite sous-catégorie triangulée de T contenant Λ et stable par facteurs
directes. En d’autres termes, on a l’égalité :

Tcomp =< Λ >ct

Demonstration L’inclusion < Λ >ct⊂ Tcomp est claire. Fixons un objet compact C de T. On va montrer que C est
Λ-constructible.

On applique la construction de la preuve de la proposition 2.1.21 au foncteur représentable h = homT(−, C). On
obtient ainsi une présentation de C comme une colimite homotopique du système inductif (un : Φn // Φn+1 )n∈N :

HoColim Φn
∼ // C

Puisque C est compact, on a :

Colim homT(C,Φn) ' homT(C,HoColim Φn) ' homT(C,C)
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Ainsi, on choisissant un représentant de l’identité de C dans la colimite de gauche, on obtient une factorisation de
l’identité :

C // Φn0
// C

pour un certain n0 ∈ N. Ceci prouve que C est facteur direct de Φn0 .
Posons Φ−1 = 0. On va construire par récurrence descendante pour k ∈ {−1, . . . , n0} un triangle distingué :

(2.2) Nk // Φk // Dk
// Nk[+1]

avec Nk dans < Λ >s−ct et tel que C soit facteur direct de Dk. Pour k = n0 on prendre Nn0 = 0. Si on arrive à
construire N−1 le corollaire découlera. En effet puisque Φ−1 = 0, on obtient que C est facteur direct de N−1[+1].

Dans la suite, on utilisera uniquement le fait que pour tout n ∈ N il existe un triangle distingué :

⊕i∈InAi // Φn−1
// Φn // (⊕i∈TnAi)[+1]

avec In un ensemble d’indices qu’on n’aura pas besoin de préciser et Ai des objets de Λ. Insistons que ceci reste
vrai même pour n = 0. Supposons le triangle (2.2) construit pour un k ∈ {1, . . . , n0}. On va le construire au rang
k − 1. On considère d’abord la composée : Nk // Φk // ⊕i∈IkAi[+1] . L’objet Nk étant compact, il existe un
sous-ensemble fini Fk ⊂ Ik tel que la composée en question se factorise par l’inclusion ⊕i∈FkAi[+1] ⊂ ⊕i∈IkAi[+1].
On choisit alors un triangle distingué :

⊕i∈FkAi // Φk−1
// Φ(1)
k−1

// (⊕i∈FkAi)[+1]

L’axiome de l’octaèdre appliqué au carré commutatif :

⊕i∈IkAi // Φk−1

⊕i∈FkAi //

OO

Φk−1

fournit un triangle distingué :

⊕i∈Ik−FkAi // Φ(1)
k−1

// Φk // (⊕i∈Ik−FkAi)[+1]

Par construction, la composée : Nk // Φk // ⊕i∈Ik−FkAi[+1] est maintenant nulle. On déduit de cette manière
une factorisation :

Nk //
%%

Φ(1)
k−1

// Φk

Formons un triangle distingué :

Nk // Φ(1)
k−1

// D(1)
k−1

// Nk[+1]

L’axiome de l’octaèdre appliqué maintenant au carré commutatif :

Nk // Φk

Nk // Φ(1)
(k−1)

OO

fournit un triangle distingué :

⊕i∈Ik−FkAi // D(1)
k−1

// Dk
// (⊕i∈Ik−FkAi)[+1]

L’étape suivante consiste à considérer la composée : C // Dk
// ⊕i∈Ik−FkAi[+1] . L’objet C étant compact,

on déduit qu’il existe un ensemble fini Gk ⊂ Ik contenant Fk, tel que la composée en question se factorise par l’inclusion
⊕i∈Gk−FkAk ⊂ ⊕i∈Ik−FkAi. On forme alors un triangle distingué :

⊕i∈Gk−FkAi // D(1)
k−1

// Dk−1
// (⊕i∈Gk−FkAi)[+1]
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En appliquant l’axiome de l’octaèdre au carré commutatif :

⊕i∈Ik−FkAi // D(1)
k−1

⊕i∈Gk−FkAi //

OO

D
(1)
k−1

on obtient un triangle distingué :

⊕i∈Ik−GkAi // Dk−1
// Dk

// (⊕i∈Ik−GkAi)[+1]

De plus, par construction, la composée C // Dk
// ⊕i∈Ik−GkAi[+1] est nulle. Ceci fournit une factorisation :

C //
%%

Dk−1
// Dk

On déduit alors facilement que C est facteur direct de Dk−1.
Pour terminer, considérons la composée :

φk−1
a // φ(1)

k−1

b // D(1)
k−1

c // Dk−1

On va montrer que l’objet Nk−1 dans le triangle distingué :

Nk−1
// Φk−1

// Dk−1
//

est strictement Λ-constructible. En utilisant suffisamment de fois l’axiome de l’octaèdre on se ramène à montrer que les
“noyaux” des flèches : a, b et c sont Λ-constructibles. Ces “noyaux” sont respectivement ⊕i∈FkAi, Nk et ⊕i∈Gk−FkAi.
Les objets Ai sont dans Λ et les ensembles d’indices Fk et Gk sont finis. De plus par induction Nk est Λ-strictement
constructible. Le corollaire est prouvé. c.q.f.d

On continue avec un critère qui permet de décider si un ensemble d’objets engendre une catégorie triangulée avec
petites sommes. La définition suivante est également classique :

Definition 2.1.25 — Soit Λ un ensemble d’objets d’une catégorie triangulée T. On note Λ⊥ la sous-catégorie
pleine de T formée des objets B ∈ Ob(T) avec :

homT(A[n], B) = 0, ∀A ∈ Λ et ∀n ∈ N

Un objet de Λ⊥ est dit orthogonal (à droite) à Λ.

Le lemme suivant est facile :

Lemme 2.1.26 — La sous-catégorie Λ⊥ ⊂ T est une sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs. Si T

admet les petits produits, alors Λ⊥ est stable par petits produits. Finalement si T admet les petites sommes, et si les
objets de Λ sont compacts, alors Λ⊥ est stable par petites sommes.

Proposition 2.1.27 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. Soit Λ ⊂ Ob(T) un ensemble
d’objets compacts. Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

1. L’ensemble Λ engendre la catégorie avec petites sommes T, i.e., � Λ�= T.
2. La sous-catégorie Λ⊥ est réduite à 0.
3. La famille de foncteurs homT(A[n],−) : T // Ab avec A ∈ Λ et n ∈ Z est conservative.

Demonstration Les deux dernières assertions sont clairement deux façons différentes de dire la même chose.
Il est immédiat que la première condition implique la seconde (d’ailleurs sans l’hypothèse de compacité sur les

objets de Λ). Prouvons l’implication réciproque.
Notons T0 =� Λ� et i : T0 ⊂ T le foncteur d’inclusion. On prouvera que i est une équivalence.
Il est clair que le foncteur i commute aux petites sommes. Puisque T0 est compactement engendrée, on dispose d’un

adjoint à droite L : T // T0 . Puisque i est pleinement fidèle, le morphisme d’unité 1 // L ◦ i est inversible. Il

reste donc à prouver que le morphisme de counité i ◦ L // 1 est inversible.
Soit donc B un objet de T et choisissons un triangle distingué :

(2.3) i ◦ L(B) // B // C // i ◦ L(B)[+1]
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On montera que C est nul. Pour tout objet A de T0, on a :

homT(i(A)[m], i ◦ L(B)) = homT0(A[m], L(B)) = homT(i(A)[m], B)

En utilisant le triangle distingué (2.3), on déduit immédiatement que homT(i(A), C) = 0. En particulier C est un
objet de Λ⊥ = 0. c.q.f.d

Notons le résultat suivant :

Lemme 2.1.28 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées avec petites sommes.
On suppose que f admet un adjoint à droite g.

1- Si le foncteur g commute aux petites sommes, alors f envoie un objet compact de T sur un objet compact de T′.
2- Réciproquement, supposons que f envoie un objet compact de T sur un objet compact de T′. Si T est compacte-

ment engendrée alors g commute aux petites sommes.

Demonstration Soit A un objet compact de T. Le foncteur homT′(f(A),−) est isomorphe à homT(A, g(−)) =
homT(A,−) ◦ g. Le foncteur g commute aux petites sommes. De même pour homT(A,−). Ceci montre que f(A) est
compact.

Pour la réciproque, on considère une petite famille (Ai)i d’objets de T′. On veut monter que le morphisme cano-
nique :

⊕ig(Ai) // g(⊕iAi)
est inversible. Par la proposition 2.1.27, on se ramène à prouver que pour tout objet compact C de T l’homomorphisme :

homT(C,⊕ig(Ai)) // homT(C, g(⊕iAi))

est inversible. Comme C est compact, on se ramène à prouver que l’homomorphisme :

⊕i homT(C, g(Ai)) // homT(C, g(⊕iAi))

induit par les flèches canoniques g(Ai) // g(⊕iAi) est un isomorphisme. Mais cet homomorphisme correspond par
l’adjonction (f, g) à :

⊕i homT′(f(C), Ai) // homT′(f(C),⊕iAi)

Cet homomorphisme est effectivement inversible puisque f(C) est compact. c.q.f.d

2.1.2 Dérivateurs triangulés. Application aux 2-triangles distingués
Dans notre étude des foncteurs homotopiques stables, notamment dans notre construction des foncteurs cycles

proches, il est pratique d’utiliser le langage souple des dérivateurs. Les dérivateurs n’étant pas le sujet d’étude de ce
travail, on adoptera un point de vu différent et moins satisfaisant que celui de [Mal01a] et [Mal01b]. Ainsi, au lieu
de donner le système d’axiomes minimal que doit vérifier un dérivateur triangulé pour pouvoir y faire de l’homotopie,
on a préféré inclure dans la définition des structures et propriétés supplémentaires qui découlent des axiomes initiaux.
A titre d’exemple, un dérivateur triangulé sera pour nous un 2-foncteur D de la catégorie des petites catégories dans la
2-catégorie des catégories triangulées. Par contre dans [Mal01b] , un dérivateur triangulé est simplement un 2-foncteur
D à valeur dans la 2-catégorie des catégories abstraites vérifiant un certain nombre de propriétés permettant de munir
les catégories D(−) d’une structure triangulée canonique.

Définition d’un dérivateur triangulé

Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant les
conditions suivantes :

– D0 : la catégorie vide ∅, la catégorie ponctuelle e, et la catégorie 1 = {0→ 1} sont des objets de Dia,
– D1 : la 1-catégorie sous-jacente à Dia est stable par coproduits finis et produits fibrés et passage aux sous-
catégories,

– D2 : pour tout foncteur u : A // B de Dia et b ∈ Ob(B), les catégories A/b et b\A sont dans Dia.

Remarque 2.1.29 — Avec les notations de D2, la catégorie A/b a pour objets les couples (a, f) avec a ∈ Ob(A) et
f : u(a)→ b ∈ Fl(B). Une flèche de A/b entre deux objets (a, f) et (a′, f ′) est simplement une flèche g : a→ a′ ∈ Fl(A)
telle que f = f ′ ◦ u(g). On définit b\A de sorte que (b\A)op = Aop/b. Les deux faces suivantes :

(2.4)

e B

AA/b

//b

//jA/b

��

pA/b

��

u����{�
α

e B

Ab\A

//b

//jb\A

��

pb\A

��

u����
;Cβ
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jouent un rôle important dans la théorie des dérivateurs triangulés.

Remarque 2.1.30 — Soient A une catégorie et a un objet de A. On notera souvent dans la suite par a l’unique
foncteur e // A qui envoie l’objet de e sur a. De même si C est une catégorie, on notera pC l’unique foncteur

C // e . Notons que le foncteur pC admet un adjoint à droite si et seulement si la catégorie C admet un objet
final. Dualement, le foncteur pC admet un adjoint à gauche si et seulement si la catégorie C admet un objet initial.

On appellera Dia la 2-catégorie des diagrammes. Un dérivateur triangulé est un 2-foncteur de la 2-catégorie Dia
dans celles des catégories. Contrairement à [Gro90] et [Mal01a], on ne supposera pas que ce 2-foncteur est strict.
Pour la commodité du lecteur, on rappellera la notion de 2-foncteurs stricts et pas forcément stricts.

Dans la suite, une 2-catégorie sera implicitement supposée stricte.

Definition 2.1.31 — 1- Soient D et D′ deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : D // D′ , strict, 1-covariant
et 2-covariant est l’ensemble des données suivantes :

– une fonction F qui à un objet A de D associe un objet F(A) de D′,
– pour tout couple d’objet A et B de D un foncteur FA,B : homD(A,B) // homD′(F(A),F(B)) covariant,
envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-morphismes identités (lorsque A = B),

tels que pour un triplet d’objets (A,B,C) ∈ Ob(D)3, le carré suivant :

homD(B,C)× homD(A,B)
FB,C × FA,B //

◦
��

homD′(F(B),F(C))× homD′(F(A),F(B))

◦
��

homD(A,C)
FA,C

// homD′(F(A),F(C))

soit commutatif (au sens strict).
2- Les autres types de 1-variance et de 2-variance s’obtiennent de la manière habituelle en remplaçant D′ par

(D′)1−op, (D′)2−op ou (D′)12−op.

Pour obtenir la définition des 2-foncteurs non nécessairement strictes, on destrictifie la définition précédente :

Definition 2.1.32 — 1- Soient D et D′ deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : D // D′ , non nécessairement
strict, 1-covariant et 2-covariant est l’ensemble des données suivantes :

– une fonction F qui à un objet A de D associe un objet F(A) de D′,
– pour tout couple d’objet A et B de D un foncteur FA,B : homD(A,B) // homD′(F(A),F(B)) covariant,
envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-morphismes identités (lorsque A = B),

– pour tout triplet d’objets (A,B,C) ∈ Ob(D)3, une transformation naturelle inversible :

homD(A,C) homD′(F(A),F(C))

homD′(F(B),F(C))× homD′(F(A),F(B))homD(B,C)× homD(A,B)

//
FA,C

//
FB,C × FA,B

��
◦

��
◦dddd .6∼

c

égale au 2-morphisme identité lorsqu’elle est appliquée sur les couples de 1-morphismes de la forme (id,−) (avec
B = C) ou (−, id) (avec A = B).

Ces données doivent vérifier la condition de cohérence suivante. Étant donnée une suite de 1-morphismes composables
de D :

A
f // B

g // C
h // D

le carré de 2-morphismes de D′ est commutatif :

F(h ◦ g ◦ f)
c(g◦f,h) //

c(f,h◦g)
��

F(h) ◦ F(g ◦ f)

c(f,g)

��
F(h ◦ g) ◦ F(f)

c(g,h) // F(h) ◦ F(g) ◦ F(f)

2- Les autres types de 1-variance et de 2-variance s’obtiennent de la manière habituelle en remplaçant D′ par
(D′)1−opp, (D′)2−opp ou (D′)12−opp.
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Notons le lemme simple ci-dessous dont la vérification est laissée aux lecteurs :

Lemme 2.1.33 — Soit f : A // B un 1-morphisme de D admettant un adjoint à droite g : B // A . Alors
F(f) admet pour adjoint à droite F(g) et les 2-morphismes d’unité et de counité sont donnés par les composées :

id F(id) // F(gf) ∼ // F(f) ◦ F(g) et F(g) ◦ F(f) ∼ // F(gf) // F(id) id

On peut maintenant donner la définition adoptée dans cette thèse de la notion de dérivateurs triangulés.

Definition 2.1.34 — Un pré-dérivateur triangulé D de domaine Dia est un 2-foncteur (non nécessairement
strict) 1-contravariant et 2-contravariant :

D : Dia // TR

S’il n’y a pas de confusion possible, on notera pour un foncteur u (resp. une transformation naturelle α ) de Dia, u∗
le foncteur D(u) (resp. α∗ la transformation naturelle α∗).

Le pré-dérivateur D est un dérivateur s’il vérifie la liste d’axiomes suivante.
1. D(∅) = 0 la catégorie nulle.
2. Soient I et J deux catégories de Dia. Considérons l’accouplement évident :

D(I × J)× Iop // D(J)

qui à un couple (X, i) ∈ Ob(D(I × J)) × Ob(Iop) associe l’objet (i × idJ)∗X (en notant comme d’habitude
i : e // I le foncteur qui pointe l’objet i). Par adjonction, on déduit un foncteur :

D(I × J) // HOM(Iop,D(J))

Il est appelé le foncteur I-squelette. L’image d’un objet X de D(I × J) par ce foncteur est appelé le I-squelette
de X.
Le foncteur I-squelette vérifie les trois propriétés :
– il est conservatif pour toutes les catégories I et J de Dia,
– il est plein et essentiellement surjectif lorsque I = 1,
– il est une équivalence lorsque I est discrète.

3. Pour tout foncteur u : A // B de Dia, le foncteur u∗ : D(B) // D(A) admet un adjoint à droite u∗ et
un adjoint à gauche u#,

4. Soient u : A // B un foncteur de Dia et b un objet de B. Les faces (2.4) induisent par 2-fonctorialité les
deux faces de TR :

D(e) D(B)

D(A)D(A/b)

oo b∗

oo j
∗
A/b

OO

p∗A/b

OO

u∗����
;Cα∗

D(e) D(B)

D(A)D(b\A)

oo b∗

oo j
∗
b\A

OO

p∗b\A

OO

u∗����{�
β∗

Les deux faces obtenues par adjonction :

D(e) D(B)

D(A)D(A/b)

oo b∗

oo j
∗
A/b

��

(pA/b)∗

��

u∗????[cEx∗∗

D(e) D(B)

D(A)D(b\A)

oo b∗

oo j
∗
b\A

��

(pb\A)#

��

u#
???? �#
Ex∗#

sont inversibles.
5. Notons la catégorie 1× 1 :

(1, 1) (0, 1)oo

(1, 0)

OO

(0, 0)oo

OO
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On appelle i : // la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob( )− {(0, 0)} . De même on appelle
i : // la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob( ) − {(1, 1)}. Soit I une catégorie de Dia. Un
objet X de D( × I) est dit cartésien (resp. cocartésien) si le morphisme évident X // (i )∗(i )∗X (resp.

(i )#(i )∗X // X ) est un isomorphisme. Dans un dérivateur triangulé D, un objet de D( ×I) est cartésien
si et seulement si il est cocartésien.

6. Gardons les notations de l’axiome précédent. On définit un foncteur Σ : D(I) // D(I) par la formule :

Σ = (0, 0)∗(i )#(i )∗(1, 1)∗

Il existe un isomorphisme de foncteurs Σ // [+1] entre Σ et l’autoéquivalence de suspension de la ca-
tégorie D(I). De plus, soit X un objet cartésien et cocartésien de D( × I). On définit un morphisme :
(0, 0)∗X // Σ(1, 1)∗X par la composée suivante :

(0, 0)∗X (0, 0)∗(i )#(i )∗X∼oo // (0, 0)∗(i )#(i )∗(1, 1)∗(1, 1)∗X Σ(1, 1)∗X ' (1, 1)∗X[+1]

Supposons que l’objet (1, 0)∗A est nul. Alors le triangle :

(1, 1)∗X
(1) // (0, 1)∗X

(2) // (0, 0)∗X // (1, 1)∗X[+1]

avec (1) et (2) les deux flèches canoniques est un triangle distingué.

Remarque 2.1.35 — Comme annoncé au début du paragraphe, la définition 2.1.34 continent des redondances.
Habituellement, les structures triangulés sur les catégories D(I) sont construites à partir des carrés cartésiens et
cocartésiens dont l’abondance est assurée par l’axiome 5. Ainsi, notre dernier axiome peut être considéré comme la
définition de la classe des triangles distingués. Bien entendu, si on fait ce choix, des vérifications doivent être effectuées.

On aurait pu également énoncer l’axiome 5 avec I la catégorie ponctuelle. En effet, il est facile de déduire le cas
général en utilisant la conservation des foncteurs squelettes.

Remarque 2.1.36 — Soit D un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Notons Dia′ la sous-2-catégorie pleine de
Cat dont les objets sont les catégories opposées des catégories dans Dia. On définit un pré-dérivateur Dop de domaine
Dia′ par l’association Dop(A) = D(Aop)op. On dit que Dop est le pré-dérivateur opposé à D. On vérifie facilement que
lorsque D est un dérivateur triangulé, il en est de même de Dop.

Remarque 2.1.37 — Soit D est un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Pour des catégories I et J de Dia, on
pose DI(J) = D(I×J). Il est facile de voir que cette association s’étend d’une manière canonique en un pré-dérivateur
triangulé DI : Dia // TR . C’est un bon exercice de vérifier que lorsque D est un dérivateur triangulée, alors il
en est de même de DI . L’unique difficulté est dans la vérification de l’axiome 4. Pour cela on peut se servir de la
conservation du foncteur squelette et de la formule (I ×A/b)/i = (I ×A)/(i× b) pour i ∈ Ob(I).

Remarque 2.1.38 — Le dernier axiome paraît plutôt compliqué à première vue. Nous allons essayer de montrer
qu’il est au contraire simple et naturel. Expliquons d’abord la définition du foncteur Σ. Le point est que dans une
catégorie triangulée, le carré suivant :

E //

��

0

��
0 // E[+1]

est cartésien et cocartésien ou encore de Mayer-Vietoris. D’où l’idée de définir le foncteur de suspension comme étant
la colimite du diagramme :

E //

��

0

0

La difficulté est de trouver pour chaque E ∈ Ob(D(e)) un objet de D( ) d’une manière fonctorielle en E et ayant
pour squelette le diagramme ci-dessus. Une formule qui marche bien est (i )∗(1, 1)∗E. En effet, pour un objet a de
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1× 1 différent de (1, 1), la catégorie e/a qui apparaît dans la face :

e 12

ee/a

//a

//je/a

��

pe/a

��

(1, 1)����{�
α

est vide. Ainsi, par l’axiome 4, on a a∗(1, 1)∗E = 0. On démontre de même que (1, 1)∗(1, 1)∗E = E.
La seconde partie de l’axiome 6, formalise l’idée qu’un carré de Mayer-Vietoris donne un triangle distingué. Mieux,

si X est un objet cartésien et cocartésien de D( ) il doit déterminer un triangle distingué fonctoriel. La difficulté est
de définir ce triangle. En regardant le squelette de X :

X11
b //

a

��

X01

c

��
X10 d

// X00

on devine que le triangle commencera par :

X11

(a,−b) // X10 ⊕X01
c+d // X00

Pour deviner/trouver la flèche connectante, on utilise la fonctorialité. En effet si on considère le morphisme de (i )∗X
vers l’objet de D( ) ayant pour squelette :

X11
//

��

0

0

et en complétant en un carré cocartésien on tombe sur un morphisme de X vers un objet Y ayant pour squelette :

X11
//

��

0

��
0 // ΣX11

En passant aux triangles distingués hypothétiques, on obtient un diagramme commutatif :

X11

(a,−b) //

��

X10 ⊕X01
c+d //

��

X00
? //

��

ΣX11

��
X11

// 0 // ΣX11 ΣX11

Ceci nous force à prendre pour morphisme connectant celui induit par X // Y après application du foncteur
(0, 0)∗. C’est exactement la définition de la flèche connectante de l’axiome 6. Finalement, pour éviter les problèmes de
signes, on considère uniquement les carrés cartésiens et cocartésiens X tels que (1, 0)∗X = 0.

Fixons un dérivateur triangulé D de domaine Dia. Voici quelques conséquences faciles de la 2-fonctorialité :

Lemme 2.1.39 — Supposons donné un couple (u, v) de foncteurs adjoints :

u : A // B et v : B // A

entre catégories de Dia. Les composées suivantes :

(pB)#v
∗ // (pA)#v#v

∗ // (pA)# et (pB)∗ // (pB)∗u∗u∗ // (pA)∗u∗

sont inversibles.
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Demonstration Par le lemme 2.1.33, on a un couple de foncteurs adjoints (u∗, v∗). Il vient que u∗ est isomorphe à
v# et que v∗ est isomorphe à u∗. On traite uniquement le premier morphisme. Le second en découle par un argument
de dualité.

La composée : (pA)#u
∗ ' (pA)#v#

∼ // (pA ◦ v)# (pB)# définit clairement un isomorphisme de (pA)#u
∗

vers (pB)#. Il s’agit de montrer que ce morphisme est égal au morphisme de l’énoncé :

(pA)#u
∗ // (pB)#u#u

∗ // (pB)#

On se ramène aisément à montrer que le diagramme suivant est commutatif :

(pB ◦ u)#v# = (pA)#v#
//

��

(pA ◦ v)# = (pB)#

(pB)#u#v#

44iiiiiiiiiiiiiiii

Ceci découle immédiatement par 2-fonctorialité. c.q.f.d

Corollaire 2.1.40 — 1- Soit A une catégorie de Dia admettant un objet initial o. Les 2-morphismes :

o∗ = (pA)#o#o
∗ // (pA)# et p∗A

// p∗Ao
∗o# = o#

sont inversibles.
2- Dualement si A admet un objet final o, les 2-morphismes :

(pA)∗ // (pA)∗o∗o∗ = o∗ et o∗ = o∗o
∗p∗A

// p∗A

sont inversibles.

Dans le même esprit on a :

Proposition 2.1.41 — Soit i : I ⊂ J une inclusion pleinement fidèle dans Dia. On suppose que le foncteur i
admet un adjoint à droite ou à gauche p : J // I . Alors le foncteur p∗ est pleinement fidèle. En particulier les
deux 2-morphismes :

id // p∗p∗ et p#p
∗ // id

sont inversibles.

Demonstration On traitera uniquement le cas où p est un adjoint à droite de i. Comme i est pleinement fidèle, le
2-morphisme id // p ◦ i est inversible. Il vient par le lemme 2.1.33 que p∗ est adjoint à gauche de i∗ est que le
morphisme de counité est inversible. On en déduit que p∗ est pleinement fidèle. c.q.f.d

Il est pratique d’introduire la définition suivante :

Definition 2.1.42 — On note R# et R∗ les foncteurs de la 1-catégorie sous-jacente à Dia dans celle des
endofoncteurs triangulés de D(e) définis par les formules :

A R#(A) = (pA)#(pA)∗ et (u : A→ B) [R#(u) = (pA)#(pA)∗ ' (pB)#u#u
∗(pB)∗ 7−→ (pB)#(pB)∗]

A R∗(A) = (pA)∗(pA)∗ et (u : A→ B) [R∗(u) = (pB)∗(pB)∗ 7−→ (pB)∗u∗u∗(pB)∗ ' (pA)∗(pA)∗]

Remarquons que R# est covariant alors que R∗ est contravariant. Ces foncteurs seront respectivement appelés la
réalisation homologique et cohomologique. Remarquons également que le foncteur R# (resp. R∗) prend ses valeurs
dans la catégorie des endofoncteurs de D(e) munis d’une transformation naturelle vers (resp. depuis) le foncteur
identité.

Lemme 2.1.43 — Soient u0, u1 : A // B deux foncteurs de Dia. On suppose qu’il existe une transformation
naturelle t : u0

// u1 . Alors, les deux transformations naturelles :

R#(u0), R#(u1) : R#(A) // R#(B) (resp. R∗(u0), R∗(u1) : R∗(B) // R∗(A) )

sont égales.

Demonstration On traitera uniquement le cas non respé. Le cas réspé s’en déduit par dualité. La transformation
naturelle t équivaut à la donnée d’un foncteur u : A× 1 // B tel que les composées :

A
idA×0 // A× 1 // B et A

idA×1 // A× 1 // B
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soient respectivement u0 et u1. Notons p = idA × p1 : A× 1 // A la rétraction commune à idA × 0 et idA × 1. Il
suffit clairement de prouver que le 2-morphisme :

R#(p) : R#(A× 1) // R#(A)

est inversible. En revenant à la définition, on se ramène à montrer que le morphisme de counité :

p#p
∗ // id

est inversible. Par l’axiome 2 de la définition 2.1.34, il suffit de prouver que ce morphisme devient inversible après
application de a∗ pour tout objet a de A. En utilisant l’axiome 4 de la définition 2.1.34, on sait que a∗p# ' (pa\A×1)#j

∗
a.

Mais la catégorie a\A× 1 admet un objet initial à savoir ((a, 0), ida). Il vient par le corollaire 2.1.40 que (pa\A×1)# '
((a, 0), ida)∗. Ceci montre que a∗p#p

∗ ' (p ◦ ja ◦ ((a, 0), ida))∗ ' a∗. On laisse aux lecteurs les soin de vérifier que cet
isomorphisme est bien celui induit par la counité de (p#, p

∗). c.q.f.d

Morphismes de dérivateurs triangulés

L’étape suivante consiste à définir les 1-morphismes et les 2-morphismes de dérivateurs triangulés. Pour cela on
considère d’abord les 1-morphismes et 2-morphismes entre les 2-foncteurs généraux :

Definition 2.1.44 — Soient D et D′ deux 2-catégories. On suppose donnés deux 2-foncteurs F1,F2 : D // D′ .
Un morphisme de 2-foncteurs m : F1

// F2 est l’ensemble des données suivantes :

1. pour tout objet A de D, d’un 1-morphisme mA : F1(A) // F2(A) ,

2. pour tout 1-morphisme a : A // B de D d’un 2-isomorphisme αm :

F1(B) F2(B)

F1(A) F2(A)

//
mB

//mA

��

F1(a)

��

F2(a)����{� αm

Ces données doivent vérifier les conditions suivantes.
– Pour un 2-morphisme :

A
""

a

<<

a′

�� ��
�� t B

de D, le carré de 2-morphismes de D′ :

F2(a) ◦mA
//

F2(t)

��

mB ◦ F1(a)

F1(t)

��
F2(a′) ◦mA

// mB ◦ F1(a′)

est commutatif.
– Pour une suite composable de 1-morphismes de D :

A
a // B

b // C
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les deux diagrammes planaires :

F1(B) F2(B)

F1(A) F2(A)

F1(C) F2(C)

//
mB

//mA

//
mC

��

F1(a)

��

F2(a)

��

F1(b)

��

F2(b)

����{� αm

����{� αm

""

F1(ba)

||

F2(ba)____ks c____ks
c−1

et

F1(C) F2(C)

F1(A) F2(A)

//
mC

//mA

��

F1(ba)

��

F2(ba)����{� αm

ont la même composée.

La définition de 2-morphismes entre 1-morphismes de 2-foncteurs est relativement simple :

Definition 2.1.45 — Supposons donnés deux 2-foncteurs F1 et F2 entre deux 2-catégories D et D′ comme
dans la définition 2.1.44. On suppose également donnés deux 1-morphismes m,m′ : F1

// F2 . Un 2-morphisme

θ : m // m′ est la donnée pour tout objet A de D d’un 2-morphisme θA : mA
// m′A tel que le carré suivant :

F2(a) ◦mA
//

��

mB ◦ F1(a)

��
F2(a) ◦m′A // m′B ◦ F1(a)

soit commutatif.

Il existe plusieurs définitions non équivalentes de morphismes de dérivateurs. La définition de 1-morphismes et de
2-morphismes de dérivateurs triangulées qu’on adoptera est la plus faible possible :

Definition 2.1.46 — 1- Soient D1 et D2 deux dérivateurs triangulés de domaine Dia. Un 1-morphisme de
dérivateurs est simplement un 1-morphisme entre les 2-foncteurs (1 et 2-contravariants) sous-jacents.

2- De même, un 2-morphismes entre deux 1-morphismes de dérivateurs ayant les mêmes source et but, est simple-
ment un 2-morphisme entre les 1-morphismes des 2-foncteurs sous-jacents à ces dérivateurs.

3- Ces notions de 1 et 2-morphismes, définissent une 2-catégorie stricte, qu’on appellera la 2-catégorie des dériva-
teurs triangulés et qu’on notera DER.

Soitm : D1
// D2 un 1-morphisme de dérivateurs de domaine Dia. Supposons donné un foncteur u : A // B

entre catégories de Dia. A partir de la face :

D1(B) D2(B)

D1(A) D2(A)

//
mB

//mA

��

u∗

��

u∗����{� αm

ainsi que son inverse, on déduit en utilisant les adjonctions (u∗, u∗) et (u#, u
∗) deux faces carrées :

D1(B) D2(B)

D1(A) D2(A)

//
mB

//mA
OO

u∗

OO

u∗
???? �#
Ex∗∗ et

D1(B) D2(B)

D1(A) D2(A)

//
mB

//mA
OO

u#

OO

u#????[cEx∗#

On fait la définition suivante :

Definition 2.1.47 — Soit m : D // D′ un 1-morphisme de dérivateurs triangulés. On dit que m commute
aux Dia-limites homotopiques (resp. aux Dia-colimites homotopiques) si les faces Ex∗∗ (resp. Ex∗#) ci-dessus sont
inversibles pour tout foncteur u de Dia.

La proposition suivante décrit les adjonctions entre 1-morphismes de DER :
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Proposition 2.1.48 — 1- Soit m : D // D′ un 1-morphisme de dérivateurs triangulées. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

– Le 1-morphisme m admet un adjoint à droite n : D′ // D .
– Le 1-morphisme m commute aux Dia-colimites homotopiques, et pour toute catégorie A de Dia, le foncteur
mA : D(A) // D′(A) admet un adjoint à droite.

Si en plus la 2-catégorie Dia contient toutes les petites catégories discrètes et que les catégories triangulées D(A) sont
compactement engendrées, on peut simplifier la seconde condition en la suivante :

– Le 1-morphisme m commute aux Dia-colimites homotopiques.
2- Dualement, les conditions suivantes sont équivalentes.
– Le 1-morphisme m admet un adjoint à gauche n : D′ // D .
– Le 1-morphisme m commute aux Dia-limites homotopiques, et pour toute catégorie A de Dia, le foncteur mA :

D(A) // D′(A) admet un adjoint à gauche.

Demonstration On prouvera uniquement la première partie du lemme. Supposons que m : D // D′ admet un
adjoint à droite n. En examinant la définition des 2-morphismes de DER, il est facile de voir que pour toute catégorie
A de Dia, le foncteur nA est un adjoint à droite de mA. De plus, pour un foncteur u : A // B de Dia, les deux
faces carrées :

D1(B) D2(B)

D1(A) D2(A)

//
nB

//nA

��

u∗

��

u∗����{� αn et

D1(B) D2(B)

D1(A) D2(A)

//
mB

//mA
OO

u#

OO

u#????[cEx∗#

sont échangées via les adjonctions (u# ◦ mB , nB ◦ u∗) et (mA ◦ u#, u
∗ ◦ nA). Étant donné que la première face est

inversible, nous déduisons que m commute aux Dia-colimites. D’où la première implication.
L’implication réciproque est tout aussi facile. Finalement la simplification de la seconde assertion découle immé-

diatement du lemme 2.1.22 et du fait que les colimites homotopiques de familles discrètes calculées dans D coïncident
avec les sommes directes. c.q.f.d

Foncteurs D-filtrants. Homotopies simpliciales

Avec les notations de la definition 2.1.42, on a le résultat important suivant :

Proposition 2.1.49 — On suppose donné un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit f : J // I un
foncteur de Dia. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Le 2-morphisme : (pJ)#f
∗ ' (pI)#f#f

∗ // (pI)# est inversible.

2. Le 2-morphsime : (pI)∗ // f∗f∗(pI)∗ ' f∗(pJ)∗ est inversible.

3. Pour tout i ∈ Ob(I) le 2-morphisme évident R#(J/i) // id est inversible.

4. Pour tout i ∈ Ob(I) le 2-morphisme évident id // R∗(J/i) est inversible.

Demonstration Les deux premières conditions sont équivalentes puisqu’on passe de l’une à l’autre en utilisant les
adjonctions :

((pJ)#f
∗, f∗, (pJ)∗) et ((pI)#, (pI)∗)

De même, les deux dernières conditions sont équivalentes puisque R#(J/i) est l’adjoint à gauche de R∗(J/i). Ainsi,
pour montrer la proposition, il suffit de montrer l’équivalence entre la seconde et dernière condition.

Par l’axiome 2 de la définition 2.1.34, la seconde condition équivaut à dire que pour tout i ∈ Ob(I) le 2-morphisme :

i∗(pI)∗ // i∗f∗f∗(pI)∗ // i∗f∗(pJ)∗

est inversible. Considérons la face carrée :

e I

JJ/i

//i

//ji

��

pJ/i

��
fuuuuv~

α



198 Compléments sur les 2-foncteurs homotopiques stables

Par l’axiome 4 de la définition 2.1.34, on sait que la face :

D(e) D(I)

D(J)D(J/i)

oo i∗

oo j∗i

��

(pJ/i)∗

��

f∗JJJJ`h Ex∗∗

est inversible. Il vient que la seconde assertion équivaut à l’inversibilité pour tout i ∈ Ob(I) de la composée suivante :

id ' i∗(pI)∗ // i∗f∗f∗(pI)∗ // i∗f∗(pJ)∗
Ex∗∗ // (pJ/i)∗j∗i (pJ)∗ ' (pJ/i)∗(pJ/i)∗

Il n’est pas difficile de voir que cette composée est simplement le morphisme d’unité de l’adjonction ((pJ/i)∗, (pJ/i)∗).
En d’autres termes, c’est exactement le 2-morphisme id // R∗(J/i) . c.q.f.d

Definition 2.1.50 — Soit f : J // I un foncteur de Dia. On dira que f est D-filtrant lorsque f vérifie l’une
des quatre conditions équivalentes de la proposition 2.1.49. On dira que f est universellement filtrant s’il est D-filtrant
pour tout Dia-dérivateur triangulé D.

Notons le résultat simple suivant :

Proposition 2.1.51 — La classe des foncteurs D-filtrants est stable par composition et coproduits finis. La
classe des foncteurs universellement filtrants est stable par produits finis.

Demonstration Soit K
g // J

f // I une suite composable de foncteurs de Dia. Pour montrer que f ◦ g est
D-filtrant sachant que f et g le sont, il suffit de remarquer que le 2-morphsime (pK)#(f ◦ g)∗ // (pI)# est la
composée suivante :

(pK)#(f ◦ g)∗ ' (pK)#g
∗f∗ // (pJ)#f

∗ // (pI)#

La stabilité par coproduits finis est facile et laissée aux lecteurs. Pour la stabilité par produits finis, on considère
deux foncteurs universellement filtrants f : J // I et f ′ : J ′ // I ′ . Le produits f ′ × f : J × J ′ // I × I ′
se décompose :

J × J ′
f×id // I × J ′

id×f ′ // I × I ′

En utilisant la stabilité par composition, on se ramène à montrer que f × id : J ×K // I ×K est universellement
filtrant sachant que f l’est.

Étant donné un dérivateur triangulé D, on considère le dérivateur triangulé DK = D(− ×K). En utilisant le fait
que f est DK-filtrant on déduit que dans D le 2-morphisme :

(id× pJ)#(id× f)∗ // (id× pI)#

est inversible. Mais le 2-morphisme qui nous intéresse s’obtient du 2-morphisme ci-dessus en appliquant (pK)#. La
proposition est prouvée. c.q.f.d

Il est facile de donner des exemples de foncteurs universellement filtrants entre ensembles ordonnés.

Definition 2.1.52 — Soit (I,<) un ensemble ordonné. On dit que (I,<) est semi-bien ordonné si toute partie
non vide A de I admet une borne supérieure sup(A) dans I (i.e., un plus petit majorant).

Lemme 2.1.53 — Soit J ⊂ I une inclusion entre deux ensembles semi-bien ordonnés. On suppose que tout
élément de I est minoré par un élément de J . Alors le foncteur J // I est universellement filtrant.

Demonstration En effet, soit i un objet (ou plutôt un élément) de I. La catégorie J/i correspond alors au sous-
ensemble ordonné de J formé des objets inférieurs ou égaux à i. Cet ensemble est non vide. Il admet donc une borne
supérieure sup(J/i) (dans J !). Mais alors cet élément est un objet final de J/i. Il vient par la proposition 2.1.41 que
R∗(J/i) ' id. D’où le résultat. c.q.f.d

On donne également deux exemples importants de nature simplicale. Notons ∆ est la catégorie dont les objets
sont les ordinaux finis n = {0→ 1→ · · · → n} pour n ∈ N. Le point clef est le lemme suivant :

Lemme 2.1.54 — On notera ∆/n × r la catégorie dont les objets sont les couples de flèches (m → n,m → r).
Le 2-morphisme R#(∆/n× r) // id est inversible.
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Demonstration Notons E ⊂∆/n×r la sous-catégorie pleine dont les objets sont les couples (a : m→ n, b : m→ r)
vérifiant a(0) = 0 et b(0) = 0.

Appelons inc : E ⊂ ∆/n × r l’inclusion évidente et φ : ∆/n× r // E le foncteur qui envoie (a : m → n, b :
m → r) sur le couple (a′ : 1 + m → n, b′ : 1 + m → r) avec a′(0) = 0, b′(0) = 0, a′(i) = a(i − 1) et b′(i) = b(i − 1)
pour 1 ≤ i ≤ m+ 1.

On dispose d’une transformation naturelle φ ◦ inc // id donnée au niveau de (a : m→ n, b : m→ r) ∈ Ob(E)
par l’unique application croissante surjective 1 + m→m identifiant 0 et 1. De même, on dispose d’une transformation
naturelle id // inc ◦ φ donnée au niveau de (a : m→ n, b : m→ r) ∈ Ob(E) par l’unique application strictement
croissante m → 1 + m évitant 0. Le lecteur pourra vérifier que ces transformations naturelles font de inc et φ un
couple de foncteurs adjoints.

Par le lemme 2.1.43, on déduit que R#inc : R#(E) ∼ // R#(∆/n× r) et R#φ : R#(∆/n× r) ∼ // R#(E)
sont des 2-isomorphismes inverses l’un de l’autre. On est donc ramené à montrer que R#(E) ' id.

On dispose d’un foncteur e : ∆ // E qui à m associe le couple (0 : m→ n, 0 : m→ r). Ce foncteur admet un
adjoint à droite f : E // ∆ qui à (a : m→ n, b : m→ r) associe (a× b)−1(0, 0) = {0→ · · · → s} avec 0 ≤ s ≤ m
vérifiant a(s) = b(s) = 0 et maximal pour cette propriété. Notons que le morphisme de counité e ◦ f // idE ,
évalué en l’objet (a : m→ n, b : m→ r) ci-dessus, correspond à l’unclusion s ⊂m d’image {0, . . . , s}.

Par une deuxième application du lemme 2.1.43, on voit que R#e est un 2-isomorphisme. Il suffit donc de montrer
que R#(∆) ' id. Ceci découle du fait que ∆ admet un objet final. Le lemme est démontré. c.q.f.d

On en déduit deux exemples de foncteurs filtrants :

Corollaire 2.1.55 — 1- Le foncteur diagonal diag : ∆ // ∆×∆ est universellement filtrant.
2- Pour tout n ∈ N, le foncteur ∆/n // ∆ est universellement filtrant.

Demonstration Le premier point découle immédiatement du lemme 2.1.54 et de la quatrième caractérisation des
foncteurs D-filtrants de la proposition 2.1.49. Pour le second point, on utilise le fait que ∆/n/r = ∆/n× r. c.q.f.d

En utilisant le fait que ∆/1 // ∆ est filtrant, on peut définir une notion d’homotopie simpliciale entre les
morphismes de D(∆) de sorte que deux flèches homotopes deviennent égales après application de (p∆)#.

On notera dans la suite q : ∆/1 // ∆ la projection canonique et s0 (resp. s1) le foncteur ∆ // ∆/1 qui
envoie un ordinal n sur la flèche composée :

n // 0
s0 // 1 (resp. n // 0

s1 // 1 )

Definition 2.1.56 — Soient A et B deux objets de D(∆) et f, g : A // B deux flèches. Une homotopie de
f à g est une flèche :

h : q#q
∗A // B

telle que les composées suivantes :

A ' q#(s0)#s
∗
0q
∗A // q#q

∗A
h // B

A ' q#(s1)#s
∗
1q
∗A // q#q

∗A
h // B

soient respectivement égales à f et g.

On a effectivement :

Proposition 2.1.57 — Soient A et B deux objets de D(∆) et f, g : A // B deux flèches homotopes. Les
deux flèches :

(p∆)#A
f // (p∆)#B et (p∆)#A

g // (p∆)#B

sont égales.

Demonstration Soit h : q#q
∗A // B une homotopie de f à g. Il suffit de prouver que les deux morphismes :

A = q#(s0)#s
∗
0q
∗A // q#q

∗A et A = q#(s1)#s
∗
1q
∗A // q#q

∗A
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deviennent égales après application de (p∆)#. Ces deux flèches admettent la rétraction commune :

q#q
∗A // A

Ainsi, il suffira de montrer que :
(p∆)#q#q

∗A // (p∆)#A

est inversible. C’est effectivement le cas puisque q est un foncteur filtrant par le corollaire 2.1.55. c.q.f.d

Application aux 2-triangles distingués

On termine cette petite introduction sur les dérivateurs par une application aux 2-triangles distingués. Soient T1

et T2 deux catégories triangulées. Une suite :

(2.5) f ′ // f // f ′′ // f ′[+1]

de foncteurs triangulés f, f ′ et f ′′ : T1
// T2 est appelée un 2-triangle. On dit que cette suite est un 2-triangle

distingué si pour tout objet A de T1, le triangle :

f ′(A) // f(A) // f ′′(A) // f ′(A)[+1]

est distingué. Étant donné un 2-triangle (2.5) et des adjoints (à droite pour fixer les idées) g, g′ et g′′ de f , f ′ et f ′′
respectivement, on peut former un autre 2-triangle :

(2.6) g′′ // g // g′ // g′′[+1]

La question naturelle qu’on se pose dans ce paragraphe est la suivante : Si le 2-triangle (2.5) est distingué, en-est-il
de même du triangle (2.6) ?.

La réponse à cette question est probablement négative sans hypothèses supplémentaires. Toutefois, il semble difficile
de construire des contre-exemples.

On commencera l’étude de cette question par un cas particulier qui provient justement de la théorie des dérivateurs
triangulés.

Soit D un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit X un objet de D(1). Notons s : 1 // le foncteur qui
envoie 0 et 1 sur (0, 1) et (1, 1) respectivement. On vérifie facilement que l’objet s∗X vérifie :

(0, 1)∗s∗X = 0∗X = X0 , (1, 1)∗s∗X = 1∗X = X1 et (1, 0)∗s∗X = 0

Ainsi l’axiome 6 de la définition 2.1.34 fournit un triangle distingué fonctoriel en X :

X1
// X0

// (0, 0)∗(i )#(s∗X) // X1[+1]

Il est alors naturel de poser Cone(X) = (0, 0)∗(i )#(s∗X). On a ainsi un foncteur cône :

Cone : D(1) // D(e)

qui s’insère dans un 2-triangle distingué :

(2.7) 1∗ // 0∗ // Cone // 1∗[+1]

Ce 2-triangle peut être considéré comme un 2-triangle distingué universel parmi les “bons” 2-triangles distingués. On
montrera que le 2-triangle formé des adjoints à droites de 1∗, 0∗ et Cone est 2-distingué.

Il est utile de considérer la variante suivante du foncteur cône :

Definition 2.1.58 — Soit t : 1 // le foncteur qui envoie 0 et 1 sur (0, 0) et (0, 1) respectivement. On

définit le foncteur triangulé θ : D(1) // D(1) par la composée :

(2.8) D(1)
s∗ // D( )

(i )# // D( )
(i )∗

// D( ) t∗ // D(1)

Ainsi si X ∈ Ob(D(1)), on a θ(X) = t∗(i )∗(i )#(s∗X).
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Remarque 2.1.59 — Pour faciliter la tâche aux lecteurs, on fera un petit dessin décrivant les foncteurs s et t qui
entrent en jeu dans la définition de θ :

(1, 0) (0, 0) 0

(1, 1) (0, 1) 1

1 0

oo

oo

oo

OO OO OO

��
i ◦ s

oo i ◦ t

Remarque 2.1.60 — Si X est un objet de D(1), le squelette de θ(X) est simplement le second côté du triangle
distingué canonique (2.7) à savoir : 0∗X // Cone(X) .

On résume quelques propriétés du foncteur θ dans la proposition suivante :

Proposition 2.1.61 — Le foncteur θ est une équivalence de catégories. Un inverse à θ est donné par la composée
duale de 2.8 :

D(1)
t# // D( )

(i )∗ // D( )
(i )∗

// D( ) s∗ // D(1)

Il existe également des isomorphismes canoniques :
– 1∗ ◦ θ ' 0∗,
– 0∗ ◦ θ ' Cone,
– 1∗θ3 ' 0∗θ2 ' 1∗[+1].

Enfin, on peut récrire le 2-triangle distingué 2.7 :

(2.9) 1∗ r // 1∗θ r // 1∗θ2 r // 1∗θ3 ' 1∗[+1]

avec r la composée : 1∗ // 0∗ ' 1∗θ .

Demonstration Pour montrer que θ est une équivalence, on utilise l’axiome 5 de la définition 2.1.34 affirmant qu’un
carré est cartésien si et seulement si il est cocartésien. Ainsi, pour X un objet de D(1) le carré cartésien (i )#s∗X
coïncide avec le carré cocartésien (i )∗t#θ(X). Ceci fournit un isomorphisme canonique :

X ' s∗(i )∗(i )∗t#θ(X)

Dualement, on a aussi un isomorphisme canonique :

X ' θ(i )∗(i )∗t#X

Il vient que θ est une équivalence et son inverse est donné par son adjoint s∗(i )∗(i )∗t# = θ−1.
Les isomorphismes 1∗θ ' 0∗ et 0∗θ ' Cone sont faciles à construire.
L’isomorphisme 0∗θ2 ' 1∗[+1] est moins trivial. Pour le construire on procède de la manière suivante. Soit 2 × 1

la catégorie :
(2, 1) (1, 1)oo (0, 1)oo

(2, 0)

OO

(1, 0)

OO

oo (0, 0)

OO

oo

Et r : I ⊂ 2× 1 la sous-catégorie pleine privée des objets (1, 0) et (0, 0). On note i : 1 // I le foncteur qui envoie
1 sur (2, 1) et 0 sur(1, 1).

Soit X un objet de D(1). Considérons l’objet r#i∗X de D(2× 1). Son squelette est :

1∗X //

��

0∗X

��

// 0

��
0 // Cone(X) // Cone(θ(X))
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Notons e : 1× 1 // 2× 1 le produit du foncteur 2 // 1 envoyant 0 sur 0 et 1 sur 2, par le foncteur
identité. On vérifie facilement que e∗(r#i∗X) est un carré cartésien. Ceci induit canoniquement un isomorphisme :
Cone(θ(X)) // Σ(X) . c.q.f.d

Remarque 2.1.62 — Il est probable qu’on dispose d’un isomorphisme canonique θ3 ' [+1] . Toutefois, on n’aura
pas besoin d’un tel isomorphisme dans la suite.

L’adjoint à droite de 1∗ est le foncteur 1∗ : D(e) // D(1) . Comme 1 est l’objet final de 1, par le corollaire
2.1.40, le foncteur 1∗ est canoniquement isomorphe à p∗ avec p : 1 // e . On répondra par l’affirmatif à la question
proposée dans le cas particulier du 2-triangle (2.7), en montrant que le 2-triangle :

p∗[−1] = θ−3p∗
r′ // θ−2p∗

r′ // θ−1p∗
r′ // p∗

est distingué avec r′ le morphisme déduit de r par adjonction. Il revient au même de considérer le triangle :

(2.10) θ−1p∗
r′ // p∗ // θp∗ // θ2p∗ ' θ−1p∗[+1]

Fixons un objet X de D(e). Il est clair que l’objet θ−1p∗X admet pour squelette :

0 // X

D’autre part ce squelette détermine son objet à isomorphisme unique près. En effet si A est un objet ayant un
squelette de cette forme, le morphisme 1#1∗A // A est inversible. Pour la même raison, un morphisme de θ−1p∗X

vers n’importe quel objet de D(1) est uniquement déterminé par son induit sur les squelettes. Ainsi, le morphisme
1∗X // 0∗ ' 1∗θ(X) est l’unique morphisme ayant pour squelette :

0

��

// X

X X

où les squelettes des objets de D(1) sont représentés par des flèches verticales.
D’autre part, l’objet θp∗X admet pour squelette :

X // 0

La discussion précédente s’applique. Ainsi le morphisme p∗X // θp∗X est l’unique morphisme ayant pour sque-
lette :

X X

��
X // 0

où les squelettes des objets de D(1) sont représentés par des flèches verticales.

Il reste à comprendre le troisième coté du 2-triangle (2.10) : θp∗ // θ2p∗ . Notons d’abord que le squelette de
θ2p∗X est :

0 // X[+1]

Il vient que le squelette du morphisme qui nous intéresse est nul puisque de la forme :

X

��

// 0

��
0 // X[+1]

Il va donc falloir travailler un peu plus que tout à l’heure. On commence par un lemme :
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Lemme 2.1.63 — Soient E et F des objets de D(1) ayant pour squelettes respectifs :

E1

��

0

��
0 F0

On va définir des applications hom(E,F ) // hom(E1[+1], F0) par différentes recettes.

1. En prenant la composée :

hom(E,F ) // hom(Cone(E),Cone(F )) ∼ // hom(E1[+1], F0)

2. En prenant la composée :

hom(E,F ) // hom(θE, θF ) // hom(0∗θE, 0∗θF ) ' hom(E1[+1], F0)

3. En prenant la composée :

hom(E,F ) // hom(θ−1E, θ−1F ) // hom(1∗θ−1E, 1∗θ−1F ) ' hom(E1, F0[−1]) ' hom(E1[+1], F0)

4. Soit a : E // F . On choisit un objet G de D( ) dont le 1-squelette est le morphisme a. Le squelette de i∗ G
est simplement :

E1
//

��

0

0

Ainsi, le morphisme canonique : (i )#i
∗ G // G induit un morphisme E1[+1] // F0 après application

de (0, 0)∗. Ce morphisme ne dépend que de a.
Toutes ses applications coïncident. De plus, c’est des isomorphismes de groupes abéliens.

Demonstration Notons par ordre α1, α2, α3 et α4 les applications de l’énoncé. Il est clair que α1 = α2 puisque
le morphisme α2 est induit par le foncteur 0∗θ qui s’identifie canoniquement au foncteur Cone. Montrons au passage
que α2 est un isomorphisme. Pour cela il suffit de prouver que le morphisme hom(θE, θF ) // hom(0∗θE, 0∗θF )
est inversible. Mais les squelettes de θE et θF sont respectivement :

0

��

F0

E1[+1] F0

Il vient que les flèches θE // θF sont uniquement déterminées par leurs squelettes. Mais il est facile de voir qu’un
morphisme entre ces deux squelettes n’est rien d’autre qu’un morphisme E[+1] // F0 .

Prouvons que les morphismes α2 et α3 sont égaux. Par la proposition 2.1.61, les foncteurs 0∗θ2 et 1∗[+1] sont
canoniquement isomorphes. On en déduit un isomorphisme canonique 0∗θ ' 1∗θ−1[+1]. On vérifie facilement qu’il est
compatible avec les identifications :

0∗θE = E1[+1] , 0∗θF = F0 et 1∗θ−1E[+1] = E1[+1] , 1∗θ−1F [+1] = F0

Ceci prouve que α2 = α3.
Montrons finalement que l’application α4 coïncide avec α1. Notons C le carré cartésien (i )#i

∗ G et E′ l’objet de
D(1) ayant pour squelette :

0

��
E[+1]

Le 1-squelette de C est un morphisme de a′ : E // E′ .
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Le morphisme C // G induit alors un carré commutatif :

E

a′

��

E

a

��
E′

b // F

L’application α4 associe à a : E // F la flèche E1[+1] // F0 obtenue en appliquant 0∗ à b : E′ // F .
Appliquons le foncteur Cone :

Cone(E)

a′

��

Cone(E)

a

��
Cone(E′) b // Cone(F )

Ce diagramme s’identifie alors à :
E1[+1] E1[+1]

α1(a)

��
E1[+1]

α4(a)
// F0

Ceci prouve l’égalité α1 = α4. c.q.f.d

On déduit facilement du lemme précédent que le morphisme θp∗X // θ2p∗X vient de l’objet cartésien et
cocartésien de D( ) dont le squelette est :

X //

��

0

��
0 // X[+1]

On a ainsi réussi à décrire complètement le 2-triangle (2.10). On résume la description obtenue :

Proposition 2.1.64 — Soit A un objet de D(e). Le triangle :

θ−1p∗A // p∗A // θp∗A // θ−1p∗A[+1]

est canoniquement isomorphe au triangle suivant :

U ′
a // U

b // U ′′
c // U ′[+1]

avec U ′, Uet U ′′ les objets de D(1) uniquement déterminés par leurs squelettes respectifs :

0

��

A A

��
A A 0

et a et b les flèches de D(1) uniquement déterminées par leurs squelettes respectifs :

0 //

��

A

A A

A A

��
A // 0

De plus, le morphisme c est le 1-squelette de l’objet cartésien et cocartésien (i )#(i )∗(1, 1)∗A.

Theoreme 2.1.65 — Le 2-triangle (2.10) est distingué.

Demonstration Il s’agit de prouver que pour tout objet A de D(e), le triangle décrit dans la proposition 2.1.64 est
distingué.

Notons d’abord que l’opérateur θ s’étend à D(1 × I) pour toute catégorie I de Dia. En particulier, l’opérateur θ
agit sur D( ). En fait, on dispose de deux tels opérateurs suivant le facteur 1 de 1 × 1 considèré. Lorsqu’on prend
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l’opérateur θ relativement au premier facteur, on parlera du foncteur θ horizontal qu’on notera θh. Lorsqu’on prend
l’opérateur θ relativement au second facteur, on parlera du foncteur θ vertical qu’on notera θv. Il est facile de voir que les
équivalences θ verticales et horizontales commutent, i.e., il existe un isomorphisme canonique θv◦θh ' θh◦θv. Une façon
économique de vérifier ceci est de considérer θv comme une autoéquivalence de dérivateurs : D1

// D1 et d’utiliser
le fait qu’un morphisme de dérivateurs commutant aux Dia-limites et colimites, commute forcément au foncteur θ. On
a également deux foncteurs cônes Conev et Coneh, ainsi qu’un isomorphisme canonique Conev ◦ θh = θ ◦ Cone.

Considérons l’objet D de D( ) donné par la formule (i )#p
∗A. Son squelette est :

0 //

��

A

A A

Ainsi, son 1-squelette est le morphisme a. Pour prouver le corollaire, on va identifier notre triangle à :

1∗D // 1∗θhD // 1∗θ2
hD

// 1∗θ3
hD ' 1∗D[+1]

Pour les deux premières flèches, il suffit de passer aux squelettes. Pour identifier la troisième flèche avec celle décrite
dans la proposition 2.1.64, il suffit de montrer que θ2

hD est le carré cartésien et cocartésien canonique de squelette :

A //

��

0

��
0 // A[+1]

Le calcul du squelette est facile et laissé aux lecteurs. Par le lemme 2.1.63, pour calculer le morphisme de D(1) induit
par θ2

hD entre les deux objets ayant pour squelettes :

A

��

0

��
0 A[+1]

il suffit de regarder l’induit sur les cônes. Il suffirait donc de montrer que le squelette de Conevθ
2
hD est :

A[+1] A[+1]

En utilisant la commutation de θh avec Conev, il vient que Conevθ
2
hD = θ2

hConevD. Mais le squelette de ConevD est
simplement A // 0 . D’où le résultat. c.q.f.d

On peut en déduire le résultat suivant :

Proposition 2.1.66 — Soient T1 et T2 deux catégories triangulées avec petites sommes. On suppose également
que T1 est compactement engendrée.

On suppose donné un 2-triangle distingué de foncteurs T1
// T2 :

f ′ // f // f ′′ // f ′[+1]

et des adjoints à droites g, g′ et g′′ de f , f ′ et f ′′ respectivement.
Supposons qu’il existe :
– un dérivateur triangulé D2 de domaine une sous-catégorie Dia ⊂ Cat contenant les petites catégories discrètes
tel que T2 = D2(e),

– un foncteur F : T1
// D2(1) ainsi qu’un isomorphisme de 2-triangles :

1∗F //

��

0∗F //

��

Cone ◦ F //

��

1∗F [+1]

��
f ′ // f // f ′′ // f ′[+1]
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Alors, le 2-triangle : g′′ // g // g′ // g′′[+1] est distingué.

Demonstration En effet, l’existence d’adjoints à droite force les foncteurs f , f ′ et f ′′ à commuter aux petites
sommes. L’axiome 2 de la définition 2.1.34, montre qu’il en est de même de F . Ainsi, F admet lui aussi un adjoint à
droite G (qui est triangulé par le lemme 2.1.23). Mais le 2-triangle :

g′′ // g // g′ // g′′[+1]

est clairement isomorphe au 2-triangle distingué :

θ−2p∗
r′ // θ−1p∗

r′ // p∗ // θp∗ ' θ−2p∗[+1]

auquel on applique le foncteur G. Ceci prouve la proposition. c.q.f.d

Remarque 2.1.67 — Pour un exemple d’application de cette proposition, le lecteur peut consulter la proposition
2.1.152.

2.1.3 Quelques compléments sur les t-structures
Pour la définition et la théorie basique des t-structures, le lecteur pourra consulter [BBD82]. On fera attention que

dans la suite on utilisera la convention homologique. On va décrire une méthode simple dûe à Fabien Morel [Mor02]
qui permet de construire des t-structures.

Definition 2.1.68 — Soient T une catégorie triangulée et G ⊂ Ob(T) un ensemble d’objets.
– Un objet N de T est dit strictement G-négatif si pour tout entier n positif ou nul, le foncteur homT(−, N [−n])
s’annule sur les éléments de G.

– Un objet P de T est dit G-positif si le foncteur homT(P,−) s’annule sur tous les objets strictement G-négatifs
de T.

On notera T<0 la sous-catégorie pleine de T formée des objets strictement négatifs et T≥0 celle formée des objets
positifs. Plus généralement, pour tout entier m ∈ Z, on notera T<m (resp. T≥m) la sous-catégorie pleine de T formée
des objets A[m] avec A ∈ Ob(T<0) (resp. A ∈ Ob(T≥0)).

Il nous arrivera parfois de noter T≤m−1 à la place de T<m. On a le lemme facile suivant :

Lemme 2.1.69 — Gardons les notations de la définition précédente :
1- Tout élément de G est un objet de T≥0. Si m ≤ m′ sont deux entiers relatifs, on a les inclusions T<m ⊂ T<m′

et T≥m′ ⊂ T≥m.
2- Soit m un entier. La sous-catégorie T<m est cosuspendue (voir la définition 2.1.1). Dualement, la sous-catégorie

T≥m est suspendue.
3- La sous-catégorie T<m est stable par limites catégoriques représentables. La sous-catégorie T≥m est stable par

colimites catégoriques représentables4.
4- Si T admet des petits produits (resp. des petites sommes) alors T<m (resp. T≥0) est stable par limites homoto-

piques (resp. colimites homotopiques) de Nop-diagrammes (resp. N-diagrammes).

Demonstration L’inclusion G ⊂ Ob(T≥0) est évidente.
On montre que T<0 est cosuspendue en vérifiant la stabilité par extensions et noyaux. Choisissons deux objets

strictement négatifs A et B ainsi que deux triangles distingués :

A // E // B // A[+1] et N // A // B // N [+1]

Pour P un élément de G et n ∈ N on a les suites exactes :

hom(P,A[−n]) // hom(P,E[−n]) // hom(P,B[−n])

hom(P,B[−n− 1]) // hom(P,N [−n]) // hom(P,A[−n])

Puisque les groupes hom(P,A[−k]), hom(P,B[−k]) sont nuls pour k positif ou nul, on déduit que hom(P,E[−n]) et
hom(P,N [−n]) sont nuls. Ainsi, E et N sont strictement négatifs. En particulier, T<0 est stable par cosuspensions.
On en déduit immédiatement les inclusions T<m ⊂ T<m′ de 1.

4Les limites (resp. colimites) catégoriques sont à opposer avec les limites (resp. colimites) homotopiques. Les premières gardent un sens
dans toute catégorie. Les secondes peuvent être définies pour certains diagrammes dans une catégorie triangulée ayant des produits (resp.
des sommes) infinis.
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Montrons que T≥0 est suspendue en vérifiant la stabilité par extensions et conoyaux. Supposons donnés deux
triangles distingués :

A // E // B // A[+1] et A // B // C // A[+1]

avec A et B positifs. Pour N est un objet négatif, les suites exactes :

hom(B,N) // hom(E,N) // hom(A,N)

hom(A[+1], N) = hom(A,N [−1]) // hom(C,N) // hom(B,N)

montrent que hom(E,N) = hom(C,N) = 0 (on utilise ici que N [−1] est encore strictement négatif). Donc E et C sont
bien positifs. En particulier T≥0 est stable par suspensions. On en déduit immédiatement les inclusions T≥m′ ⊂ T≥m
de 1.

Remarquons que le point 4 découle immédiatement de 3, de la stabilité par noyaux (resp. conoyaux) et de la
définition de la limite homotopique (resp. colimite homotopique). Pour terminer, il nous reste à prouver le point 3.

Soit I une petite catégorie et F : I // T<0 un foncteur. Supposant que F admet une limite L dans T. Si P est
un objet de G, on a pour n ∈ N : hom(P,L[−n]) = hom(P [n], L) = LimI hom(P [n], F (i)) = 0 ce qui prouve que L est
bien strictement négatif.

On procède pareillement pour le cas respé. Si F admet une colimite C dans T on a pour N strictement négatif :
hom(C,N) = LimI hom(F (i), N) = 0. c.q.f.d

Sous une hypothèse de compacité on a :

Proposition 2.1.70 — On garde les notations de la définition 2.1.68. Supposons que T admet les petites sommes
et que les objets dans G sont compacts. Alors :

– Le triplet (T,T≥0,T<0) forme une t-structure sur T.
– La sous-catégorie T≥0 est égale à � G �+ (avec les notations de la définition 2.1.15), i.e., à la plus petite
sous-catégorie suspendue, stable par petites sommes et contenant les objets de G.

Demonstration Nous suivons la preuve de [Mor02]. Pour chaque objet E de T choisissons un triangle distingué :(
⊕

n∈N, A∈G, f∈homT(A[n],E)
A[n]

)
// E

αE // φ(E) //

Posons φ0(E) = E. On définit par récurrence sur k ∈ N\{0} :
– φk(E) = φ(φk−1(E)),
– αk−1 = αφk−1(E) : φk−1(E) // φk(E) .

On obtient ainsi un N-diagramme inductif :

E = φ0(E) // . . . // φk−1(E)
αk−1 // φk(E)

αk // φk+1(E) // . . .

On définit un objet E<0 de T par : E<0 = HoColim
k∈N

φk(E). Cet objet reçoit l’objet E. On choisit enfin un triangle

distingué de T :
E≥0

// E // E<0
// E≥0[+1]

Pour prouver la proposition, il suffira d’établir les deux points suivants :

1. L’objet E<0 est strictement négatif.

2. L’objet E≥0 est dans � G�+.

En effet, par le lemme 2.1.69, on a immédiatement l’inclusion � G �+⊂ T≥0. Ainsi, le second point suffit pour
montrer que E≥0 est positif et donc la première assertion de la proposition. D’autre part, soit P est un objet positif.
Le fait qu’on a une t-structure implique que le triangle distingué :

P≥0
// P // P<0

//

est l’unique triangle distingué ayant ses deux extrémités respectivement positive et strictement négative. Ceci montre
que P<0 = 0 et P = P≥0. En particulier P est dans � G�+ ce qui fournit l’inclusion inverse T≥0 ⊂� G�+.
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Prouvons donc les points 1 et 2 ci-dessus. Pour 1, on choisit un objet B de G et un entier positif m. L’objet B
étant compact, on voit que :

homT(B[m], E<0) = homT(B[m],HoColim
k∈N

φk(E)) ∼← Colim
k∈N

homT(B[m], φk(E))

Il suffit donc de montrer que la colimite des groupes abéliens à droite est nulle. Il suffira encore de montrer que les
morphismes de transitions :

homT(B[m], φk(E)) // homT(B[m], φk+1(E))

sont nuls. Pour toute flèche b : B[m] // φk(E) , il existe une flèche en pointillés rendant commutatif le diagramme :

B[m]

b

��
��(

⊕
n∈N, A∈G, f∈homT(A[n],φk(E))

A[n]
)

// φk(E) // φk+1(E)

Comme la composée des flèches horizontales est nulle (deux arêtes consécutives d’un triangle distingué), le premier
point est prouvé.

Pour vérifier que E≥0 est dans � G�+, on choisit des triangles distingués :

Fk // E // φk(E) // Fk[+1]

ainsi que des morphismes de triangles :

(2.11) Fk

βk

��

// E // φk(E)

αk

��

//

Fk+1
// E // φk+1(E) //

En utilisant la définition de la colimite homotopique il est facile de se convaincre que E≥0 est une colimite homotopique
des Fk. Il suffit donc de montrer que les Fk sont dans � G �+. On montre ceci par récurrence sur k (pour k = 0,
c’est clair puisque F0 = 0).

En appliquant l’axiome de l’octaèdre à (2.11), on obtient un triangle distingué :

Fk // Fk+1
//
(

⊕
n∈N, A∈G, f∈homT(A[n],φk(E))

A[n]
)

// Fk[+1]

La catégorie� G�+ étant stable par extensions et petites sommes, le second point est également démontré. c.q.f.d

Definition 2.1.71 — La t-structure (T,T≥0,T<0) sur T sera appelée la t-structure engendrée par G.

Corollaire 2.1.72 — Sous les conditions de la proposition 2.1.70, pour un objet E de T on a les propriétés
suivantes :

– E est positif si et seulement si pour tout N strictement négatif, on a homT(E,N) = 0.
– E est strictement négatif si et seulement si pour tout P positif, on a homT(P,E) = 0.

Il existe deux conditions simples sur G qui assurent que la t-structure (T,T≥0,T<0) est non dégénérée :

Proposition 2.1.73 — On garde les hypothèses de la proposition 2.1.70. On suppose en plus que :
– l’ensemble G est un ensemble de générateurs de la catégorie triangulée avec petites sommes T,
– pour tout A dans G il existe un entier dA tel que pour tout B dans G, homT(A,B[n]) est nul pour n ≥ dA.

Alors, la t-structure engendrée par G est non dégénérée.

Demonstration Montrons que l’intersection ∩n∈NT<−n est réduite à la catégorie nulle. En effet, soient N un objet
de cette intersection et m un entier relatif. Si m est positif, l’objet N [−m] est encore strictement négatif puisque T<0

est stable par cosuspensions. Si m est négatif, l’objet N [−m] est également strictement négatif puisque N ∈ Ob(T<m).
Ainsi pour A ∈ G et m un entier relatif quelconque on a hom(A,N [−m]) = 0. En d’autres termes, N est orthogonal
à l’ensemble G qui engendre T. Il est donc forcément nul.

Avant de passer à l’intersection ∩n∈NT≥n, montrons que si A ∈ G et P ∈ T≥0 on a homT(A,P [n]) = 0 dès que
n ≥ dA (avec dA l’entier de l’énoncé). Pour cela on montre l’inclusion T≥0 =� G�+⊂ TA avec TA la sous-catégorie
pleine de T formée des objets ? tels que homT(A, ?[n]) = 0 si n ≥ dA. En utilisant l’hypothèse que G ⊂ Ob(TA), on
voit qu’il suffit de prouver les deux points :
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– TA est stable par petites sommes.
– TA est suspendue.

La première assertion découle du fait que A est compact. Pour la seconde on vérifie la stabilité par extensions et
conoyaux. On prend donc des objets Q et R de TA et des triangles distingués :

Q // E // R // Q[+1]

Q // R // C // Q[+1]

On en déduit deux suites exactes :

hom(A,Q[n]) // hom(A,E[n]) // hom(A,R[n])

hom(A,R[n]) // hom(A,C[n]) // hom(A,Q[n+ 1])

ce qui montre que pour n ≥ dA on a bien hom(A,E[n]) = hom(A,C[n]) = 0.
Muni de ce résultat, il est facile de montrer que ∩n∈NT≥n = 0. Soit en effet P un objet de toutes les catégories T≥n.

Pour m un entier relatif, l’objet P [m − dA] est dans T≥0 et donc par ce qui précède hom(A,P [m]) = 0. En utilisant
encore une fois que G engendre T on déduit que P est nul. c.q.f.d

Quelques lemmes utiles

On fixe la terminologie à l’aide de la définition ci-dessous :

Definition 2.1.74 — 1- On se donne une catégorie triangulée T munie d’une t-structure (T≥0,T≤0). Un objet
de T≤0 est dit t-négatif. Un objet de T≥0 est dit t-positif. Un objet est majoré (resp. minoré) si un certain décalé de
cet objet est t-négatif (resp. t-positif) ; il est borné s’il est minoré et majoré.

2- Un foncteur triangulé f : T // T′ entre deux catégories triangulées avec t-structures est dit t-négatif (resp.
t-positif) s’il envoie tout objet t-négatif (resp. t-positif) sur un objet du même t-signe. Il sera dit t-exact s’il est à la
fois t-négatif et t-positif.

Remarque 2.1.75 — D’habitude on dit d’un foncteur t-négatif (resp. t-positif) qu’il est exact à droite (resp à
gauche). On a préféré employer une terminologie commune aux foncteurs et aux objets suivant la philosophie que dans
un 2-foncteur homotopique on peut remplacer l’étude des objets par celui des opérations. Notons à titre d’exemples
que la propriété pour un foncteur triangulée d’être t-négatif (resp. t-positif) est stable par extensions et noyaux (resp.
conoyaux) au sens des 2-triangles distingués.

On a le lemme facile suivant :

Lemme 2.1.76 — Soient T et (Ti)i des catégories triangulées munies de t-structures. Supposons donnée une
famille conservative de foncteurs t-exacts fi : T // Ti . Soit E un objet de T. Alors E est positif (resp. négatif) si
et seulement si fi(E) est positif (resp. négatif) pour tout i.

Demonstration On traite uniquement le cas positif (le cas négatif en découle par dualité). Il existe un triangle
distingué :

E≥0
// E // E<0

//

avec E≥0 positif et E<0 strictement négatif. L’objet E est donc positif si E<0 est nul. La famille des fi étant conserva-
tive, il suffira de montrer que les fi(E<0) sont nuls. Puisque fi est t-exact fi(E≥0) est positif et fi(E<0) est strictement
négatif. Il vient que :

fi(E≥0) // fi(E) // fi(E<0) //

est l’unique triangle distingué ayant pour sommets respectivement : un objet positif, fi(E) et un objet strictement
négatif. Comme fi(E) est positif, on a forcément fi(E<0) = 0. c.q.f.d

Les deux lemmes qui suivent donnent des critères de t-exactitudes pour les foncteurs. Ils seront utilisés à plusieurs
reprises dans la suite.

Lemme 2.1.77 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées munies chacune
d’une t-structure. Alors :

– Supposons que f admet un adjoint à droite fd qui est t-négatif. Alors f est t-positif.
– Supposons que f admet un adjoint à gauche fg qui est t-positif. Alors f est t-négatif.
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Demonstration Les deux propriétés à démontrer sont duales. On s’intéressera donc uniquement à la première. Soit
P un objet t-positif de T. Pour montrer que f(P ) reste t-positif, il suffit de prouver que pour tout objet strictement
t-négatif N de T′ le groupe homT′(f(P ), N) est nul. Par adjonction ce groupe est isomorphe à homT(P, fd(N)). Comme
fd est t-négatif, l’objet fd(N) est strictement t-négatif. D’où l’annulation recherchée. c.q.f.d

Lemme 2.1.78 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. On suppose que
T admet les petites sommes et que f commute aux petites sommes. Supposons également que T′ est munie d’une t-
structure. Soit G un ensemble d’objets compacts de T et munissons T de la t-structure engendrée par G. Si pour tout
A dans G, l’objet f(A) est t-positif, alors le foncteur f est t-positif.

Demonstration Notons D la sous-catégorie pleine de T ayant pour classe d’objets f−1Ob(T′≥0). Il s’agit de montrer
que � G�+= T≥0 ⊂ D. Il suffirait donc de vérifier les points :

1. G ⊂ Ob(D),

2. D est stable par petites sommes,

3. D est suspendue.

Le premier point est dans les hypothèses de l’énoncé. Pour le second point, on se donne une petite famille (Ai)i∈I
d’objets dans D. Comme f commute aux petites sommes, on voit que f(⊕iAi) représente la somme directe des f(Ai).
En particulier :

homT′(f(⊕iAi), N) =
∏
i

homT′(f(Ai), N) = 0

pour tout objet strictement t-négatif N . Ceci montre que f(⊕iAi) est positif et donc ⊕iAi est dans D. Pour le troisième
point, on choisit deux objets A et B dans D et deux triangles distingués dans T :

A // E // B // et A // B // C //

Pour voir que E et N sont dans D, il suffit de montrer que f(E) et f(C) sont t-positifs. On applique alors f à nos
deux triangles :

f(A) // f(E) // f(B) // et f(A) // f(B) // f(C) //

La sous-catégorie T′≥0 étant suspendue et les objets f(A) et f(B) t-positifs, on a immédiatement le résultat recherché.
c.q.f.d

2.1.4 Catégories monoïdales, foncteurs pseudo-monoïdaux, modules et projecteurs

Dans cette sous-section, on étudie les catégories monoïdales du point de vue fonctoriel. Ainsi, on est intéressé par
les foncteurs pseudo-monoïdaux et pseudo-comonoïdaux, mais aussi par des foncteurs munis d’un accouplement avec
un foncteur pseudo-monoïdal fixé. On mettra surtout l’accent sur les structures déduites par passage aux foncteurs
adjoints à droite ou à gauche. On commence par un petit rappel sur les catégories monoïdales.

Quelques rappels

On rappelle brièvement la définition d’une catégorie monoïdale. Pour plus de précisions le lecteur pourra consulter
[Mac63] :

Definition 2.1.79 — 1- Une catégorie monoïdale est un triplet (C,⊗, σ) avec :
– C une catégorie,
– ⊗ : C× C // C un foncteur covariant,

– σ : (A⊗B)⊗ C ∼ // A⊗ (B ⊗ C) une famille d’isomorphismes naturels en (A,B,C) ∈ Ob(C)3.
Les isomorphismes σ sont appelés les isomorphismes d’associativité. Ils vérifient certains axiomes dont celui du penta-
gone affirmant que tous les isomorphismes entre les objets (A⊗B)⊗ (C⊗D) et ((A⊗B)⊗C)⊗D construits à partir
des isomorphismes d’associativité (et de leurs inverses) sont égaux entre eux.

2- Une catégorie monoïdale symétrique, est un quadruplet (C,⊗, σ, τ) avec :
– (C,⊗, σ) une catégorie monoïdale,
– τ : A⊗B ∼ // B ⊗A une famille d’isomorphismes naturels en (A,B) ∈ Ob(C)3.

Les isomorphismes τ sont appelés les isomorphismes de commutativité. Ils vérifient certains axiomes dont l’égalité
τ ◦ τ = id. Des axiomes supplémentaires sont imposés pour décrire les compatibilités entre les isomorphismes d’asso-
ciativité et de commutativité.
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Remarque 2.1.80 — Les définitions exactes d’une catégorie monoïdale et d’une catégorie monoïdale symétrique
et plus précisément les axiomes vérifiés par les isomorphismes d’associativité et de commutativité ne seront utilisés
nul part dans la théorie générale développée dans cette sous-section ou dans la section 2.3. Toutefois, ces axiomes sont
importants dans la cas d’une catégorie monoïdale symétrique pour construire une action du groupe symétrique Σn sur
les objets de la forme A⊗n.

Certains auteurs supposent qu’une catégorie monoïdale possède par définition un objet unité. Nous avons choisi
de supposer que l’objet unité est une donnée supplémentaire :

Definition 2.1.81 — 1- Soit (C,⊗, σ) une catégorie monoïdale. Un objet unité de C est un triplet (1, ug, ud)
avec :

– 1 un objet de C,
– ug : 1⊗A ∼ // A et ud : A⊗ 1 ∼ // A des isomorphismes naturels en A ∈ Ob(C).

Les isomorphismes ug et ud sont appelés les isomorphismes d’unité à gauche et à droite respectivement. Ils doivent
vérifier certaines conditions. Notons par exemple que les deux isomorphismes ug, ud : 1 // 1⊗ 1 coïncident.

2- Soit (C,⊗, σ, τ) une catégorie monoïdale symétrique. Un objet unité de C est un objet unité (1, ug, ud) de la ca-
tégorie monoïdale (C,⊗, σ) vérifiant certaines compatibilités supplémentaires avec les isomorphismes de commutation.
Notons par exemple que le diagramme suivant :

1⊗A τ //

ug
""EEEEEEEEE A⊗ 1

ud
||yyyyyyyyy

A

est commutatif. En particulier, les isomorphismes ug et ud se déduisent l’un de l’autre.
3- Une catégorie monoïdale (resp. monoïdale symétrique) munie d’un objet unité est appelée une catégorie monoï-

dale unitaire (resp. monoïdale symétrique unitaire).

Remarque 2.1.82 — On évitera, lorsque c’est possible, de nommer les isomorphismes d’associativité, de com-
mutativité ou d’unité. Ainsi on dira : soit (C,⊗) (resp. (C,⊗,1)) une catégorie monoïdale (resp. catégorie monoïdale
unitaire).

Remarque 2.1.83 — 1- Soit (C,⊗, σ) une catégorie monoïdale. On peut munir la catégorie opposée Cop d’une
structure de catégorie monoïdale. En effet, le foncteur ⊗ induit un foncteur covariant :

⊗op : Cop × Cop // Cop

et on prend pour isomorphismes d’associativité les flèches (σ−1)op. On appellera (Cop,⊗op, (σ−1)op) la catégorie mo-
noïdale opposée de (C,⊗, σ).

D’autre part, notons per : C× C // C× C le foncteur de permutation des facteurs : per(A,B) = (B,A) pour
(A,B) ∈ Ob(C)2. On définit alors un foncteur :

⊗◦ : C× C // C

par ⊗◦ = ⊗ ◦ per. Ainsi pour (A,B) ∈ Ob(C)2, on a : A⊗◦ B = B ⊗A. Pour un triplet (A,B,C) ∈ Ob(C)3 on définit
un isomorphisme :

σ◦ : (A⊗◦ B)⊗◦ C ∼ // A⊗◦ (B ⊗◦ C)

en prenant σ−1 : C ⊗ (B ⊗A) // (C ⊗B)⊗A . On obtient ainsi une nouvelle catégorie monoïdale (C,⊗◦, σ◦)
qu’on appellera la catégorie monoïdale ⊗-opposée de (C,⊗, σ).

Un objet unité (1, ug, ud) de (C,⊗, σ) induit des objets unités (1, (u−1
g )op, (u−1

d )op) et (1, ud, ug) des catégories
monoïdales (Cop,⊗op) et (C,⊗◦).

2- Lorsque (C,⊗, σ, τ) est un catégorie monoïdale symétrique, les quadruplets

(Cop,⊗op, (σ−1)op, τop) et (C◦,⊗◦, σ◦, τ◦)

(avec τ◦ = τ−1) sont des catégories monoïdales symétriques qu’on appellera respectivement la catégorie monoïdale
symétrique opposée et ⊗-opposée de (C,⊗, σ, τ). Il est clair que les isomorphismes de commutativité founissent un iso-
morphisme de catégories monoïdales entre (C,⊗) et son ⊗-opposée. Lorsque (1, ug, ud) est un objet unité de (C,⊗, σ, τ)
les formules ci-dessus définissent des objets unités des catégories monoïdales symétriques opposée et ⊗-opposée.

3- On peut voir une catégorie monoïdale comme une 2-catégorie (non forcément stricte ou unitaire) ayant un seul
objet. Ainsi, les catégories monoïdales opposée et ⊗-opposée correspondent aux 2-catégories 2-opposée et 1-opposée
respectivement.
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Le résultat suivant est bien connu :

Lemme 2.1.84 — Soient (C,⊗, σ) une catégorie monoïdale et (1, ug, ud) un objet unité de C. Notons End(1)
l’ensemble des endomorphismes de l’objet 1. Cet ensemble est muni de deux lois de composition à savoir :

– Le produit de composition ◦ induit par la composition des flèches de C,
– Le produit tensoriel ⊗, qui à un couple (a, b) ∈ End(1)2 associe la composée :

1
∼ // 1⊗ 1

a⊗b // 1⊗ 1 ∼ // 1

Ces deux lois de composition coïncident et sont commutatives

Demonstration En utilisant le fait que ⊗ est un foncteur, on voit immédiatement qu’on a dans End(1) la relation :

(a ◦ a′)⊗ (b ◦ b′) = (a⊗ b) ◦ (a′ ⊗ b′), ∀(a, a′, b, b′) ∈ End(1)4

De plus, l’identité de 1 est neutre pour les deux lois de composition. On a alors les égalités suivantes :

a ◦ b = (a⊗ id1) ◦ (id1 ⊗ b) = (a ◦ id1)⊗ (id1 ◦ b) = a⊗ b

a ◦ b = (id1 ⊗ a) ◦ (b⊗ id1) = (id1 ◦ b)⊗ (a ◦ id1) = b⊗ a
Ceci prouve le lemme. c.q.f.d

Foncteurs entre catégories monoïdales

On passe maintenant aux 1-morphismes et 2-morphismes entre catégories monoïdales. Plusieurs définitions sont
possibles. La plus naturelle est probablement celle des foncteurs monoïdaux puisqu’elle correspond aux 2-foncteurs non
forcément stricts entre 2-catégories non forcément strictes (avec un seul objet). Malheureusement pour les applications
en vue, cette notion est insuffisante. On utilisera la notion plus faible de foncteurs pseudo-monoïdaux. Pour plus de
symétrie, on considérera également la notion de foncteurs pseudo-comonoïdaux :

Definition 2.1.85 — 1- Soient (C,⊗, σ) et (C′,⊗′, σ′) deux catégories monoïdales. Un foncteur pseudo-monoïdal
de C dans C′ est un couple (f, a) formé :

– d’un foncteur f : C // C′ ,
– de morphismes a : f(A)⊗′ f(B) // f(A⊗B) naturels en (A,B) ∈ Ob(C)2, tels que le diagramme suivant :

(f(A)⊗′ f(B))⊗′ f(C) //

��

f(A⊗B)⊗′ f(C) // f((A⊗B)⊗ C)

��
f(A)⊗′ (f(B)⊗′ f(C)) // f(A)⊗′ f(B ⊗ C) // f(A⊗ (B ⊗ C))

soit commutatif pour tout (A,B,C) ∈ Ob(C)3.
Les morphismes a sont parfois appelés les morphismes d’accouplement de f . Lorsqu’ils sont inversibles, on dit que
(f, a) est monoïdal.

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux (f1, a1) et (f2, a2) est une transformation
naturelle f1

// f2 telle que le diagramme suivant soit commutatif :

f1(A)⊗ f1(B) //

��

f2(A)⊗ f2(B)

��
f1(A⊗B) // f2(A⊗B)

pour tout (A,B) ∈ Ob(C)2.
2- Gardons les notations du 1-, et supposons donnés des objets unités (1, ug, ud) et (1′, u′g, u

′
d) de C et C′ respec-

tivement. Un foncteur pseudo-monoïdal pseudo-unitaire de C dans C′ est un triplet (f, a, e) tel que :
– (f, a) est un foncteur pseudo-monoïdal de C dans C′,
– e : 1′ // f(1) est une flèche compatible avec les isomorphismes d’unité à droite et à gauche, i.e., telle que
le diagramme suivant soit commutatif :

1′ ⊗′ f(A) e //

∼u′g

��

f(1)⊗′ f(A) // f(1⊗A)

∼ ug

��
f(A) f(A)

ainsi que son analogue pour ud et u′d.
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Lorsque les morphismes a et e sont inversibles, on dit que (f, a, e) est un foncteur monoïdal unitaire.
Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux pseudo-unitaires (f1, a1, e1) et (f2, a2, e1) est

une transformation naturelle entre les foncteurs pseudo-monoïdaux (f1, a1) et (f2, a2) telle que en plus le carré suivant
est commutatif :

1′
e1 // f1(1)

��
1′

e2 // f2(1)

Lorsqu’on travaille avec des catégories monoïdales symétriques on impose également une compatibilité avec les
isomorphismes de commutativité :

Definition 2.1.86 — Soient (C,⊗, σ, τ) et (C′,⊗′, σ′, τ ′) deux catégories monoïdales symétriques (resp. monoï-
dales symétriques unitaires). Un foncteur pseudo-monoïdal symétrique (resp. pseudo-monoïdal symétrique et pseudo-
unitaire) de C dans C′ est un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal et pseudo-unitaire ) (f, a) tel que le
diagramme suivant :

f(A)⊗′ f(B) a //

τ ∼
��

f(A⊗B)

∼ τ

��
f(B)⊗′ f(A) // f(B ⊗A)

soit commutatif pour tout (A,B) ∈ Ob(C)2.
Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoïdaux symétriques (resp. pseudo-monoïdaux symé-

triques et pseudo-unitaires) est simplement une transformation naturelle entre les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp.
pseudo-monoïdaux et pseudo-unitaires) sous-jacents.

Un foncteur pseudo-monoïdal (f, a) : (C,⊗) // (C′,⊗′) induit un foncteur pseudo-monoïdal sur les catégories

⊗-opposées (f, a) : (C,⊗◦) // (C′,⊗′◦) . Lorsqu’on passe aux catégories opposées, le foncteur (f, a) n’est plus
pseudo-monoïdal. En effet, le morphisme d’accouplement est dans le mauvais sens et induit plutôt une structure de
foncteur pseudo-comonoïdal.

Definition 2.1.87 — 1- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoïdal à partir de celle de foncteur
pseudo-monoïdal en passant aux catégories opposées. Ainsi, si (C,⊗, σ) et (C′,⊗′, σ′) sont deux catégories monoïdales,
un foncteur pseudo-comonoïdal de C dans C′ est un couple (f, a) formé :

– d’un foncteur f : C // C′ ,
– de morphismes a : f(A⊗B) // f(A)⊗′ f(B) naturels en (A,B) ∈ Ob(C)2, compatibles de la manière
évidente avec les isomorphismes d’associativité.

Les morphismes a sont parfois appelés les morphismes de coaccouplement de f . Lorsqu’ils sont inversibles, on dit que
(f, a) est comonoïdal.

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-comonoïdaux (f1, a1) et (f2, a2) est une transformation
naturelle f1

// f2 telle que les diagrammes suivant soient commutatifs :

f1(A⊗B) //

��

f2(A⊗B)

��
f1(A)⊗ f1(B) // f2(A)⊗ f2(B)

Pour tout (A,B) ∈ Ob(C)2.
2- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoïdal pseudo-counitaire (resp. foncteur comonoïdal counitaire)

en passant aux catégories opposées. De même, on a également la notion de foncteur pseudo-comonoïdal symétrique
entre des catégories monoïdales symétriques. Les détails seront laissés aux lecteurs.

Remarque 2.1.88 — Si (f, a) : (C,⊗) // (C′,⊗′) est un foncteur monoïdal, alors (f, a−1) est un foncteur
comonoïdal.

Remarque 2.1.89 — Il va de soi qu’on peut composer les foncteurs pseudo-monoïdaux, (resp. pseudo-comonoïdaux)
ainsi que les transformations naturelles entre eux. Par exemple, étant données trois catégories monoïdales (C,⊗),
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(C′,⊗′) et (C′′,⊗′′) ainsi que deux foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo-comonoïdaux) (f, a) : C // C′ et
(f ′, a′) : C′ // C′′ leurs composée est (f ′ ◦ f, a′′) avec a′′ l’accouplement composé :

f ′f(A)⊗ f ′f(B) a′ // f ′(f(A)⊗ f(B)) a // f ′f(A⊗B)

(resp. le coaccouplement composé :

f ′f(A⊗B) a // f ′(f(A)⊗′ f(B)) a′ // (f ′f(A)⊗′′ f ′f(B)) )

pour (A,B) ∈ Ob(C)2.
On vérifie aisément que les catégories monoïdales avec les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo-comonoïdaux)

et leurs transformations naturelles forment une 2-catégorie stricte : (pMono) (resp. (pcMono)). On a également la
sous-2-catégorie (Mono) (resp. (pMono)) où l’on prend uniquement les foncteurs monoïdaux (resp. comonoïdaux).
L’association (f, a) (f, a−1) définit un isomorphisme entre Mono et pMono.

L’adjonction des foncteurs transforme les foncteurs pseudo-monoïdaux en foncteurs pseudo-comonoïdaux et vice
versa :

Proposition 2.1.90 — Soient deux catégories monoïdales (resp. monoïdales et unitaires) (C,⊗) et (C′,⊗′)
(resp. avec objets unités 1 et 1′ respectivement).

1- Soit (f, a) (resp. (f, a, e)) un foncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-comonoïdal et pseudo-counitaire) :
C // C′ . Supposons que f admet un adjoint à droite g. On définit des morphismes :

b : g(A′)⊗ g(B′) // g(A′ ⊗′ B′)

naturels en (A′, B′) ∈ Ob(C′)2 par la composée :

g(A′)⊗ g(B′) // gf(g(A′)⊗ g(B′)) a // g(fg(A′)⊗′ fg(B′)) // g(A′ ⊗′ B′)

(resp. ainsi qu’un morphisme n : 1 // g(1′) par adjonction à partir de f(1) // 1′ ). Le couple (g, b) (resp.
(g, b, n)) est alors un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal et pseudo-unitaire). De plus, cette construction
est fonctorielle contravariante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-comonoïdaux (resp. pseudo-comonoïdaux et
pseudo-counitaires).

2- Soit (l, a) (resp. (l, a, e)) un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal et pseudo-unitaire) : C // C′ .
Supposons que l admet un adjoint à gauche k. On définit des morphismes :

b : k(A′ ⊗′ B′) // k(A′)⊗ k(B′)

naturels en (A′, B′) ∈ Ob(C′)2 par la composée :

k(A′ ⊗′ B′) // k(lk(A′)⊗′ lk(B′)) a // kl(l(A′)⊗ l(B′)) // l(A′)⊗ l(B′)

(resp. ainsi qu’un morphisme n : g(1′) // 1 par adjonction à partir de 1′ // f(1) ). Le couple (g, b) (resp.
(g, b, n)) est alors un foncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-comonoïdal et pseudo-counitaire). De plus, cette
construction est fonctorielle contravariante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. pseudo-
monoïdaux et pseudo-unitaires).

3- Les variantes symétriques de 1 et 2 sont également vraies.

Demonstration Les deux parties 1 et 2 sont échangées par la dualité. Plus précisément, l’énoncé 2 pour f :
C // C′ est l’énoncé 1 pour le foncteur induit entre les catégories monoïdales opposées fop : Cop // C′op . Il
suffit de prouver la première partie.

Dans le langage des diagrammes planaires, la transformation naturelle b s’écrit comme la composée de :

C′ × C′ C′ C

C′ × C′ C× C C

//
⊗′

//
g

//g×g //⊗

��

f×f

��

f

CCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCC

?????????????

?????????????

yyyyx�
a yyyyx�

yyyyx�
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Ainsi, b n’est rien d’autre que le morphisme obtenu par adjonction à partir de la face carrée du coaccouplement de f :

C′ × C′ C′

C× C C

//
⊗′

//⊗

��

f×f

��

fyyyyx�
a

La compatibilité de b avec les isomorphismes d’associativité, s’exprime en disant que les composées des deux dia-
grammes planaires suivants :

(C′×C′)×C′ C′×(C′×C′) C′×C′ C′

(C×C)×C C×(C×C) C×C C

//
⊗′

//
⊗′

//⊗ //⊗
OO

(g×g)×g

OO

g×(g×g)

OO

g×g

OO

gtt yyyyx� ����{�

C′×(C′×C′) C′×C′ C′

C×(C×C) C×C C

//
⊗′

//
⊗′

//⊗ //⊗
OO

g×(g×g)

OO

g×g

OO

gyyyyx� ����{�

sont égales modulo les isomorphismes d’associativité. En utilisant la compatibilité avec la composition horizontale
(voir la proposition 1.1.12), on se ramène à montrer que les composées suivantes :

(C′×C′)×C′ C′×(C′×C′) C′×C′ C′

(C×C)×C C×(C×C) C×C C

//
⊗′

//
⊗′

//⊗ //⊗

��

(f×f)×f

��

f×(f×f)

��

f×f

��

f
yyyyx�

a

����{�
a

C′×(C′×C′) C′×C′ C′

C×(C×C) C×C C

//
⊗′

//
⊗′

//⊗ //⊗

��

f×(f×f)

��

f×f

��

f
yyyyx�

a

����{�
a

coïncident modulo les isomorphismes d’associativité. Ceci est clair par la définition même d’un foncteur pseudo-
comonoïdal. Le même raisonnement s’applique pour la preuve de la compatibilité de b avec les isomorphismes de
commutations.

La fonctorialité de cette construction par rapport aux transformations naturelles entre foncteurs pseudo-monoïdaux
est évidente. Les vérifications concernant les objets unités sont également faciles. c.q.f.d

Corollaire 2.1.91 — Soit (f, a) un 1-morphisme dans la 2-catégorie pMono. On suppose que (f, a) est monoïdal
et que le foncteur sous-jacent f admet un adjoint à droite. Alors le 1-morphisme (f, a) admet un adjoint à droite dans
pMono.

Demonstration Le foncteur (f, a) : (C,⊗) // (C′,⊗′) étant monoïdal, le couple (f, a−1) est un foncteur como-
noïdal. Par la proposition 2.1.90, l’adjoint à droite g est naturellement un foncteur pseudo-comonoïdal. Pour montrer
le lemme, il suffit de vérifier que les morphismes d’unité et de counité sont des transformations de foncteurs pseudo-
monoïdaux.

On traite d’abord le morphisme d’unité. Pour (A,B) ∈ Ob(C)2, on a un diagramme commutatif :
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A⊗B

��

// gf(A⊗B)

��

a−1
// g(f(A)⊗′ f(B))

�� TTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTT
a // gf(A⊗B)

QQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQ

gf(A)⊗ gf(B) // gf(gf(A)⊗ gf(B)) a−1
// g(fgf(A)⊗′ fgf(B)) // g(f(A)⊗′ f(B)) a // gf(A⊗B)

La composée des flèches horizontales inférieures du diagramme n’est autre que l’accouplement du foncteur pseudo-
monoïdal g ◦ f . Ce qui prouve que id // gf est bien compatible avec l’accouplement.

De même, pour le morphisme de counité, on utilise le diagramme commutatif :

fg(A′)⊗′ fg(B′) a //

SSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSS
f(g(A′)⊗ g(B′)) //

SSSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSSS
fgf(g(A′)⊗ g(B′)) a−1

//

��

fg(fg(A′)⊗′ fg(B′))

��

// fg(A′ ⊗′ B′)

��
fg(A′)⊗′ fg(B′) a // f(g(A′)⊗ g(B′)) a−1

// fg(A′)⊗′ fg(B′) // A′ ⊗B′

pour (A′, B′) ∈ Ob(C′)2.
c.q.f.d

Remarque 2.1.92 — On a vu que lorsqu’on prend l’adjoint à gauche (resp. à droite) d’un foncteur pseudo-
monoïdal (resp. pseudo-comonoïdal), on obtient un foncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-monoïdal). En fait, il
est possible de raffiner la structure mise sur l’adjoint en un structure de projecteur (resp. coprojecteur). Concentrons-
nous uniquement sur le cas non respé. Soient (l, a) : (C,⊗) // (C′,⊗′) un foncteur pseudo-monoïdal et k un adjoint

à gauche de l. On définit une transformation naturelle : k(l(A)⊗′ B′) // A⊗ k(B′) par la composée :

k(l(A)⊗′ B′) // k(l(A)⊗′ lk(B′)) // kl(A⊗ k(B′)) // A⊗ k(B′)

Cette structure est plus fine que la structure de pseudo-comodule de k puisqu’elle permet de la retrouver en prenant
simplement la composition :

k(A′ ⊗′ B′) // k(lk(A′)⊗′ B′) // k(A′)⊗ k(B′)

La notion de projecteurs et coprojecteurs sera étudiée en détails dans la suite. Pour des raisons qui seront claires dans
la section 2.3, il est important d’étendre la construction qu’on vient d’esquisser au cadre plus général des modules et
comodules sur des foncteurs pseudo-monoïdaux et pseudo-comonoïdaux.

Modules et projecteurs entre catégories monoïdales

La notion d’un foncteur pseudo-monoïdal ressemble jusqu’à un certain point à la notion d’algèbre. Dans ce pa-
ragraphe, on poussera cette ressemblance un cran plus loin en introduisant la notion de modules sur un foncteur
pseudo-monoïdal.

Definition 2.1.93 — Soient (C,⊗) et (C′,⊗′) deux catégories monoïdales (resp. monoïdales unitaires avec
objets unités 1 et 1′ respectivement).

1- Soit (f, a) (resp. (f, a, e)) un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal et pseudo-unitaire). On appelle
f -module (resp. f -module unitaire) à gauche, un couple (l, b) avec :

– l : C // C′ un foncteur,
– b : f(A)⊗′ l(B) // l(A⊗B) des morphismes naturels en (A,B) ∈ Ob(C)2,

tel que pour tout (A,B,C) ∈ Ob(C)3 le diagramme suivant :

(f(A)⊗′ f(B))⊗′ l(C) a //

σ′

��

f(A⊗B)⊗′ l(C) b // l((A⊗B)⊗ C)

σ

��
f(A)⊗′ (f(B)⊗ l(C)) b // f(A)⊗′ l(B ⊗ C) b // l(A⊗ (B ⊗ C))



2.1 Préliminaires généraux 217

soit commutatif (resp. et tel que la composée suivante :

l(−)
u′g
−1

// 1′ ⊗ l(−) // f(1)⊗ l(−) b // l(1⊗−)
ug // l(−)

soit égale à l’identité du foncteur l).
On a la notion ⊗-duale de f -module (resp. f -module unitaire) à droite. Un morphisme de f -modules de (l, b) vers

(l′, b′) est une transformation naturelle de l vers b compatible au sens évident avec les morphismes b et b′.
2- Soit (g, a) (resp. (g, a, e)) un foncteur pseudo-comonoïdal (resp. pseudo-comonoïdal et pseudo-counitaire). On

appelle g-comodule (resp. g-comodule counitaire) à gauche, un couple (k, c) avec :
– k : C // C′ un foncteur,
– c : k(A⊗B) // g(A)⊗′ k(B) des morphismes naturels en (A,B) ∈ Ob(C)2,

tel que les conditions duales du 1- soient vérifiées.
On a également la notion de g-comodule (resp. g-comodule counitaire) à droite. Un morphisme de g-comodules de

(k, c) vers (k′, c′) est une transformation naturelle de k vers k′ compatible au sens évident avec les morphismes c et c′.

Definition 2.1.94 — 1- Un module à gauche [f, l] de C dans C′ est un quadruplet (f, l, a, b) avec (f, a) un
foncteur pseudo-monoïdal et (l, b) un f -module à gauche. La catégorie des modules à gauche de C dans C′ est notée
Modg(C,C′). Une flèche de Modg(C,C′) est un couple (u, v) : (f1, l1, a1, b1) // (f2, l2, a2, b2) avec u : f1

// f2

une transformation naturelle monoïdale et v : l1 // l2 une transformation naturelle tel que le diagramme suivant :

f1(A)⊗′ l1(B) //

u⊗′v
��

l1(A⊗B)

v

��
f2(A)⊗′ l2(B) // l2(A⊗B)

est commutatif pour tout (A,B) ∈ Ob(C)2.
Étant donnée une troisième catégorie monoïdale (C′′,⊗′′), il existe un foncteur de composition :

Modg(C′,C′′)×Modg(C,C′) // Modg(C,C′′)

qui associe à [f ′, l′] = (f ′, l′, a′, b′) et [f, l] = (f, l, a, b) le quadruplet [f ′ ◦ f, l′ ◦ l] = (f ′ ◦ f, l′ ◦ l, a′′, b′′) avec (f ′ ◦ f, a′′)
le foncteur pseudo-monoïdal composé de f et f ′ (voir la remarque 2.1.89) et b′′ la composée :

f ′ ◦ f(A)⊗ l′ ◦ l(B) // l′(f(A) ◦ l(A)) // l′ ◦ l(A)

On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoïdales, et dont les 1-morphismes dont les mo-
dules à gauche. On appellera (Modg) cette 2-catégorie. On a un 2-foncteur d’oubli 1-covariant et 2-covariant évident :

Modg // pMono

qui associe à un quadruplet (f, l, a, b) le foncteur pseudo-monoïdal (f, a).
2- On a la notion duale de comodule à gauche de C dans C′. On forme également la 2-catégorie stricte des

comodules cModg. Les notions ⊗-duales, de modules à droite et de comodules à droite s’organisent également en deux
2-catégories strictes Modd et cModd.

Definition 2.1.95 — 1- Gardons les notations de la définition 2.1.93. Un f -bimodule est un triplet (l, bg, bd) tel
que (l, bg) est un f -module à gauche et (l, bd) un f -module à droite et tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(f(A)⊗′ l(B))⊗′ f(C)

∼
��

bg // l(A⊗B)⊗′ f(C)
bd // l((A⊗B)⊗ C)

∼
��

f(A)⊗′ (l(B)⊗′ f(C))
bd // f(A)⊗′ l(B ⊗ C)

bg // l(A⊗ (B ⊗ C))

pour tout (A,B,C) ∈ Ob(C)3. On définit également la notion de bimodule de C dans C′ ainsi que la 2-catégorie des
bimodules Mod.

2- On a également la notion duale de g-bicomodules et de bicomodules de C dans C′. On notera cMod la 2-catégorie
des bicomodules.
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Remarque 2.1.96 — Soit f un foncteur pseudo-monoïdal. L’exemple le plus simple de f -module est le foncteur
f lui même. Remarquons que f est même un f -bimodule. Il va sans dire que si C et C′ sont symétriques et que f
est également symétrique, un module à droite est immédiatement un module à gauche et même un bimodule. Ceci
s’applique aussi pour les comodules.

Proposition 2.1.97 — Soient (C,⊗) et (C′,⊗′) deux catégories monoïdales et (f, a) : C // C′ un foncteur
pseudo-monoïdal.

1- On suppose donné un f -module à gauche (l, b) et un adjoint à gauche k du foncteur l. On définit un morphisme
c : k(f(A)⊗′ B′) // A⊗ k(B′) , naturel en A ∈ Ob(C) et B′ ∈ Ob(C′), par la composée :

k(f(A)⊗′ B′) // k(f(A)⊗′ lk(B′)) b // kl(A⊗ k(B′)) // A⊗ k(B′)

Alors, le diagramme suivant :

k(f(A)⊗′ (f(B)⊗′ C ′)) //

∼
��

A⊗ k(f(B)⊗′ C ′) // A⊗ (B ⊗ k(C ′))

∼
��

k((f(A)⊗′ f(B))⊗′ C ′) // k(f(A⊗B)⊗′ C ′) // (A⊗B)⊗ k(C ′)

est commutatif pour tout (A,B,C ′) ∈ Ob(C)2 × Ob(C′).
2- On suppose donné un f -bimodule (l, bg, bd) ainsi qu’un adjoint à gauche k de l. Le module à gauche (l, bg) et le

module à droite (l, bd) induisent par 1- les deux transformations :

cg : k(f(A)⊗′ B′) // A⊗ k(B′) et cd : k(A′ ⊗′ f(B)) // k(A′)⊗B

naturelles en (A,B,A′, B′) ∈ Ob(C)2 × Ob(C′)2. Le diagramme suivant :

k(f(A)⊗′ (B′ ⊗′ f(C)))

∼
��

cg // A⊗ k(B′ ⊗′ f(C))
cd // A⊗ (k(B′)⊗ C)

∼
��

k((f(A)⊗′ B′)⊗′ f(C))
cd // k(f(A)⊗′ B′)⊗ C

cg // (A⊗ k(B′))⊗ C

est commutatif pour tout (A,B′, C) ∈ Ob(C)× Ob(C′)× Ob(C).

Demonstration Il est pratique de penser à un f -module (l, b) comme à une classe de faces carrées :

(2.12)

C′ C′

CC

//
f(A)⊗′ −

//A⊗−

��

l

��

ltttt 6>b

paramétrée par les objets de C. On voit alors immédiatement que les 2-morphismes c sont ceux obtenus à partir de la
face (2.12) par les adjonctions (l, k) :

C′ C′

CC

//
f(A)⊗′ −

//A⊗−
OO

k

OO

kJJJJ`h c

Il s’agit de montrer que les composées des diagrammes planaires suivants :
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(2.13)

C′ C′C′

CCC

//
f(A)⊗′ −

//A⊗−

//
f(B)⊗′ −

//B ⊗−
OO

k

OO

k

OO

k JJJJ`h cJJJJ`h c et

C′ C′

CC

//
f(A⊗B)⊗′ −

//(A⊗B)⊗−
OO

k

OO

kOOOOck c

EE

(f(A)⊗′ f(B))⊗−

� �� �KS
a

sont égales modulo les morphismes de foncteurs :

A⊗ (B ⊗−) ' (A⊗B)⊗− et f(A)⊗′ (f(B)⊗′ −) ' (f(A)⊗′ f(B))⊗′ −

Ces isomorphismes étant ceux induits par les isomorphismes d’associativité. Par la fonctorialité de la construction
1.1.9, on voit que la composée du second diagramme planaire de (2.13) coïncide avec le 2-morphisme obtenu par les
adjonctions (k, l) à partir de la face carrée composée de :

(2.14)

C′ C′

CC

//
f(A⊗B)⊗′ −

//(A⊗B)⊗−

��

l

��

loooo 3;b

EE

(f(A)⊗′ f(B))⊗−

� �� �KS
a

De même, en utilisant la compatibilité de la construction 1.1.9 avec la composition horizontale des faces carrées (voir
la proposition 1.1.12), on voit que la composée du premier diagramme planaire de (2.13) est la face carrée obtenue par
les adjonctions (k, l) à partir de la face carrée composée de :

(2.15)

C′ C′C′

CCC

//
f(A)⊗′ −

//A⊗−

//
f(B)⊗′ −

//B ⊗−

��

l

��

l

��

l tttt 6>btttt 6>b

On se ramène ainsi à prouver que les composées des diagrammes planaires (2.14) et (2.15) sont égales modulo les
isomorphismes d’associativités. Ceci découle immédiatement de la commutation du diagramme de la définition 2.1.93.
La commutation du diagramme de 1- est prouvée. La commutation du diagramme de 2- se démontre par la même
méthode. Elle sera laissée en exercice pour le lecteur. c.q.f.d

En passant aux catégories opposées, on obtient le résultat correspondant pour les comodules :

Proposition 2.1.98 — Soient (C,⊗) et (C′,⊗′) deux catégories monoïdales et (g, a) : C // C′ un foncteur
pseudo-comonoïdal.

1- On suppose donné un g-comodule à gauche (k, b) tel que le foncteur k admet un adjoint à droite l. On définit
un morphisme c : A⊗ l(B′) // l(g(A)⊗′ B′) , naturel en A ∈ Ob(C) et B′ ∈ Ob(C′), par la composée :

A⊗ l(B′) // lk(A⊗ l(B′)) b // l(g(A)⊗′ kl(B′)) // l(g(A)⊗′ B′)

Alors le diagramme suivant :

A⊗ (B ⊗ l(C ′)) //

∼
��

A⊗ l(g(B)⊗′ C ′) // l(g(A)⊗′ (g(B)⊗′ C ′))

∼
��

(A⊗B)⊗ l(C ′) // l(g(A⊗B)⊗′ C ′) // l((g(A)⊗′ g(B))⊗′ C ′)
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est commutatif pour tout (A,B,C ′) ∈ Ob(C)2 × Ob(C′).
2- On suppose donné un g-bicomodule (k, bg, bd) ainsi qu’un adjoint à gauche l de k. Le comodule à gauche (l, bg)

et le comodule à droite (l, bd) induisent par 1- les deux transformations :

cg : A⊗ l(B′) // l(g(A)⊗′ B′) et cd : l(A′)⊗B // l(A′ ⊗′ g(B))

naturelles en (A,B,A′, B′) ∈ Ob(C)2 × Ob(C′)2. Le diagramme suivant :

A⊗ (l(B′)⊗ C)

∼
��

cd // A⊗ l(B′ ⊗′ g(C))
cg // l(g(A)⊗′ (B′ ⊗′ g(C)))

∼
��

(A⊗ l(B′))⊗ C
cg // l(g(A)⊗′ B′)⊗ C

cd // l((g(A)⊗′ B′)⊗′ g(C))

est commutatif pour tout (A,B′, C) ∈ Ob(C)× Ob(C′)× Ob(C).

Les propositions 2.1.97 et 2.1.98 motivent les définitions suivantes :

Definition 2.1.99 — Soient (C,⊗) et (C′,⊗′) deux catégories monoïdales.
1- Soit (f, a) un foncteur pseudo-monoïdal. On appelle f -projecteur à gauche un couple (k, c) avec :
– k : C′ // C un foncteur,
– c : k(f(A)⊗′ B′) // A⊗ k(B′) des morphismes naturels en A ∈ Ob(C) et B′ ∈ Ob(C′),

tel que le diagramme suivant :

k(f(A)⊗′ (f(B)⊗′ C ′)) //

∼
��

A⊗ k(f(B)⊗′ C ′) // A⊗ (B ⊗ k(C ′))

∼
��

k((f(A)⊗′ f(B))⊗′ C ′) // k(f(A⊗B)⊗′ C ′) // (A⊗B)⊗ k(C ′)

est commutatif pour tout (A,B,C ′) ∈ Ob(C)2 × Ob(C′).
On a la notion ⊗-duale de f -projecteur à droite. Un morphisme de f -projecteurs de (k, c) vers (k′, c′) est une

transformation naturelle de k vers k′ compatible au sens évident avec les morphismes b et b′.
2- Soit (g, a) un foncteur pseudo-comonoïdal. On appelle g-coprojecteur à gauche un couple (n, d) avec :
– n : C′ // C un foncteur,
– d : A⊗ n(B′) // n(g(A)⊗′ B′) des morphismes naturels en A ∈ Ob(C) et B′ ∈ Ob(C′),

tel que les conditions duales du 1- soient vérifiés.
On a également la notion ⊗-duale de g-coprojecteur à droite. Un morphisme de g-coprojecteurs de (n, d) vers

(n′, d′) est une transformation naturelle de n vers n′ compatible au sens évident avec les morphismes c et c′.

Definition 2.1.100 — 1- Un projecteur à gauche [f, k] de C′ dans C un quadruplet (f, k, a, c) avec (f, a) :
C // C′ un foncteur pseudo-monoïdal et (k, c) un f -projecteur à gauche. La catégorie des projecteurs à gauche de
C′ dans C est notée Projg(C′,C). Une flèche de Projg(C′,C) est un couple (u, v) : (f1, k1, a1, c1) // (f2, k2, a2, c2)

avec u : f2
// f1 une transformation naturelle monoïdale et v : k1

// k2 une transformation naturelle telle
que le diagramme suivant :

k1(f2(A)⊗′ B′) v // k2(f2(A)⊗′ B′)
c2 // A⊗ k2(B′)

k1(f2(A)⊗′ B′) u // k1(f1(A)⊗′ B′)
c1 // A⊗ k1(B′)

v

OO

est commutatif pour tout (A,B′) ∈ Ob(C)× Ob(C′).
Étant donnée une troisième catégorie monoïdale (C′′,⊗′′), il existe un foncteur de composition :

Projg(C′,C)× Projg(C′′,C′) // Projg(C′′,C)

qui associe à [f ′, k′] = (f ′, k′, a′, c′) et [f, k] = (f, k, a, c) le quadruplet (f ′ ◦ f, k ◦ k′, a′′, c′′) avec (f ′ ◦ f, a′′) le foncteur
monoïdal composée (voir la remarque 2.1.89) et c′′ la composée :

kk′(f ′f(A)⊗′′ B′′) c′ // k(f(A)⊗′ k′(B′′)) c // A⊗ kk′(B′′)
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On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoïdales, et les 1-morphismes, les projecteurs
à gauche. On appellera (Projg) cette 2-catégorie. Notons que le 2-foncteur évident : Projg

// pMono qui à [f, k]

associe le foncteur pseudo-monoïdal f est 1-contravariant et 2-contravariant.
2- On a également la notion duale de coprojecteur à gauche qui s’organise en une 2-catégorie cProjg. Les notions

⊗-duales fournissent également deux 2-catégories strictes Projd et cProjd.

Definition 2.1.101 — 1- Gardons les notations de la définition 2.1.99. Un f -biprojecteur est un triplet (k, cg, cd)
tel que (k, cg) est un f -projecteur à gauche et (k, cd) un f -projecteur à droite et tel que le diagramme suivant :

k(f(A)⊗′ (B′ ⊗′ f(C)))

∼
��

cg // A⊗ k(B′ ⊗′ f(C))
cd // A⊗ (k(B′)⊗ C)

∼
��

k((f(A)⊗′ B′)⊗′ f(C))
cd // k(f(A)⊗′ B′)⊗ C

cg // (A⊗ k(B′))⊗ C

est commutatif pour tout (A,B′, C) ∈ Ob(C)× Ob(C′)× Ob(C).
2- On a également la notion duale de g-bicoprojecteurs. On définit également la notion de biprojecteurs et bico-

projecteurs de C dans C′. On notera Proj et cProj les 2-catégories des projecteurs et coprojecteurs bilatères.

Remarque 2.1.102 — On peut reformuler les propositions 2.1.97 et 2.1.98 de la manière suivante. Étant donné un
module à gauche [f, l] (resp. un comodule à gauche [g, k]) de (C,⊗) dans (C′,⊗′) avec l (resp. k) admettant un adjoint
à gauche k (resp. un adjoint à droite l), on peut munir le coupe (f, k) (resp. (g, l)) d’une structure de projecteur (resp.
coprojecteur) à droite. On a réciproquement :

Proposition 2.1.103 — Soient (C,⊗) et (C′,⊗′) deux catégories monoïdales et (f, a) : C // C′ un foncteur
pseudo-monoïdal.

1- On suppose donné un f -projecteur à gauche (k, c) tel que le foncteur k admet un adjoint à droite l. On définit
un morphisme b : f(A)⊗′ l(B) // l(A⊗B) , naturel en (A,B) ∈ Ob(C)2 par la composée :

f(A)⊗′ l(B) // lk(f(A)⊗ l(B)) c // l(A⊗ kl(B)) // l(A⊗B)

Alors, le coupe (l, b) est un f -module à gauche.
2- On suppose donné un f -biprojecteur (l, cg, cd) ainsi qu’un adjoint à droite l de k. Les deux transformations :

bg : f(A)⊗ l(B) // l(A⊗B) et bd : l(A)⊗ f(B) // l(A⊗B)

naturelles en (A,B) ∈ Ob(C)2 définissent une structure de f -bimodule sur l.

Demonstration On obtient une preuve en parcourant celle de la proposition 2.1.97 dans le sens inverse. On laissera
les détails aux lecteurs. c.q.f.d

On a bien entendu l’énoncé correspondant pour les coprojecteurs et comodules. Le lemme suivant est facile et laissé
aux lecteurs :

Lemme 2.1.104 — Les constructions des propositions 2.1.97 et 2.1.98 sont compatibles à la composition et aux
2-morphismes dans Modg et cModg. De même les constructions de la propositions 2.1.103 sont compatibles à la
composition et aux 2-morphismes dans Projg et cProjg.

Faces carrées exotiques

On termine avec quatre diagrammes commutatifs faisant apparaître des projecteurs et des modules à droite et à
gauche. Le plus simple est le résultat ci-dessous :

Lemme 2.1.105 — 1- On suppose donnée une face carrée dans la 2-catégorie Modg :

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g,m]

oo
[g′,m′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooos{
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avec [f, l], [f ′, l′], [g,m] et [g′,m′] des modules à gauche. Soient k et k′ des adjoints à gauche de l et l′ respectivement.
Le diagramme suivant :

k′(g′f(A1)⊗′2 m′(B′1)) d′ //

��

k′m′(f(A1)⊗′1 B′1) // mk(f(A1)⊗′1 B′1) // m(A1 ⊗1 k(B′1))

k′(f ′g(A1)⊗′2 m′(B′1)) // g(A1)⊗2 k
′m′B′1

// g(A1)⊗2 mkB
′
1

d // m(A1 ⊗1 k(B′1))

formé de :
– le morphisme g′f // f ′g de la face carrée de Modg,
– les morphismes structuraux des modules à gauche [g,m] et [g′,m′],
– les morphismes structuraux des projecteurs à gauche [f, k] et [f ′, k′],
– le morphisme k′m′ // mk obtenu par les adjonctions (k, l) et (k′, l′) à partir de m′l // l′m ,

est commutatif.
2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (C1,⊗1), (C′1,⊗′1), (C2,⊗2) et (C′2,⊗′2). On suppose donnés

deux modules à gauche :

(g,m) : (C1,⊗1) // (C2,⊗2) et (g′,m′) : (C′1,⊗′1) // (C′2,⊗′2)

ainsi que deux projecteurs à gauche :

(f, k) : (C′1,⊗′1) // (C1,⊗1) et (f ′, k′) : (C′2,⊗′2) // (C2,⊗2)

On suppose également données les deux faces carrées dans Cat :

C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

��

f ′

��

fJJJJ`h
u et

C′2 C2

C1C′1

oo
m′

oo
m

OO

k′

OO

ktttt 6>v

avec u une transformation naturelle de foncteurs pseudo-monoïdaux et v faisant commuter le diagramme du 1. Si l
est un adjoint à droite de k et v′ : m′l // l′m la transformation obtenue à partir de v suivant les adjonctions (k, l)
et (k′, l′), alors le couple (u,w) est un 2-morphisme de modules à gauche.

Demonstration On démontrer uniquement la première partie du lemme. La seconde partie se démontre en remontant
la démonstration du 1. En écrivant ce qu’est une face carrée dans Modg on voit que pour A1 ∈ Ob(C1) on a un cube
solide commutatif :

C′2 C′2

C′1C′1

C2 C2

C1C1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

//
A⊗1 −

��

l′

��

l′

��

l
sssssssssssssss

yy

m

sssssssssssssss

yy

m

sssssssssssssss

yy

m′

sssssssssssssss

yy

m′

��

l

//f(A)⊗2 −

formé des quatre faces carrées :

(2.16)

C′2 C′2

C′1C′1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

��

l′

��

l′tttt 6> ,

C′1 C′1

C1C1

//
g(A)⊗′1 −

//
A⊗1 −

��

m

��

mxxxx
7?

,

C2 C2

C1C1

//
f(A)⊗2 −

//
A⊗1 −

��

l

��

lxxxx
7? et

C′2 C′2

C2C2

//
g′f(A)⊗′2 −

//
f(A)⊗2 −

��

m′

��

m′xxxx
7?
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et de deux faces carrées égales à :

(2.17)

C′2 C2

C1C′1

oo
m′

oo
m

��

l′

��

lJJJJ`h

Les trois dernières faces de (2.16), sont simplement les morphismes structuraux des modules à gauche (g,m), (f, l) et
(g′,m′), tandis que la première est la composée :

g′f(A)⊗′2 l′(−) // f ′g(A)⊗′2 l′(−) // l′(g(A)⊗′1 −)

La face carrée (2.17), est celle sous-jacente à la face carrée de Modg de l’énoncé. En utilisant le corollaire 1.1.14, on
déduit un cube commutatif :

C′2 C′2

C′1C′1

C2 C2

C1C1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

//
A⊗1 −

OO

k′

OO

k′

OO

k
sssssssssssssss

yy

m

sssssssssssssss

yy

m

sssssssssssssss

yy

m′

sssssssssssssss

yy

m′

OO

k

//f(A)⊗2 −

On laisse aux lecteurs la tâche de vérifier que la commutation de ce cube se traduit dans le langage habituel des flèches
par la commutation du diagramme de l’énoncé. Notons en guise d’indication que par la proposition 1.1.11, la face
carrée :

C′2 C′2

C′1C′1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

OO

k′

OO

k′JJJJ`h

est égale à la composée : k′(g′f(A)⊗′2 −) // k′(f ′g(A)⊗′2 −) // g(A)⊗′1 k′(−) . c.q.f.d

Remarque 2.1.106 — Le lemme ci-dessus, admet une version pour les faces dans la 2-catégorie cModg des comodules
à gauche. On prendra alors un adjoint à droite au lieu d’un adjoint à gauche. Le résultat correspondant s’obtient alors
par dualité. Les détails sont laissés aux lecteurs.

On fait la définition suivante :

Definition 2.1.107 — Une face carrée à gauche de modules et comodules :

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g, n]

oo
[g′, n′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooo 3;oooo 3;

est la donnée de deux comodules à gauche [f, l] et [f ′, l′] et de deux modules à gauche [g, n] et [g′, n′] ainsi que deux
transformations naturelles :

f ′g // g′f et l′n // n′l
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telles que le diagramme suivant :

l′(g(A1)⊗2 n(B1)) //

��

f ′g(A1)⊗′2 l′n(B) // g′f(A1)⊗′2 n′l(B1)

��
l′n(A1 ⊗1 B1) // n′l(A1 ⊗1 B1) // n′(f(A1)⊗′1 l(B1))

est commutatif pour tout (A1, B1) ∈ Ob(C1)2.

Remarque 2.1.108 — On a la notion ⊗-duale de face carrée à droite de modules et comodules. On peut par
ailleurs passer aux catégories opposées. On obtient alors une face carrée à gauche de modules et comodules en faisant
une symétrie par rapport à une diagonale :

(C′1
op
,⊗′1

op) (Cop
1 ,⊗op

1 )

(Cop
2 ,⊗op

2 )(C′2
op
,⊗′2

op)

oo
[fop, lop]

oo
[f ′op, l′op]

OO

[g′op, n′op]

OO

[gop, nop]oooo 3;oooo 3;

Ceci permet de déduire du lemme qui suivra une version concernant les adjoints à gauche de n et n′. Le lecteur pourra
facilement écrire le diagramme commutatif correspondant.

Remarque 2.1.109 — Il est évident qu’on peut composer les faces carrées à gauche de modules et comodules dans
les deux sens vertical et horizontal.

On a l’analogue du lemme 2.1.105 pour les faces carrées à gauche de modules et comodules :

Lemme 2.1.110 — 1- On suppose donnée une face carrée à gauche de modules et comodules :

(2.18)

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g, n]

oo
[g′, n′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooo 3;oooo 3;

avec [f, l] et [f ′, l′] deux comodules à gauche et [g, n] et [g′, n′] deux modules à gauche. Soient m et m′ des adjoints à
droite de l et l′. Le diagramme suivant :

g(A1)⊗2 nm(B′1) //

��

n(A1 ⊗1 m(B′1)) // nm(f(A1)⊗′1 B′1) // m′n′(f(A1)⊗′1 B′1)

g(A1)⊗2 m
′n′(B′1) // m′(f ′g(A1)⊗′2 n′(B′1)) // m′(g′f(A1)⊗′2 n′(B′1)) // m′n′(f(A1)⊗′1 B′1)

formé de :
– le 1-morphisme f ′g // g′f de la face carrée à gauche (2.18),
– les 1-morphismes structuraux des coprojecteurs à gauche [f,m] et [f ′,m′],
– les 1-morphismes structuraux des modules à gauche [g, n] et [g′, n′],
– le 1-morphisme nm // m′n′ obtenu à partir de l′n // n′l suivant les adjonctions (l,m) et (l′,m′),

est commutatif.
2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (C1,⊗1), (C′1,⊗′1), (C2,⊗2) et (C′2,⊗′2). On suppose donnés

deux modules à gauche :

[g, n] : (C1,⊗1) // (C2,⊗2) et [g′, n′] : (C′1,⊗′1) // (C′2,⊗′2)

ainsi que deux coprojecteurs à gauche :

[f,m] : (C′1,⊗′1) // (C1,⊗1) et [f ′,m′] : (C′2,⊗′2) // (C2,⊗2)

On suppose également données les deux faces carrées dans Cat :
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C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

��

f ′

��

f
JJJJ  (u et

C′2 C2

C1C′1

oo
n′

oo
n

OO

m′

OO

mttttv~ v

faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à gauche de m et v′ : m′l // l′m la transformation
déduite de v suivant les adjonctions (l,m) et (l′,m′), le couple (u, v′) définit une face carrée à gauche de modules et
comodules.

Demonstration La preuve de ce lemme est complètement analogue à celle du lemme 2.1.105. La seule différence,
est qu’on part plutôt du cube solide :

C′2 C′2

C′1C′1

C2 C2

C1C1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

//
A⊗1 −

��

l′

��

l′

��

l
sssssssssssssss

yy

n

sssssssssssssss

yy

n

sssssssssssssss

yy

n′

sssssssssssssss

yy

n′

��

l

//f(A)⊗2 −

formé des quatre faces carrées :

(2.19)

C′2 C′2

C′1C′1

//
g′f(A)⊗′2 −

//
g(A)⊗′1 −

��

l′

��

l′ttttv~ ,

C′1 C′1

C1C1

//
g(A)⊗′1 −

//
A⊗1 −

��

n

��

ntttt 6> ,

C2 C2

C1C1

//
f(A)⊗2 −

//
A⊗1 −

��

l

��

lttttv~ et

C′2 C′2

C2C2

//
g′f(A)⊗′2 −

//
f(A)⊗2 −

��

n′

��

n′tttt 6>

et de deux faces carrées égales à :

(2.20)

C′2 C2

C1C′1

oo
n′

oo
n

��

l′

��

l
JJJJ  (

Les trois dernières faces de (2.19), sont simplement les morphismes structuraux des modules et comodules à gauche
(g, n), (f, l) et (g′, n′), tandis que la première est la composée:

l′(g(A)⊗′1 −) // f ′g(A)⊗′2 l′(−) // g′f(A)⊗′2 l′(−)

La face carrée (2.20), est celle sous-jacente à la face carrée à gauche de modules et comodules de l’énoncé. c.q.f.d

On continue avec :
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Definition 2.1.111 — Une face carrée mixte de modules :

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g,m]

oo
[g′,m′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooo 3;
oooos{

est la donnée de deux modules à droite [f, l] et [f ′, l′] et deux modules à gauche [g,m] et [g′,m′] ainsi que trois
transformations naturelles :

f ′m // m′f , g′l // l′g et m′l // l′m

faisant commuter le diagramme :

g′l(A1)⊗′2 m′f(B1) // m′(l(A1)⊗′1 f(B1)) // m′l(A1 ⊗1 B1)

��

g′l(A1)⊗′2 f ′m(B1)

55jjjjjjjjjjjjjjj

))TTTTTTTTTTTTTTT

l′g(A1)⊗′2 f ′m(B1) // l′(g(A1)⊗m(B1)) // l′m(A1 ⊗1 B1)

Remarque 2.1.112 — Le sens du 2-morphisme entre m′l et l′m est arbitraire. Dans nos applications, cela ne posera
pas de problèmes puisque la flèche en question sera inversible. Remarquons également que la ⊗-dualité ne transforme
pas les faces carrées mixtes en faces carrées mixtes à cause du fait que l’on a imposé un sens à ce 2-morphisme.

Remarque 2.1.113 — Il est clair qu’on peut composer les faces carrées mixtes de modules horizontalement et
verticalement.

On a la notion duale de face carrée mixte de comodules. On laissera aux lecteurs le soin d’écrire la version duale
de la définition 2.1.111 et du lemme suivant :

Lemme 2.1.114 — 1- On suppose donnée une face carrée mixte de modules :

(2.21)

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g,m]

oo
[g′,m′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooo 3;
oooos{

avec [f, l] et [f ′, l′] des modules à droite et [g,m] et [g′,m′] des modules à gauche. Soient k et k′ des adjoints à gauche
de l et l′ respectivement. Le diagramme suivant :

k′(g′(A′1)⊗′2 f ′m(B1)) //

��

k′g′(A′1)⊗2 m(B1) // gk(A′1)⊗2 m(B1) // m(k(A′1)⊗1 B1)

k′(g′(A′1)⊗′2 m′f(B1)) // k′m′(A′1 ⊗′1 f(B1)) // mk(A′1 ⊗ f(B1)) // m(k(A′1)⊗B1)

formé de :
– le 1-morphisme f ′m // m′f de la face carrée mixte (2.21),
– les morphismes structuraux des projecteurs à droite [f, k] et [f ′, k′],
– les morphismes structuraux des modules à gauche [g,m] et [g′,m′],
– les morphismes k′g′ // gk et k′m′ // mk déduits de g′l // l′g et m′l // l′m suivant les adjonc-
tions (k, l) et (k′, l′),
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est commutatif.
2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (C1,⊗1), (C′1,⊗′1), (C2,⊗2) et (C′2,⊗′2). On suppose donnés

deux modules à gauche :

(g,m) : (C1,⊗1) // (C2,⊗2) et (g′, n′) : (C′1,⊗′1) // (C′2,⊗′2)

ainsi que deux projecteurs à droite :

(f, k) : (C′1,⊗′1) // (C1,⊗1) et (f ′, k′) : (C′2,⊗′2) // (C2,⊗2)

On suppose également données trois faces carrées dans Cat :

C′2 C2

C1C′1

oo
m′

oo
m

��

f ′

��

fJJJJ`h
u ,

C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

OO

k′

OO

ktttt 6>v et

C′2 C2

C1C′1

oo
m′

oo
m

OO

k′

OO

ktttt 6>w

faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à droite de k et v′ : g′l // l′g et w′ : m′l // l′m les
transformation déduites de v et w, le triplet (u, v′, w′) définit une face mixte de modules.

Demonstration On pensera à un module à droite [f, l] comme étant une famille de faces carrées :

C2 C2

C1C1

//
−⊗2 f(B1)

//
−⊗1 B1

��

l

��

ltttt 6>

alors qu’on pensera à un module à gauche [g,m] comme étant une famille de faces carrées :

C′1 C′1

C1C1

//
−⊗′1 m(B1)

//
−⊗1 B1

��

g

��

mtttt 6>

Ainsi, la définition 2.1.111 se traduit par la commutation du cube solide :

C′2 C′2

C′1C′1

C2 C2

C1C1

//
−⊗′2 f ′m(B1)

//
−⊗′1 m(B1)

//
−⊗1 B1

��

l′

��

l′

��

l
sssssssssssssss

yy

g

sssssssssssssss

yy

m

sssssssssssssss

yy

m′

sssssssssssssss

yy

g′

��

l

//−⊗2 f(B1)
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formé des six faces carrées :

(2.22)

C′2 C′2

C′1C′1

//
−⊗′2 f ′m(B1)

//
−⊗′1 m(B1)

��

l′

��

l′tttt 6> ,

C′1 C′1

C1C1

//
−⊗′1 m(B1)

//
−⊗1 B1

��

g

��

mtttt 6> ,

C2 C2

C1C1

//
−⊗2 f(B1)

//
−⊗1 B1

��

l

��

ltttt 6> ,

C′2 C′2

C2C2

//
−⊗′2 f ′m(B1)

//
−⊗2 f(B1)

��

g′

��

m′tttt 6>

(2.23)

C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

��

l′

��

lJJJJ`h et

C′2 C2

C1C′1

oo
m′

oo
m

��

l′

��

lJJJJ`h

Les trois premières faces de (2.22), sont simplement les morphismes structuraux des modules à gauche et à droite
(f ′, l′), (g,m) et (f, l). La quatrième, est la composée :

g′(−)⊗′2 f ′m(B1) // g′(−)⊗′2 m′f(B1) // m′(−⊗′1 f(B1))

Les deux faces carrées (2.23) sont celles sous-jacentes à la face carrée mixte de l’énoncé. On termine alors la preuve
exactement comme pour le lemme 2.1.105. c.q.f.d

On termine notre liste de faces exotiques par :

Definition 2.1.115 — Une face carrée mixte de modules et comodules :

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
[g, n]

oo
[g′, n′]

OO

[f ′, l′]

OO

[f, l]oooo 3;

est la donnée de deux comodules à droite [f, l] et [f ′, l′] et de deux modules à gauche [g, n] et [g′, n′] ainsi que trois
transformations naturelles :

l′g // g′l , f ′n // n′f et l′n // n′l

telles que le diagramme suivant :

l′(g(A1)⊗2 n(B1)) //

��

l′g(A1)⊗′2 f ′n(B′1) // g′l(A1)⊗′2 n′f(B)

��
l′n(A1 ⊗1 B1) // n′l(A1 ⊗1 B1) // n′(l(A1)⊗′1 f(B1))

soit commutatif.

Remarque 2.1.116 — On aurait pu prendre dans la définition ci-dessus des modules à droite et des comodules à
gauche. On obtient alors la version ⊗-duale mais aussi la version duale de la définition.

Remarque 2.1.117 — Il va sans dire qu’on peut composer les faces carrées mixtes de modules et comodules dans
les deux sens vertical et horizontal.

Lemme 2.1.118 — Supposons donnée une face mixte de modules et comodules :

(2.24)

(C2,⊗2) (C1,⊗1)

(C′1,⊗′1)(C′2,⊗′2)

oo
(g, n)

oo
(g′, n′)

OO

(f ′, l′)

OO

(f, l)oooo 3;
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avec [f, l] et [f ′, l′] des comodules à droite et [g,m] et [g′,m′] des modules à gauche. Soient m et m′ des adjoints à
droite de l et l′ respectivement. Le diagramme suivant :

gm(A′1)⊗2 n(B1) //

��

n(m(A′1)⊗1 B1) // nm(A′1 ⊗′1 f(B1)) // m′n′(A′1 ⊗′1 f(B1)

��
m′g′(A′1)⊗2 n(B1) // m′(g′(A)⊗′2 f ′n(B1) // m′(g′(A′1)⊗′2 n′f(B1) // m′n′(A′1 ⊗′1 f(B1))

formé de :
– le 1-morphisme f ′n // n′f de la face carrée mixte (2.24),
– les morphismes structuraux des coprojecteurs à droite [f,m] et [f ′,m′],
– les morphismes structuraux des modules à gauche [g, n] et [g′, n′],
– les morphismes gm // m′g′ et nm // m′n′ déduits de l′g // g′l et l′n // n′l suivant les ad-

jonctions (l,m) et (l′,m′),
est commutatif.

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoïdales (C1,⊗1), (C′1,⊗′1), (C2,⊗2) et (C′2,⊗′2). On suppose donnés
deux modules à gauche :

(g, n) : (C1,⊗1) // (C2,⊗2) et (g′, n′) : (C′1,⊗′1) // (C′2,⊗′2)

ainsi que deux coprojecteurs à droite :

(f,m) : (C′1,⊗′1) // (C1,⊗1) et (f ′,m′) : (C′2,⊗′2) // (C2,⊗2)

On suppose également données trois faces carrées dans Cat :

C′2 C2

C1C′1

oo
n′

oo
n

��

f ′

��

f
JJJJ  (u ,

C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

OO

m′

OO

mttttv~ v et

C′2 C2

C1C′1

oo
n′

oo
n

OO

m′

OO

mttttv~ w

faisant commuter le diagramme du 1. Si l est un adjoint à gauche de m et v′ : l′g // g′l et w′ : l′n // n′l les
transformations déduites de v et w, le triplet (u, v′, w′) définit une face mixte de modules et comodules.

Demonstration La preuve est encore une fois une adaptation de la preuve du lemme 2.1.105. On part du cube
solide traduisant la commutativité du diagramme de la définition 2.1.115 :

C′2 C′2

C′1C′1

C2 C2

C1C1

//
−⊗′2 f ′n(B1)

//
−⊗′1 n(B1)

//
−⊗1 B1

��

l′

��

l′

��

l
sssssssssssssss

yy

g

sssssssssssssss

yy

n

sssssssssssssss

yy

n′

sssssssssssssss

yy

g′

��

l

//−⊗2 f(B1)

formé des six faces carrées :

(2.25)

C′2 C′2

C′1C′1

//
−⊗′2 f ′n(B1)

//
−⊗′1 n(B1)

��

l′

��

l′ttttv~ ,

C′1 C′1

C1C1

//
−⊗′1 n(B1)

//
−⊗1 B1

��

g

��

ntttt 6> ,

C2 C2

C1C1

//
−⊗2 f(B1)

//
−⊗1 B1

��

l

��

lttttv~ ,

C′2 C′2

C2C2

//
−⊗′2 f ′n(B1)

//
−⊗2 f(B1)

��

g′

��

n′tttt 6>
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(2.26)

C′2 C2

C1C′1

oo
g′

oo
g

��

l′

��

l
JJJJ  ( et

C′2 C2

C1C′1

oo
n′

oo
n

��

l′

��

l
JJJJ  (

Les trois premières faces de (2.25), sont simplement les morphismes structuraux des modules à gauche et comodules
à droite (f ′, l′), (g, n) et (f, l). La quatrième, est la composée :

g′(−)⊗′2 f ′n(B1) // g′(−)⊗′2 n′f(B1) // n′(−⊗′1 f(B1))

Les deux faces carrées (2.26) sont celles sous-jacentes à la face carrée mixte de l’énoncé. On termine alors la preuve
exactement comme pour le lemme 2.1.105. c.q.f.d

2.1.5 Catégories monoïdales fermés
Dans ce paragraphe on étudie les bifoncteurs homomorphismes internes dans une catégorie monoïdale fermée. Les

résultats de cette sous-section sont tous bien connus du moins dans des situations particulières.

Définitions et généralités

Definition 2.1.119 — 1- Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale. On dit qu’elle est fermée à gauche si pour tout
objet A de C, le foncteur A ⊗ − admet un adjoint à droite. On dit que C est fermée à droite si pour tout objet A de
C, le foncteur −⊗A admet un adjoint à droite.

2- Une catégorie monoïdale C est fermée à droite si la catégorie ⊗-opposée C◦ est fermée à gauche et vice versa.
Il suffit donc d’étudier un seul type de catégories monoïdales fermées.

Par la suite, on considéra principalement les catégories monoïdales fermées à droite. On notera Hom(A,−) l’adjoint
à droite de −⊗A. On a ainsi des isomorphismes :

homC(U ⊗A, V ) ∼ // homC(U,Hom(A, V ))

ainsi que des flèches :

ev : Hom(A, V )⊗A // V et δ : U // Hom(A,U ⊗A)

naturelles en U et V dans C.
Lorsqu’on aura besoin de considérer des catégories monoïdales fermées à droite et à gauche, on notera, pour les

distinguer, Homg(A,−) et Homd(A,−) les adjoints à droite respectifs de A⊗− et −⊗A.

Si (C,⊗) est une catégorie monoïdale fermée, on définit un bifoncteur :

Hom : Cop × C // C

par les associations :
– à (A,B) ∈ Ob(C)2 on associe l’objet Hom(A,B),
– aux deux flèches f : A′ 7−→ A et g : B 7−→ B′ de C on associe la composée :

Hom(A,B) // Hom(A,B′) // Hom(A′, B′)

où la seconde flèche est induite par adjonction de la transformation naturelle : −⊗A′ // −⊗A .
Ce bifoncteur est appelé le bifoncteur d’homomorphismes internes.

Lemme 2.1.120 — Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale fermée à droite et (1, ug, ud) un objet unité de C. Les
transformations naturelles ci-dessous :

Hom(1, A) ∼ // Hom(1, A)⊗ 1 ev // A et A
δ // Hom(1, A⊗ 1) ∼ // Hom(1, A)

sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre.

Demonstration Ceci découle immédiatement du fait que le foncteur −⊗ 1 est une équivalence puisque isomorphe
au foncteur identique. c.q.f.d
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Definition 2.1.121 — Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale fermée à droite. On définit un morphisme :

Hom(A⊗B,C) // Hom(A,Hom(B,C))

naturel en (A,B,C) ∈ Ob(C)3 par la composée :

Hom(A⊗B,C)

δ

��
Hom(A,Hom(A⊗B,C)⊗A) δ // Hom(A,Hom(B, (Hom(A⊗B,C)⊗A)⊗B))

σ

��
Hom(A,Hom(B,C)) Hom(A,Hom(B,Hom(A⊗B,C)⊗ (A⊗B))evoo

Lemme 2.1.122 — La transformation naturelle ci-dessus est inversible.

Demonstration En effet, Hom(A,Hom(B,−)) est l’adjoint à droite du foncteur composé : (−⊗B)◦(−⊗A). D’autre
part, Hom(A ⊗ B,−) est l’adjoint à droite du foncteur − ⊗ (A ⊗ B). Les isomorphismes d’associativité donnent un
isomorphisme de foncteurs :

(−⊗B) ◦ (−⊗A) ∼ // −⊗ (A⊗B)

Le morphisme en question, est exactement l’induit par adjonction de cet isomorphisme. c.q.f.d

Definition 2.1.123 — On définit un morphisme de composition :

Hom(B,C)⊗ Hom(A,B) // Hom(A,C)

en prenant la composée :

Hom(B,C)⊗ Hom(A,B) δ // Hom(A, (Hom(B,C)⊗ Hom(A,B))⊗A)

��
Hom(A,Hom(B,C)⊗B)

ev

��

Hom(A,Hom(B,C)⊗ (Hom(A,B)⊗A))evoo

Hom(A,C)

La proposition ci-dessous est bien connue, mais ne sera pas utilisée dans la suite. On renvoie le lecteur à [KM71]
pour une démonstration.

Proposition 2.1.124 — Le produit de composition ci-dessus est associatif. La catégorie C est naturellement une
C-catégorie.

Remarque 2.1.125 — La proposition précédente explique la notation Hom ainsi que la terminologie d’homomor-
phismes internes.

Objets inversibles et objets dualisants

On commence ce paragraphe par la notion d’objets inversibles. La définition des objets inversibles, ne fait pas
intervenir la propriété d’une catégorie monoïdale d’être fermée :

Definition 2.1.126 — Soient (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire et U ∈ Ob(C). On dit que :
– U est inversible à gauche, s’il existe un objet Vg de C tel que U ⊗ Vg soit isomorphe à l’objet unité 1. Un tel
objet Vg est appelé un inverse à gauche de U ,

– U est inversible à droite, s’il existe un objet Vd de C tel que Vd⊗U soit isomorphe à l’objet unité 1. Un tel objet
Vd est appelé un inverse à droite de U .

On dit que U est inversible s’il est inversible à gauche et à droite.

On a le résultat classique suivant :
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Lemme 2.1.127 — Soient (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire et U ∈ Ob(C) un objet inversible. Tout
inverse à droite de U est isomorphe à tout inverse à gauche de U . En particulier, un inverse à gauche (resp. à droite)
de U est défini à un isomorphisme près.

Demonstration En effet, soit Vg et Vd des inverses à gauche et à droite de U . On a les isomorphismes :

Vd ' Vd ⊗ 1 ' Vd ⊗ (U ⊗ Vg) ' (Vd ⊗ U)⊗ Vg ' 1⊗ Vg ' Vg

D’où le résultat. c.q.f.d

Remarque 2.1.128 — Si U est un objet inversible d’une catégorie monoïdale unitaire, on appelle inverse de U ,
un objet V tel que V ⊗ U ' 1 ' U ⊗ V . L’existence et l’unicité à isomorphisme près d’un inverse est assurée par le
lemme précédent.

Proposition 2.1.129 — Soient (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire et U un objet de C. Il y a équivalence
entre les conditions suivantes :

1. Le foncteur U ⊗− : C // C est une équivalence de catégories.

2. Le foncteur −⊗ U : C // C est une équivalence de catégories.

3. L’objet U est inversible.

De plus si V est un inverse de U , les foncteurs V ⊗− et −⊗V sont des quasi-inverses de U⊗− et −⊗U respectivement.

Demonstration Supposons que U est inversible d’inverse V . Le foncteur U ⊗− admet un quasi-inverse à gauche et
à droite puisque :

(U ⊗−) ◦ (V ⊗−) ' (U ⊗ V )⊗− ' 1⊗− ' idC et (V ⊗−) ◦ (U ⊗−) ' (V ⊗ U)⊗− ' 1⊗− ' idC

Ceci prouve que 3 +3 1 . Par ⊗-dualité, on a également l’implication : 3 +3 2 . Il suffira donc de prouver que
1 +3 3 puisque par ⊗-dualité on aura également 2 +3 3 .

Supposons donc que le foncteur U ⊗− est une équivalence. Par essentielle surjectivité, il existe un objet V tel que
U ⊗ V soit isomorphe à l’objet unité 1. Ainsi, V est un inverse à gauche de U . Le foncteur V ⊗ − fournit alors un
quasi-inverse à gauche du foncteur U ⊗− puisque :

(U ⊗−) ◦ (V ⊗−) ' (U ⊗ V )⊗− ' 1⊗− ' idC

Étant donné que (U ⊗ −) est quasi-inversible, le foncteur V ⊗ − est également un inverse à droite. On a alors un
isomorphisme de foncteurs : (V ⊗ −) ◦ (U ⊗ −) ' idC. Il suffit alors d’évaluer en l’objet unité pour obtenir un
isomorphisme V ⊗ U ' 1. La proposition est démontrée. c.q.f.d

Dans la suite, Il sera question de catégories monoïdales fermées à gauche et à droite. On utilisera ainsi les notations
Homg et Homd. Soient (A,C) ∈ Ob(C)2. On a une face évidente :

C C

CC

//
A⊗−

//A⊗−

��

−⊗ C
��

−⊗ Cssss 5=ssssu}
∼

Supposons que C est fermée à gauche (resp. à droite). En utilisant l’adjonction (A ⊗ −,Homg(A,−)) (resp. (− ⊗
C,Homd(C,−))) on déduit la face carrée :

C C

CC

oo
Homg(A,−)

oo
Homg(A,−)

��

−⊗ C
��

−⊗ CKKKK !) (resp.

C C

CC

//
A⊗−

//A⊗−
OO

Homd(C,−)

OO

Homd(C,−)KKKK !) )

Lorsque l’objet A est inversible, le foncteur A⊗− est une équivalence. On vérifie alors facilement que les deux faces
ci-dessus sont des 2-isomorphismes. Par ⊗-dualité, les deux faces ci-dessus sont encore des 2-isomorphismes si C est
un objet inversible. On a ainsi :
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Corollaire 2.1.130 — Soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire fermée à gauche (resp. à droite). Soit
U un objet inversible de C. Pour tout (A,B) ∈ Ob(C)2, les flèches :

Homg(U,A)⊗B ∼ // Homg(U,A⊗B) (resp. A⊗ Homd(U,B) ∼ // Homd(U,A⊗B) )

Homg(A,B)⊗ U ∼ // Homg(A,B ⊗ U) (resp. U ⊗ Homd(A,B) ∼ // Homd(A,U ⊗B) )

sont inversibles.

Remarque 2.1.131 — Lorsque (C,⊗) est fermée à gauche et à droite, en passant aux adjoints à droite, on obtient
une face carrée inversible :

C C

CC

oo
Homg(A,−)

oo
Homg(A,−)

OO

Homd(C,−)

OO

Homd(C,−)ssss 5=ssssu}
∼

Cette face sera utilisée dans la preuve du lemme 2.1.137.

Notons également un deuxième corollaire de la proposition 2.1.129 :

Corollaire 2.1.132 — Soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire fermée à gauche (resp. à droite). Soit U
un objet inversible de C. Alors, l’objet Homg(U,1) (resp. Homd(U,1)) est un inverse de U .

Demonstration On traite uniquement le cas non-respé. Le cas respé s’obtient alors par ⊗-dualité. Si V est un
inverse de U , on sait que le foncteur V ⊗− est un quasi-inverse de U ⊗−. Puisque Homg(U,−) est un adjoint à U ⊗−
on en déduit un isomorphisme :

Homg(U,−) ∼ // V ⊗−

Lorsqu’on évalue en l’objet unité 1, on obtient les isomorphismes : Homg(U,1) ' V ⊗ 1 ' V . c.q.f.d

On passe maintenant à la notion d’objets dualisants. Jusqu’à la fin du paragraphe, on fixe une catégorie monoïdale
unitaire (C,⊗,1) fermée à droite et à gauche. Pour (A,B) ∈ Ob(C)2, on construit deux flèches échangées par ⊗-dualité :

(2.27) A // Homg(Homd(A,B), B) et A // Homd(Homg(A,B), B)

en prenant les composées :

A
δ // Homg(Homd(A,B),Homd(A,B)⊗A) ev // Homg(Homd(A,B), B)

A
δ // Homd(Homg(A,B), A⊗ Homg(A,B)) ev // Homd(Homg(A,B), B)

Ces morphismes sont ceux obtenus par adjonction des deux morphismes d’évaluations : Homd(A,B)⊗A // B et

A⊗ Homg(A,B) // B . Notons le lemme :

Lemme 2.1.133 — Les foncteurs Homg(Homd(−, B), B) et Homd(Homg(−, B), B) sont covariants. De plus, les
morphismes :

A // Homg(Homd(A,B), B) et A // Homd(Homg(A,B), B)

définissent des transformations naturelles.

Demonstration On traite uniquement le premier morphisme. Le foncteur Homd(Homg(−, B), B) étant égal à la
composée de deux foncteurs contravariants Homd(−, B) ◦ Homg(−, B) est covariant. Si A // A′ est une flèche de
C, on doit prouver que le carré suivant est commutatif :

A

��

// Homd(Homg(A,B), B)

��
A′ // Homd(Homg(A

′, B), B)
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En revenant aux définitions, on voit qu’il suffit de prouver que le diagramme suivant :

Homg(Homd(A,B),Homd(A,B)⊗A) ev //

��

Homg(Homd(A,B), B)

��
A

��

δ

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

δ

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV Homg(Homd(A
′, B),Homd(A,B)⊗A) ev // Homg(Homd(A

′, B), B)

A′

δ
++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV Homg(Homd(A
′, B),Homd(A

′, B)⊗A)

OO

��

// Homg(Homd(A
′, B),Homd(A

′, B)⊗A′)

ev

OO

Homg(Homd(A
′, B),Homd(A

′, B)⊗A′)

fffffffffffffffffffffffff

fffffffffffffffffffffffff

est commutatif. Ceci est facile et laissé aux lecteurs. c.q.f.d

On note le résultat suivant même si il ne sera pas utilisé dans la suite :

Proposition 2.1.134 — Soit B un objet de C. Le foncteur Homd(−, B) : Cop // C est un adjoint à droite
du foncteur Homg(−, B) : C // Cop . De plus, les 2-morphismes d’unité et de counité sont donnés par (2.27). On
a également les énoncés dual et ⊗-dual.
Demonstration Soient A et A′ deux objets de C. On des isomorphismes naturels en A et A′ :

homC(A,Homd(A
′, B)) ' homC(A⊗A′, B) ' homC(A′,Homg(A,B)) ' homCop(Homg(A,B), A′)

Ceci prouve que Homd(−, B) : Cop // C est l’adjoint à droite de Homg(−, B) : C // Cop . La dernière assertion
est facile et laissée en exercice. c.q.f.d

On fait la définition suivante :

Definition 2.1.135 — Un objet R de C est dualisant à gauche (resp. à droite) si la transformation naturelle :

idC
// Homg(Homd(−, R), R) (resp. idC

// Homd(Homg(−, R), R) )

est inversible. On dit que R est dualisant, s’il est dualisant à gauche et à droite.

On aura besoin des deux lemmes techniques suivants :

Lemme 2.1.136 — Soient A,R et U des objets de C. Le diagramme suivant :

A

��

// Homg(Homd(A,R), R)

δ

��
Homg(Homd(A,U ⊗R), U ⊗R) // Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗R) ∼ // Homg(Homd(A,R),Homg(U,U ⊗R))

est commutatif.

Demonstration On montrera que le diagramme ci-dessous :

Homg(Homd(A,U ⊗R),Homd(A,U ⊗R)⊗A) ev //

��
(1)

Homg(Homd(A,U ⊗R), U ⊗R)

��
Homg(U ⊗ Homd(A,R),Homd(A,U ⊗R)⊗A) ev // Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗R)

A

δ

44

δ
//

δ

++

Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗ Homd(A,R)⊗A)

OO

ev

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
(2) Homg(Homd(A,R),Homg(U,U ⊗R))

Homg(Homd(A,R),Homg(U,U ⊗ Homd(A,R)⊗A)

ev

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
(3) Homg(Homd(A,R), R)

δ

OO

Homg(Homd(A,R),Homd(A,R)⊗A)

δ

OO

ev

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
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est commutatif. La commutation des parallélogrammes (1), (2) et (3) est évidente. Pour montrer la commutation du
triangle :

Homg(U ⊗ Homd(A,R),Homd(A,U ⊗R)⊗A) ev // Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗R)

Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗ Homd(A,R)⊗A)

OO

ev

22ffffffffffffffffffffffff

il suffit de montrer la commutation de :

Homd(A,U ⊗R)⊗A ev // U ⊗R

U ⊗ Homd(A,R)⊗A

OO

ev

66mmmmmmmmmmmmm

Ce qui est clair par définition. La commutation de :

Homg(Homd(A,U ⊗R),Homd(A,U ⊗R)⊗A)

��
Homg(U ⊗ Homd(A,R),Homd(A,U ⊗R)⊗A)

A

δ

44

δ
// Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗ Homd(A,R)⊗A)

OO

découle de la proposition 1.1.5 appliquée au morphisme de foncteurs : [U ⊗ Homd(A,R)]⊗− // [Hom(A,U ⊗R)]⊗− .
La commutation de la partie restante s’obtient par le même raisonnement. c.q.f.d

Lemme 2.1.137 — Soient A,R et U des objets de C. Le diagramme suivant :

A //

��

Homg(Homd(A,Homd(U,R)),Homd(U,R)) ∼ // Homg(Homd(A⊗ U,R),Homd(U,R))

∼
��

Homd(U,A⊗ U) // Homd(U,Homg(Homd(A⊗ U,R), R))

est commutatif.

Demonstration Notons α la flèche rendant commutatif le diagramme :

A
a //

α
//

Homg(Homd(A,Homd(U,R)),Homd(U,R)) ∼
b // Homg(Homd(A⊗ U,R),Homd(U,R))

∼ c

��
Homd(U,Homg(Homd(A⊗ U,R), R))

avec c l’isomorphisme de la remarque 2.1.131. La flèche a correspond par adjonction à la flèche d’évaluation :

Homd(A,Homd(U,R))⊗A // Homd(U,R)

donc, par une deuxième adjonction, à la composée :

(Homd(A,Homd(U,R))⊗A)⊗ U // Homd(U,R)⊗ U // R

Il vient que la composée b ◦ a correspond par adjonction à la composée :

(Homd(A⊗ U,R)⊗A)⊗ U // (Homd(A,Homd(U,R))⊗A)⊗ U // Homd(U,R)⊗ U // R

Finalement la composée α = c ◦ b ◦ a correspond par adjonction à la composée :

Homd(A⊗ U,R)⊗ (A⊗ U)

��
(Homd(A⊗ U,R)⊗A)⊗ U // (Homd(A,Homd(U,R))⊗A)⊗ U // Homd(U,R)⊗ U // R
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Cette composée est simplement la morphisme d’unité de l’adjonction (−⊗ (A⊗ U),Homd(A⊗ U,−)). On déduit que
α correspond via l’adjonction (−⊗ U,Homd(U,−)) au morphisme :

A⊗ U // Homg(Homd(A⊗ U,R), R)

Ceci prouve le résultat annoncé. c.q.f.d

Muni des lemmes 2.1.136 et 2.1.137, il est facile de prouver :

Proposition 2.1.138 — Si R est un objet dualisant à gauche (resp. à droite) de C et U un objet inversible,
alors les objets U ⊗R et R⊗ U sont encore dualisants à gauche (resp. à droite).

Demonstration On traite uniquement le cas non respé. Le cas respé découle par ⊗-dualité. On suppose donc que
R est dualisant à gauche. Il s’agit de montrer que les transformations naturelles :

– idC
// Homg(Homd(−, U ⊗R), U ⊗R) ,

– idC
// Homg(Homd(−, R⊗ U), R⊗ U) .

sont inversibles. On traite d’abord la première transformation naturelle. Par le lemme 2.1.136, on a un diagramme
commutatif :

A

��

∼ // Homg(Homd(A,R), R)

δ

��
Homg(Homd(A,U ⊗R), U ⊗R) // Homg(U ⊗ Homd(A,R), U ⊗R) ∼ // Homg(Homd(A,R),Homg(U,U ⊗R))

pour tout A ∈ Ob(C). Il suffira donc de prouver que les flèches :

U ⊗ Homd(A,R) // Homd(A,U ⊗R) et R // Homg(U,U ⊗R)

sont inversibles. Ceci est le cas pour la première flèche par 2.1.130. Pour la seconde, on remarque que c’est la unité de
l’adjonction (U ⊗−,Homg(U,−)) et que le foncteur U ⊗− est une équivalence.

Pour la seconde transformation naturelle, on utilisera le lemme 2.1.137. Il suffit en fait de remarquer que R⊗U est
isomorphe à Homd(V,R) où V est un inverse à U . Il suffira donc de prouver que Homd(V,R) est dualisant à gauche.
Ceci découle immédiatement de la commutation du diagramme :

A //

��

Homg(Homd(A,Homd(V,R)),Homd(V,R)) ∼ // Homg(Homd(A⊗ V,R),Homd(V,R))

∼
��

Homd(V,A⊗ V ) // Homd(V,Homg(Homd(A⊗ V,R), R))

et du fait que l’unité de l’adjonction (−⊗ V,Homd(V,−)) est inversible. c.q.f.d

On a ainsi une “action” à gauche et à droite de la “catégorie groupoïdale” des objets inversibles de (C,⊗,1) sur
la catégorie des objets dualisants à gauche. Lorsqu’on se restreint aux objets dualisants, on obtient alors un “torseur”
sous la “catégorie groupoïdale” des objets inversibles. En effet :

Proposition 2.1.139 — Soient R1 et R2 deux objets dualisants de C. Les quatre objets :

Homd(R1, R2) , Homg(R1, R2) , Homd(R2, R1) et Homg(R2, R1)

sont des objets inversibles. De plus, les morphismes d’évaluations :

Homd(R1, R2)⊗R1
∼ // R2 et R1 ⊗ Homg(R1, R2) ∼ // R2

Homd(R2, R1)⊗R2
∼ // R1 et R2 ⊗ Homg(R2, R1) ∼ // R1

sont inversibles.

Demonstration On sait que les morphismes canoniques :

R1
// Homg(Homd(R1, R2), R2) et R2

// Homg(Homd(R2, R1), R1)
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sont inversibles. Considérons l’isomorphisme α rendant commutatif le diagramme suivant :

R1
∼ //

α
..

Homg(Homd(R1, R2), R2) ∼ // Homg(Homd(R1, R2),Homg(Homd(R2, R1), R1))

∼
��

Homg(Homd(R2, R1)⊗ Homd(R1, R2), R1)

On obtient un isomorphisme 1
∼ // Homd(R2, R1)⊗ Homd(R1, R2) en prenant la flèche β qui rend commutatif

le diagramme :

Homd(R1, R1)
Hom(α,R1)

∼
// Homd(Homg(Homd(R2, R1)⊗ Homd(R1, R2), R1), R1)

1

∼

OO

β // Homd(R2, R1)⊗ Homd(R1, R2)

∼

OO

Notons que les flèches verticales sont des isomorphismes puisqueR1 est dualisant à droite. Ceci prouve que Homd(R2, R1)
est inversible à gauche et que Homd(R1, R2) est inversible à droite. Étant donné que les objets R1 et R2 jouent des rôles
symétriques, on déduit que les objets Homd(R1, R2) et Homd(R2, R1) sont tous les deux inversibles. Par ⊗-dualité,
on déduit que Homg(R1, R2) et Homg(R2, R1) sont également inversibles. La première partie de la proposition est
prouvée.

Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit par symétrie et ⊗-dualité de montrer que le morphisme d’éva-
luation :

(2.28) Homd(R1, R2)⊗R1
// R2

est inversible. Par définition, l’isomorphisme R1 ' Homg(Homd(R1, R2), R2) est la composée :

R1
δ // Homg(Homd(R1, R2),Homd(R1, R2)⊗R1) // Homg(Homd(R1, R2), R2)

La première flèche est un isomorphisme puisque Homd(R1, R2) est un objet inversible. Il vient que la seconde flèche est
inversible, ce qui se traduit par le fait que le morphisme d’évaluation (2.28) devient un isomorphisme après application
du foncteur Homg(Homd(R1, R2),−). Mais ce foncteur est une équivalence puisque Homd(R1, R2) est inversible. La
proposition est prouvée. c.q.f.d

Homomorphismes internes, modules et projecteurs

Dans ce paragraphe, on étudie la fonctorialité des catégories monoïdales fermées à droite.

Definition 2.1.140 — Soient (C,⊗,Hom) et (C′,⊗′,Hom′) deux catégories monoïdales fermées à droite. Soit
(f, a) : C // C′ un foncteur pseudo-monoïdal. On définit un morphisme :

fHom(A,B) // Hom′(f(A), f(B))

naturel en (A,B) ∈ Ob(C)2 par la composée :

fHom(A,B) δ // Hom′(f(A), fHom(A,B)⊗′ f(A)) a // Hom′(f(A), f(Hom(A,B)⊗A)) ev // Hom′(f(A), f(B))

Definition 2.1.141 — Soient (C,⊗,Hom) et (C′,⊗′,Hom′) deux catégories monoïdales fermées. On suppose
donné un foncteur pseudo-monoïdal (f, a) : C // C′ admettant un adjoint à droite g : C′ // C . On définit des
morphismes :

(2.29) Hom(A, g(B′)) // gHom′(f(A), B′)

naturels en (A,B′) ∈ Ob(C)× Ob(C′) par la composée :

Hom(A, g(B′)) // gfHom(A, g(B′)) // gHom′(f(A), fg(B′)) // gHom′(f(A), B′)
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Lemme 2.1.142 — On garde les notations et les hypothèses de la définition 2.1.141. Le morphisme de foncteurs
Hom(A, g(−)) // gHom′(f(A),−) correspond via les adjonctions :

((−⊗′ f(A)) ◦ f , gHom′(f(A),−)) et (f ◦ (−⊗A) , Hom(A, g(−)))

au morphisme de foncteurs :
a : (−⊗ f(A)) ◦ f // f ◦ (−⊗A)

En particulier, lorsque f est monoïdal, la flèche (2.29) est inversible.

Demonstration En effet, le morphisme de la définition 2.1.140, correspond à la face carrée :

(2.30)

C′ C′

C C

oo
Hom′(f(A),−)

oo
Hom(A,−)

��

f

��

f
PPPP #+

obtenue via les adjonctions (−⊗A , Hom(A,−)) et (−⊗ f(A) , Hom′(f(A),−)) à partir de la face carrée :

(2.31)

C′ C′

C C

//
−⊗′ f(A)

//
−⊗A

��

f

��

fnnnn 3;
a

D’autre part, le morphisme de la définition 2.1.141, n’est autre que la face carrée obtenue à partir de (2.31) via les
adjonctions (f, g) et (f, g). Le résulta découle alors du lemme 1.1.15. c.q.f.d

La définition suivante généralise 2.1.140 :

Definition 2.1.143 — Soient (C,⊗,Hom) et (C′,⊗′,Hom′) deux catégories monoïdales fermées à droite. On
suppose donné un foncteur pseudo-monoïdal (f, a) : C // C′ et un f -module à droite (l, b)5. On définit des mor-
phismes :

(2.32) lHom(A,B) // Hom′(f(A), l(B))

naturels en (A,B) ∈ Ob(C)2 par la composée :

lHom(A,B) δ // Hom′(f(A), lHom(A,B)⊗′ f(A)) b // Hom′(f(A), l(Hom(A,B)⊗A)) ev // Hom′(f(A), l(B))

Lemme 2.1.144 — Gardons les hypothèses de la définition précédente. On suppose que le foncteur l admet un
adjoint à gauche k. La transformation naturelle lHom(A,−) // Hom′(f(A), l(−)) correspond via les adjonctions :

(k ◦ (−⊗′ f(A)),Hom′(f(A), l(−))) et ((−⊗A) ◦ k, lHom(A,−))

au morphisme de projection (voir la proposition 2.1.97) :

k ◦ (−⊗′ f(A)) // (−⊗A) ◦ k

En particulier, lorsque le morphisme structural du projecteur [f, k] est inversible la flèche (2.32) est inversible.

Demonstration Le morphisme de la définition est celui obtenu à partir de la face carrée suivante :

C′ C′

C C

//
−⊗′ f(A)

//
−⊗A

��

l

��

lnnnn 3;
b

5Rappelons qu’un f -module à droite est un foncteur l : C // C′ muni de morphismes l(A)⊗ f(B)→ l(A⊗B) naturels en A et B.
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via les adjonctions (− ⊗ A,Hom(A,−)) et (− ⊗′ f(A),Hom′(f(A),−)). D’autre part, le morphisme de projection est
obtenu de le même face carrée via l’adjonction (k, l). Le résultat découle maintenant du lemme 1.1.15. c.q.f.d

Definition 2.1.145 — Soient (C,⊗,Hom) et (C′,⊗′,Hom′) deux catégories monoïdales fermées à droite. On
suppose donné un foncteur pseudo-monoïdal (f, a) : C // C′ et un f -module à gauche (l, b). Soit k un adjoint à
gauche de l et g un adjoint à droite de f . On définit un morphisme :

Hom(k(A′), B) // gHom′(A′, l(B))

naturel en (A′, B) ∈ Ob(C′)× Ob(C) à partir de :

k(f(−)⊗′ A′) // −⊗ k(A′)

via les adjonctions :

(k(f(−)⊗′ A′) , gHom′(A′, l(−))) et (−⊗ k(A′) , Hom(k(A′),−))

Lemme 2.1.146 — Gardons les notations et hypothèses de la définition 2.1.145. Si le morphisme structural du
projecteur [f, k] est inversible, alors la flèche :

Hom(k(A′), B) ∼ // gHom′(A′, l(B))

est inversible pour tout A′ et B.

2.1.6 Catégories monoïdales triangulées
Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale. Lorsque la catégorie C est une catégorie additive on aimerait que le bifoncteur

−⊗− soit biadditif. Ainsi, on fait la définition suivante :

Definition 2.1.147 — 1- Une catégorie monoïdale (C,⊗, σ) est une catégorie monoïdale additive si la catégorie
C est additif et si le bifoncteur −⊗− est biadditif, i.e., pour tout A ∈ Ob(C) les foncteurs A⊗− et −⊗A sont additifs.

Lorsqu’en plus la catégorie monoïdale C est symétrique et/ou unitaire, on parlera de catégorie monoïdale additive,
symétrique et/ou unitaire.

2- Les foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) entre catégories monoïdales additives sont les foncteurs
pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) entre les catégories monoïdales sous-jacentes qui sont en plus additifs.

Pour les applications qui suivront, on est surtout intéressé par la notion de catégories monoïdales triangulées.

Definition 2.1.148 — Une catégorie monoïdale (resp. monoïdale symétrique) triangulée est une catégorie
monoïdale additive (T,⊗, σ) (resp. (T,⊗, σ, τ) ), avec une structure de catégorie triangulée sur T ainsi que des iso-
morphismes :

A[+1]⊗B ∼
sg // (A⊗B)[+1] A⊗B[+1]∼

sdoo

naturels en (A,B) ∈ Ob(T)2 et commutant de la manière évidente avec les isomorphismes d’associativité (resp. d’as-
sociativité et de commutativité). Deux axiomes supplémentaires sont imposés :

1. Pour tout triangle distingué A // B // C // A[+1] et tout objet D de T les deux triangles ci-dessous :

A⊗D // B ⊗D // C ⊗D // (A⊗D)[+1]

D ⊗A // D ⊗B // D ⊗ C // (D ⊗A)[+1]

sont distingués. En d’autres termes, les foncteurs − ⊗D et D ⊗ − munis des isomorphismes sg et sd respecti-
vement, sont des foncteurs triangulés.

2. Pour tout A et B de T le carré ci-dessus est commutatif à multiplication par −1 prés :

A[+1]⊗B[+1] //

��
−1

(A[+1]⊗B)[+1]

��
(A⊗D[+1])[+1] // (C ⊗D)[+2]
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On dégage facilement la notion de foncteurs pseudo-monoïdaux (resp. monoïdaux) triangulés :

Definition 2.1.149 — Soient (T,⊗) et (T′,⊗′) deux catégories monoïdales (resp. monoïdales symétriques)
triangulées. Un foncteur pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal symétrique) triangulé de T dans T′ est un foncteur
pseudo-monoïdal (resp. pseudo-monoïdal symétrique) entre les catégories additives monoïdales sous-jacentes, qui est
triangulé et compatible avec les isomorphismes sg et sd.

Supposons donnés des objets unités dans T et T′. Un foncteur pseudo-monoïdal triangulé et pseudo-unitaire est
simplement un foncteur pseudo-monoïdal triangulé muni d’une flèche e qui le rend également un foncteur pseudo-
monoïdal et pseudo-unitaire.

Il est utile de considérer les dérivateurs triangulés monoïdaux :

Definition 2.1.150 — 1- Un dérivateur triangulé monoïdal (resp. monoïdal symétrique) est un dérivateur
triangulé D muni des données supplémentaires suivantes :

– Pour chaque I ∈ Ob(Dia) d’une structure de catégorie monoïdale (resp. monoïdale symétrique) triangulée
(D(I),⊗I , σ).

– Pour chaque foncteur u : A // B de Dia d’une structure de foncteur monoïdal (resp. monoïdal symétrique)
sur u∗.

2- Un dérivateur triangulé monoïdal (resp. monoïdal symétrique) unitaire est un dérivateur triangulé monoïdal
(resp. monoïdal symétrique) muni d’un objet unité 1I ∈ Ob(D(I)) pour chaque I ∈ Ob(Dia) et d’un isomorphisme
u∗1I ' 1J pour chaque u : J → I ∈ Fl(Dia) faisant de u∗ un foncteur monoïdal (resp. monoïdal symétrique) unitaire.

Remarque 2.1.151 — Étant donné un dérivateur triangulé monoïdal (D,⊗) on peut définir un produit extérieur
� de la manière usuelle suivante. Si I et J sont deux catégories de Dia de projections respectives pI et pJ sur e on
définit un foncteur biadditif :

� : D(I)× D(J) // D(I × J)

par la composée suivante :

D(I)× D(J)
(pJ×id)∗×(id×pI)∗ // D(I × J)× D(I × J)

⊗I×J // D(I × J)

On vérifie facilement que si X est un objet de D(e), les foncteurs − � X et X � − définissent des morphismes de
dérivateurs triangulés.

On a la proposition suivante :

Proposition 2.1.152 — Soit (T,⊗) une catégorie triangulée monoïdale. Supposons que la catégorie monoïdale
sous-jacente à T est fermée à droite. Soit B un objet de T et considérons le foncteur :

Hom(−, B) : T // Top

Pour que le foncteur Hom(−, B) soit triangulé, il suffit que les deux hypothèses ci-dessous soient vérifiées :
– La catégorie T admet des petites sommes et un système de générateurs compacts.
– Il existe un dérivateur triangulée monoïdal (D,⊗) de domaine une sous-catégorie Dia de Cat contenant les petites
catégories discrètes, tel que D(e) = T (en tant que catégorie monoïdale triangulée).

Demonstration Remarquons tout de suite que l’hypothèse C fermée à droite assure que les foncteurs − ⊗ A com-
mutent aux petites sommes pour tout A ∈ Ob(T).

Soit A′ // A // A′′ // A[+1] un triangle distingué de T = D(e). Les axiomes des catégories monoïdales
triangulées impliquent que le 2-triangle de foncteurs de T dans T :

(−⊗A′) // (−⊗A) // (−⊗A′′) // (−⊗A)[+1]

est distingué. Si on savait montrer que le 2-triangle obtenu par adjonction :

Hom(A′′,−) // Hom(A,−) // Hom(A′,−) // Hom(A′′,−)[+1]

est également distingué la conclusion de la proposition sera vraie. On cherchera ainsi à appliquer la proposition 2.1.66.
Notons que par l’axiome 2 de la définition 2.1.34, le foncteur D(1) // HOM(1op,D(e)) est essentiellement

surjectif. Il existe ainsi un objet E de D(1) dont le squelette est :

A′ // A
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Il existe alors un morphisme de triangle :

1∗E //

��

0∗E //

��

Cone(E) //

��

1∗E[+1]

��
A′ // A // A′′ // A[+1]

Le foncteur − � E : D(e) // D(1) vérifie les conditions de la proposition 2.1.66. En effet, on a un morphisme
canonique :

Cone(−� E) ' −⊗ Cone(E)

qui fait commuter le diagramme de foncteurs :

1∗(−� E) //

��

0∗(−� E) //

��

Cone(−� E) //

��

1∗(−� E)[+1]

��
−⊗A′ // −⊗A // −⊗A′′ // −⊗A[+1]

fournissant ainsi un isomorphisme de 2-triangles distingués. La proposition 2.1.66 s’applique. c.q.f.d

2.1.7 Des hypothèses sur un 2-foncteur homotopique stable
Soit S un schéma de base. Dans cette section, on regroupe quelques conditions de nature technique qu’on peut

imposer à un 2-foncteur homotopique stable sur Sch/S (voir la définition 1.4.1). On commence par la condition la plus
simple :

Definition 2.1.153 — Soit Λ ⊆ Q une Z-algèbre. Un 2-foncteur homotopique stable H : Sch/S // TR est
dit Λ-linéaire si l’une des conditions équivalentes ci-dessous est vérifiée :

– Pour tout S-schéma X, les groupes de morphismes de la catégorie additive H(X) sont naturellement des Λ-
modules.

– Pour tout S-schéma X, tout objet A de H(X) et tout entier naturel n, la flèche n.idA : A // A est inversible
dès que l’entier n est inversible dans Λ.

L’équivalence des deux conditions découle du fait que les sous-anneaux de Q sont tous de la forme Z[1/p, p ∈ I] où
I est une partie de l’ensemble des nombres premiers.

On peut également définir la notion de 2-foncteur homotopique stable Λ-linéaire pour un anneau Λ quelconque.
Notons toutefois que si Λ n’est pas un quotient d’un sous-anneau de Q, cette notion n’est pas une propriété mais une
structure supplémentaire.

On continue avec la définition suivante :

Definition 2.1.154 — 1- Un 2-foncteur homotopique stable H : Sch/S // TR avec petites sommes est un
2-foncteur homotopique stable H tel que les catégories triangulées H(X) admettent les petites sommes pour tous les
S-schémas quasi-projectifs X.

2- On dit d’un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : Sch/S // TR qu’il est compactement
engendré si pour tout S-schéma X, la catégorie H(X) est compactement engendrée.

Plus intéressant que la définition précédente :

Definition 2.1.155 — 1- On dit qu’un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : Sch/S // TR

est engendré par la base si pour tout S-schéma quasi-projectif X, on a l’égalité :

� {f#π
∗
YA, f : Y // X lisse et A ∈ Ob(H(S))} �= H(X)

où πY = πX ◦ f désigne la projection structurale de Y sur S.
2- On dit que H est compactement engendré par la base si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
– pour tout S-morphisme f le foncteur f∗ envoie un objet compact sur un objet compact,
– il existe un ensemble d’objets compacts Λ ⊂ H(S) tel que pour tout S-schéma quasi-projectif X, on a l’égalité :

� {f#π
∗
YA, f : Y // X lisse et A ∈ Λ} �= H(X)

avec πY comme dans 1-.
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Remarque 2.1.156 — Un 2-foncteur homotopique stable H avec petites sommes et compactement engendré par
la base prend ses valeurs parmi les catégories triangulées compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20.
En effet les objets f#π

∗
YA sont compacts pour A compact puisque f# admet un adjoint à droite commutant aux

petites sommes. D’autre part, la classe d’objets considérée dans la définition 2.1.155 est essentiellement équivalente à
un ensemble puisque c’est le cas pour la classe des morphismes lisses.

Lemme 2.1.157 — Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes. Les cinq
conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout f : Y // X les 4 foncteurs f∗, f∗, f! et f ! commutent aux petites sommes.

2. Pour tout f : Y // X le foncteur f∗ commute aux petites sommes.

3. La même chose que la condition précédente avec f une immersion ouverte.

4. Pour tout f : Y // X le foncteur f ! commute aux petites sommes.

5. La même chose que la condition précédente avec f une immersion fermée.

Demonstration Notons que les opérations f∗ et f! commutent aux petites sommes puisqu’ils admettent des ad-
joints à gauche. Ainsi, si on démontre que (2) ks +3 (4) on a immédiatement les équivalences (1) ks +3 (2) et

(1) ks +3 (4) .

Notons d’autre part que (2) ks +3 (3) et (4) ks +3 (5) . Pour la première équivalence, il suffit de factoriser un S-
morphisme par une immersion ouverte suivie d’un morphisme projectif et d’utiliser le fait que pour f projectif, f∗ = f!

commute aux petites sommes. Pour la deuxième équivalence, il suffit de factoriser un S-morphisme par une immersion
fermée suivie d’un morphisme lisse et de remarquer que lorsque f est lisse, f ! = Th(Ωf )f∗ commute également aux
petites sommes.

Pour terminer, il suffit de montrer l’équivalence : (3) ks +3 (5) . Elle découle facilement du 2-triangle distingué de
localité (voir la proposition 1.4.9). c.q.f.d

Definition 2.1.158 — Gardons les hypothèses du lemme précédent. Si les cinq conditions équivalentes sont
satisfaites, on dit H est parfait pour les petites sommes.

Lemme 2.1.159 — Soit H un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes et compactement engendré par
la base. Alors H est parfait pour les petites sommes.

Demonstration En effet, soit j une immersion ouverte. Le foncteur j∗ envoie objet compact sur objet compact. Il
vient que sont adjoint à droite j∗ commute aux petites sommes puisque la catégorie H(Source (j)) est compactement
engendrée. c.q.f.d

On termine les définitions avec les deux notions de séparabilité et de semi-séparabilité :

Definition 2.1.160 — Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable.

1- On dit que H est séparé si pour tout S-morphisme f : Y // X surjectif, le foncteur f∗ est conservatif.
2- On dit H est semi-séparé si pour tout S-morphisme e : X ′ // X fini surjectif et totalement inséparable, le

foncteur e∗ est conservatif.

Remarque 2.1.161 — Soit X un S-schéma et i : Xred
// X l’immersion fermée de son sous-schéma réduit.

L’axiome de localité appliqué à l’immersion i de complémentaire l’ouvert ∅, montre que le foncteur i∗ est conservatif.
En écrivant le triangle de localité, on trouve même que i∗ est une équivalence. En particulier, lorsque S est un schéma
d’égal caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé. En effet, les morphismes finis surjectifs et totalement
inséparables entre schémas d’égale caractéristique nulle deviennent des isomorphismes après passage aux schémas
réduits.

La proposition suivante donne un critère simple pour qu’un 2-foncteur homotopique stable soit séparé :

Proposition 2.1.162 — Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable sur une base noethérienne

S. Supposons que les foncteurs f∗ sont conservatifs pour les S-morphismes f : X ′ // X tels que :
– X et X ′ sont des schémas intègres et f est fini surjectif,
– f admet une factorisation f = e ◦ f0 avec f0 un revêtement étale et e fini surjectif et totalement inséparable.

Alors H est séparé.

Demonstration En effet, soit h : Y // X un morphisme surjectif et montrons que h∗ est conservatif en admet-
tant l’hypothèse de l’énoncé. On raisonne par récurrence noethérienne sur X. Si U est un ouvert de X et Z le fermé
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complémentaire, on forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

V
j //

g

��

Y

h

��

T

l

��

ioo

U
j // X Z

ioo

Si U est non vide, par récurrence noethérienne, l∗ est conservatif. En utilisant l’axiome de localité, on voit que l’on
peut remplacer X par n’importe quel ouvert non vide. En particulier, on peut supposer X intègre. Quitte à prendre le
normalisé du produit fibré par une extension totalement inséparable e : X0

// X on peut supposer que le lieu de
lissité de la fibre générique de f est non vide. Il existe alors une section localement pour la topologie étale. Les détails
sont laissés aux lecteurs. c.q.f.d

Proposition 2.1.163 — Soit H un 2-foncteur homotopique stable semi-séparé. Soit e : X ′ // X un S-
morphisme fini surjectif et totalement inséparable. Le foncteur e∗ est une équivalence de catégories.

Demonstration Formons le carré cartésien :

X ′ ×X X ′
pr2 //

pr1

��

X ′

e

��
X ′

e // X

Comme e est totalement inséparable, les morphismes pri induisent des isomorphismes :

(pri)red : (X ′ ×X X ′)red
// (X ′)red

Pour montrer que e∗ est une équivalence de catégories, on montrera que les morphismes d’adjonctions :

id // e∗e∗ et e∗e∗ // id

sont inversibles.
Pour le morphisme d’unité, on utilise que le foncteur e∗ est conservatif par semi-séparabilité. Il suffit donc de

montrer que le morphisme :
e∗ // e∗(e∗e∗)

est inversible. Mais par le théorème de changement de base appliqué au morphisme fini e, on a les isomorphismes
canoniques :

(2.33) e∗e∗e
∗ ' pr1∗pr

∗
2e
∗ ' pr1∗pr

∗
1e
∗

De plus modulo cette identification, le morphisme (2.33) est simplement le morphisme d’unité de (pr∗1 , pr1∗) :

e∗ // (pr∗1pr1∗)e∗

Ce 2-morphisme est inversible puisque pr∗1 est une équivalence étant donné que (pr1)red est un isomorphisme de
schémas.

Pour le morphisme de counité, on remarque que lorsqu’on applique le 1-morphisme e∗ à e∗e∗ // id on obtient
un 2-isomorphisme. En effet le 2-morphisme (provenant de la counité de l’adjonction) e∗e

∗e∗ // e∗ est un inverse

à droite du 2-morphisme (provenant de l’unité de l’adjonction) e∗ // e∗e∗e∗ . Ce dernier est inversible puisqu’on a
montré que l’unité est inversible. Il suffira donc de prouver que le foncteur e∗ est lui aussi conservatif. Sachant que e∗
est conservatif, il suffit de prouver que la composée e∗e∗ est conservative. Mais par l’isomorphisme de changement de
base e∗e∗ ' pr1∗pr

∗
2 . Le résultat découle alors du fait que pr∗i et pri∗ sont des équivalences inverses l’une de l’autre,

puisque (pri)red est un isomorphisme de schémas. c.q.f.d

Corollaire 2.1.164 — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X ′ // X un pseudo-revêtement étale,
i.e., un revêtement étale r suivit d’un morphisme fini surjectif et totalement inséparable e0. Les foncteurs e! et e∗ sont
naturellement isomorphes.

Demonstration On sait que r! = r∗ étant donné que le faisceau Ωr est nul. Il suffit de montrer que e!
0 = e∗0. Par la

proposition 2.1.163, on sait que e0∗ = e0! est une équivalence. Il est bien connu que les adjoints à gauche et à droite
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d’une équivalence sont isomorphes entre eux. Il vient que l’adjoint à gauche e∗0 de e0∗ est isomorphe à l’adjoint à droite
e!

0 de e0!. c.q.f.d

L’hypothèse de séparabilité sera souvent utilisée via le lemme :

Lemme 2.1.165 — 1- Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable Z(n)-linéaire et séparé.

Soit e : X ′ // X un pseudo-revêtement étale de S-schémas de partie étale r de degré divisant n. En utilisant le
corollaire 2.1.164, on définit un 2-morphisme par la composée :

id // e∗e∗ e!e
!∼oo // id

Ce 2-morphisme est inversible.
2- Pour simplifier, on supposera que les catégories H(−) sont pseudo-abéliennes. On garde les hypothèse du 1-.

Supposons en plus que la partie étale r est galoisienne de groupe G. Le groupe G agit alors sur les 1-morphismes e∗e∗
et e!e

! et le projecteur :

p =
1
|G|

∑
g∈G

g

définit des facteurs directes F∗ ⊂ e∗e∗ et F! ⊂ e!e
!. Les 2-morphismes évidents :

id // F∗ et F!
// id

sont inversibles.

Demonstration 1- Il suffit de prouver que cette transformation naturelle est inversible après application du foncteur
g∗ = g! avec g : Y // X une pseudo-revêtement étale pseudo-galoisien qui domine r :

(2.34) g∗ // g∗e∗e∗ g∗e!e
!∼oo // g∗

Considérons le carré cartésien :

Y ′

e′

��

g′ // X ′

e

��
Y g

// X

Le morphisme Y ′/Y est alors la somme disjointe de d morphismes finis surjectifs totalement inséparables (où d est
le degré de la partie étale r de e). Ces morphismes finis surjectifs et totalement inséparables induisent même un
isomorphisme après passage aux schémas réduits.

Il est facile de voir que la composée de (2.34) est égale à :

(2.35) g∗ // e′∗e
′∗g∗ e′!e

′!g∗ //∼oo g∗

On se ramène ainsi à traiter le cas où r est un revêtement trivial (i.e., somme de d copies) et e0 = id. Il est facile de
voir que dans ce cas, la composée est simplement la multiplication par le degré d.

2- Le même raisonnement qu’on vient d’utiliser, nous ramène à prouver la conclusion pour e la projection de∐
GX

// X avec l’action évidente de G. C’est là un exercice facile. c.q.f.d

Corollaire 2.1.166 — Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable qu’on supposera Q-linéaire

et séparé. Soit r : X ′ // X un morphisme fini surjectif dans Sch/S muni d’une action d’un groupe fini G transitive
sur les fibres géométriques. L’image du projecteur :

p :
1

#(G)

∑
g∈G

g

dans r∗r∗ s’identifie au foncteur identité via le 2-morphisme d’unité id // r∗r∗ .

Demonstration Notons F l’image de p : r∗r∗ // r∗r∗ . On dispose d’une factorisation du 2-morphisme d’unité :

id // F // r∗r∗
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Il s’agit de prouver que id ' F . On raisonnera par récurrence noethérienne sur X. Il existe un ouvert non vide
j : U // X au dessus duquel le morphisme r est pseudo-galoisien, i.e., composé d’un revêtement étale galoisien
suivit par un morphisme fini surjectif totalement inséparable. Par le lemme 2.1.165, on sait que j∗ // j∗F est
inversible. Si i désigne l’immersion fermée du complémentaire Z de U , on se ramène par l’axiome de localité à montrer
que i∗ // i∗F est inversible. Ceci équivaut à la conclusion du lemme pour le morphisme Z ′ = X ′ ×X Z // Z .
La récurrence noethérienne permet de conclure. c.q.f.d

2.1.8 Résolution des singularités
On termine nos préliminaires par un petit paragraphe concernant les techniques de résolution des singularités.

Definition 2.1.167 — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution des singularités par
éclatements, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout S-schéma quasi-projectif X, il existe un éclatement m : X ′ // X avec X ′ un schéma régulier.

2. Pour tout S-schéma régulier Y et tout sous-schéma Z ⊂ Y , il existe un éclatement e : Y ′ // Y de centre
inclus dans le lieu de non régularité de Z tel que :
– Y ′ est encore régulier,
– le diviseur exceptionnel E de e est un diviseur à croisements normaux,
– le transformé pur Z ′ de Z est régulier, et rencontre E transversalement.

Remarque 2.1.168 — Lorsque le schéma S est lui même régulier, la première condition est conséquence de la
seconde puisqu’un schéma quasi-projectif est un sous-schéma de PnS .

Remarque 2.1.169 — La résolution des singularité est connue pour les bases S qui sont des schémas essentiellement
de type fini sur un corps k de caractéristique zéro. C’est là, un théorème profond de la géométrie algébrique dû
à Hironaka. La résolution des singularités est conjecturée sur des bases plus générales comme les corps finis et les
anneaux de valuation discrète d’inégale caractéristique.

Remarque 2.1.170 — On fera attention qu’un corps k admettant la résolution des singularités, n’est pas forcément
parfait.

La technique de résolution des singularités par altérations à la de Jong permet souvent de contourner la résolution
des singularités par eclatements au pris de quelques hypothèses supplémentaires.

Definition 2.1.171 — Soit X un schéma noethérien. Une altération est un morphisme projectif e : X ′ // X
tel qu’il existe un ouvert Zariski dense U de X au dessus duquel e est fini et surjectif.

Deux sortes d’altérations apparaissent dans les résultats de De Jong :
– Une altération est dite génériquement étale si l’ouvert U peut être choisi de sorte que e|e−1(U) : e−1(U) // U
soit étale.

– Une altération est dite génériquement pseudo-galoisienne si l’ouvert U peut être choisi de sorte que e|e−1(U) :

e−1(U) // U soit la composée d’un revêtement étale galoisien suivi d’une extension totalement inséparable.

Voici les résultats de désingularisation de De Jong qu’on aura à utiliser par la suite :

Theoreme 2.1.172 — 1- Soit X un schéma de type fini sur un corps ou un anneau de valuation discrète. Il existe
une altération génériquement étale e : X ′ // X avec X ′ régulier. Il existe également une altération génériquement
pseudo-galoisienne e′ : X ′′ // X avec X ′′ régulier.

2- Soit X un schéma régulier de type fini sur un corps ou un anneau de valuation. Soit Y ⊂ X un sous-schéma de X.
Il existe une altération génériquement étale e : X ′ // X telle que e−1(Y ) soit un diviseur à croisements normaux.
Il existe également une altération génériquement pseudo-galoisienne e′ : X ′′ // X avec la même propriété.

Definition 2.1.173 — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution des singularités par
altérations lorsque :

– tout S-schéma quasi-projectif X vérifie la conclusion de la première partie du théorème 2.1.172,
– tout S-schéma quasi-projectif et régulier X vérifie la conclusion de la seconde partie du théorème 2.1.172

2.2 Engendrement de sous-catégories et de t-structures dans un 2-foncteur
homotopique stable.

Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibrés en droites. On note (Sch/S) la catégorie des
S-schémas quasi-projectifs (i.e., de type fini et admettant une immersion dans P(M ) avec M un OS-module localement
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libre de rang fini). On se donne un 2-foncteur homotopique stable H : (Sch/S) // TR au sens de la définition
1.4.1.

Dans cette section, on définit des sous-catégories C(−) ⊂ H(−) par engendrement et on étudie la question de la
stabilité de C par les quatre opérations. Ensuite, on définit (sous certaines conditions) des t-structures sur les catégories
H(−) et on considère la question de la t-exactitude des opérations.

2.2.1 Définitions des sous-catégories engendrées et propriétés élémentaires de stabilité

Soit A un objet de H(S). Pour tout S-schéma f : X // S , on pose :

AX = f∗A ∈ Ob(H(X))

Ainsi pour tout morphisme g : Y // X de S-schémas, les 2-isomorphismes de connexions de H∗ fournissent un
isomorphisme AY ' g∗AX . Ceci justifie l’abus de notation quelquefois utilisé : A = AX .

Definition 2.2.1 — Supposons donnée une classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(S)). Pour tout S-schéma X, on notera
Λ(X) ⊂ Ob(H(X)) la classe formée des objets g#AU avec A ∈ Λ et g : U // X un S-morphisme lisse.

Remarque 2.2.2 — Lorsque Λ est un ensemble (et pas seulement une classe) d’objets, il existe un ensemble d’objets
Λ(X)′ contenu dans Λ(X) et essentiellement équivalent à Λ(X), i.e., tel que tout objet de Λ(X) soit isomorphe à un
objet de Λ(X)′. Pour construire un tel Λ(X)′, on choisit un ensemble L de S-morphismes lisses de but X représentant
les classes d’isomorphismes des S-morphismes lisses de but X. Un tel ensemble L existe puisque les S-morphismes
lisses de but X sont des morphismes de type fini et donc paramétrés par un ensemble. Une fois l’ensemble L choisi,
on prend pour Λ(X)′ l’ensemble des objets de la forme f#A avec f dans L et A dans Λ.

Dans la suite, une classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(S)) sera fixée.

Definition 2.2.3 — Soit X un S-schéma quasi-projectif :
1- Avec les notations de la définition 2.1.6, on pose Hs−ct

Λ (X)? =< Λ(X) >s−ct? ⊂ H(X) avec ? ∈ {∅,−,+}.
Les objets de Hs−ct

Λ (X) seront appelés les objets strictement constructibles (ou Λ-strictement constructibles lorsque
le contexte permet une confusion). De même, les objets de Hs−ct

Λ (X)− (resp. Hs−ct
Λ (X)+) sont appelés négativement

(resp. positivement) strictement constructibles.
2- Avec les notations de la définition 2.1.10, on note Hct

Λ(X)? =< Λ(X) >ct? ⊂ H(X) avec ? ∈ {∅,−,+}. Les objets
de Hct

Λ(X) seront appelés les objets constructibles (ou Λ-constructibles lorsque le contexte permet une confusion). De
même, les objets de Hct

Λ(X)− (resp. Hct
Λ(X)+) sont appelés négativement (resp. positivement) constructibles.

Dans la suite, on utilisera sans le préciser les lemmes 2.1.7 et 2.1.11. De même, le résultat facile suivant permettra
de déduire des propriétés sur les objets constructibles de leurs analogues sur les positivement constructibles :

Lemme 2.2.4 — Soit f : T // T′ un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Soient Λ ⊂ Ob(T)
et Λ′ ⊂ Ob(T′) deux classes d’objets. Considérons les assertions suivantes :

1. f(< Λ >s−ct+ ) ⊂< Λ′ >s−ct+ ,

2. f(< Λ >ct+) ⊂< Λ′ >ct+ ,

3. f(< Λ >s−ct) ⊂< Λ′ >s−ct,

4. f(< Λ >ct) ⊂< Λ′ >ct.

On a les implications suivantes :

(1) +3

��

(2)

��
(3) +3 (4)

Demonstration L’implication (3) +3 (4) découle de Λ ⊂ f−1(< Λ′ >s−ct) ⊂ f−1(< Λ′ >ct) et du fait que la
sous-catégorie triangulée < Λ′ >ct est stable par facteurs directs. Les autres implications se démontrent de manière
analogue. c.q.f.d
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Stabilité par f# et f∗

On commence notre liste des propriétés élémentaires par le résultat facile suivant :

Proposition 2.2.5 — Soient f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et ? ∈ {∅,+,−} :

1. Le 1-morphisme f∗ : H(X) // H(Y ) envoie la sous-catégorie Hs−ct
Λ (X)? (resp. Hct

Λ(X)?) dans Hs−ct
Λ (Y )?

(resp. Hct
Λ(Y )?),

2. Si f est lisse, le 1-morphisme f# : H(Y ) // H(X) envoie la sous-catégorie Hs−ct
Λ (Y )? (resp. Hct

Λ(Y )?) dans

Hs−ct
Λ (X)? (resp. Hct

Λ(X)?).

Demonstration Le second point découle facilement de l’inclusion (à isomorphisme près) f#Λ(Y ) ⊂ Λ(X). Pour
montrer le premier point, on vérifie qu’on a également f∗Λ(X) ⊂ Λ(Y ) à isomorphisme près.

Soit A ∈ Λ et g : U // X un S-morphisme lisse. Formons le carré cartésien :

V
f ′ //

g′

��

U

g

��
Y

f // X

Le 2-morphisme d’échange Ex∗# : g′#f
′∗ // f∗g# est inversible. On déduit que l’objet f∗(g#AU ) est isomorphe à

g′#f
′∗AU et donc à g′#AV ∈ Λ(Y ). c.q.f.d

On en déduit le corollaire :

Corollaire 2.2.6 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et A un objet de H(X). Soit (Uk)k=1,...,r un
recouvrement Zariski de X, et notons jk l’immersion de Uk dans X. Il y a équivalence entre les deux assertions
suivantes :

– L’objet A est dans Hs−ct
Λ (X)+ (resp.Hct

Λ(X)+, Hs−ct
Λ (X), Hct

Λ(X)).
– Pour tout k ∈ {1, . . . , r}, l’objet j∗kA est dans Hs−ct

Λ (Uk)+ (resp.Hct
Λ(Uk)+, Hs−ct

Λ (Uk), Hct
Λ(Uk)).

Demonstration La première assertion implique la seconde par la proposition 2.2.5. On s’intéresse donc à l’implication
réciproque.

On suppose que j∗kA est dans Hs−ct
Λ (Uk)+ (resp.Hct

Λ(Uk)+, Hs−ct
Λ (Uk), Hct

Λ(Uk)) pour tout k. Si I est une partie
non vide de {1, . . . , r}, on notera UI l’intersection des Uk pour k ∈ I et jI l’inclusion de UI dans X. Toujours par la
proposition 2.2.5, l’objet j∗IA est dans Hs−ct

Λ (UI)+ (resp.Hct
Λ(UI)+, Hs−ct

Λ (UI), Hct
Λ(UI)) car pour I non vide et k ∈ I,

on a un isomorphisme j∗IA ' j∗I,k(j∗kA) avec jI,k l’inclusion de UI dans Uk.
Raisonnons par récurrence sur r. Lorsque r = 1 il n’y a rien à démontrer. Si r = 2, on utilise le triangle de

Mayer-Vietoris :
j12#j

∗
12A

// j1#j
∗
1A⊕ j2#j

∗
2A

// A // j12#j
∗
12A[+1]

Le résultat découle alors de la proposition 2.2.5 et le fait que la catégorie Hs−ct
Λ (X)+ (resp.Hct

Λ(X)+, Hs−ct
Λ (X), Hct

Λ(X))
est suspendue.

Enfin si r ≥ 3, on se ramène au cas r − 1 en considérant le recouvrement (Vk)k=1,...,r−1 donné par Vk = Uk pour
k ≤ r− 2 et Vr−1 = Ur−1 ∪Ur. Pour vérifier que ce recouvrement possède encore la propriété de l’énoncé, on applique
le cas r = 2 au recouvrement de Vr−1 par Ur−1 et Ur. c.q.f.d

Remarque 2.2.7 — Le corollaire 2.2.6 est faux en général pour les sous-catégories Hs−ct
Λ (−)−. En effet, l’argu-

ment utilisant le triangle de Mayer-Vietoris, ne s’applique plus puisque ces sous-catégories sont cosuspendues et non
suspendues.

Stabilité par i! avec i une immersion

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant :

Proposition 2.2.8 — Soit i : Z // Y une immersion localement fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le
1-morphisme i! envoie la sous-catégorie Hs−ct

Λ (Z)+ (resp.Hct
Λ(Z)+, Hs−ct

Λ (Z), Hct
Λ(Z)) dans Hs−ct

Λ (Y )+ (resp.Hct
Λ(Y )+,

Hs−ct
Λ (Y ), Hct

Λ(Y )).

Dans la suite on considérera uniquement le cas non-respé. On fera attention que les S-schémas Z et Y ne sont
pas supposés réduits. La preuve de la proposition 2.2.8 repose sur les quatre lemmes 2.2.9, 2.2.10, 2.2.11 et 2.2.13. Le
premier de ces lemmes, traite un cas particulier :
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Lemme 2.2.9 — Soit A un objet de Λ. Pour toute immersion i : Z // Y de S-schémas quasi-projectifs, l’objet
i!AZ de H(Y ) est dans Hs−ct

Λ (Y )+.

Demonstration On peut écrire i = b ◦ i′ avec b une immersion ouverte et i′ une immersion fermée :

Z
i′ // Y0

b // Y

On en déduit que i! ' b!i
′
! ' b#i

′
∗. Étant donné que le 1-morphisme b# envoie Hs−ct

Λ (Y0)+ dans Hs−ct
Λ (Y )+, il suffira

de prouver que l’objet i′∗AZ est positivement strictement constructible. Pour cela, on utilise le triangle de localité :

j′#j
′∗AY0

// AY0
// i′∗i
′∗AY0

// j′#j
′∗AY0 [+1]

où j′ est l’immersion ouverte complémentaire à i′. Le lemme découle alors du fait que AY0 et j#j∗AY0 sont positivement
strictement constructibles. c.q.f.d

Le lecteur attentif a sûrement remarqué que la proposition 2.2.8 découle immédiatement de son cas particulier où i
est une immersion fermée. En effet, il suffit de considérer la factorisation i = b ◦ i′ introduite dans la preuve du lemme
précédent. Ceci dit, il est plus pratique de considérer l’énoncé 2.2.8 avec des immersions générales plutôt qu’avec des
immersions fermées en vue du lemme suivant :

Lemme 2.2.10 — Soient i : Z // Y une immersion de S-schémas quasi-projectifs et E un objet de H(Z).
Soit v : V ⊂ Z une immersion ouverte et t : T ⊂ Z le fermé complémentaire. Supposons que les objets (i ◦ v)!v

∗E et
(i ◦ t)!t

∗E sont dans Hs−ct
Λ (Y )+. Alors, il en est de même de l’objet i!E.

Demonstration Remarquons d’abord que (i ◦ v)! ' i!v# et (i ◦ t)! ' i! ◦ t∗. En appliquant i! au triangle distingué
de localité :

v#v
∗E // E // i∗i∗E //

on voit que i!E est une extension de (i ◦ v)!v
∗E par (i ◦ t)!t

∗E. c.q.f.d

Le troisième lemme qu’on admettra provisoirement est un ingrédient géométrique :

Lemme 2.2.11 — Soient i : Z // Y une immersion (avec Z non vide) et g : X // Z un morphisme lisse.
Tout point générique η de Z admet un voisinage ouvert V suffisamment petit tel que les données suivantes existent :

– une famille finie de morphismes lisses hk : Rk // Y ,
– des immersions ouvertes Rk ×Y V // X ×Z V de V -schémas formant un recouvrement de X ×Z V pour la
topologie de Zariski.

Remarque 2.2.12 — Soient i : Z // Y une immersion et g : X // Z un Z-schéma lisse. On dit que g
provient d’un Y -schéma lisse, s’il existe un Y -schéma lisse h : R // Y est un isomorphisme R×Y Z ' X. Ainsi, le
lemme ci-dessus dit simplement que pour tout Z-schéma lisse X et tout point générique η de Z, il existe un voisinage
V de η dans Z et un recouvrement Zariski de X|V = X ×Z V par des V -schémas lisses provenant de Y -schémas lisses
(cette fois, par produit fibré suivant l’immersion de V ).

Le dernier lemme est d’un intérêt indépendant du problème considéré :

Lemme 2.2.13 — Soit (Xk)k=1,...,r un recouvrement Zariski d’un S-schéma quasi-projectif X. Pour I ⊂ {1, . . . , r}
non vide, on note jI l’immersion ouverte de ∩k∈IXk dans X. Tout objet E de H(X) appartient à la sous-catégorie
suspendue :

< {jI#j∗IE; I ⊂ {1, . . . , r} non vide} >s−ct+

Demonstration On raisonne par récurrence sur l’entier r. Lorsque r = 1, il n’y a rien à prouver.
Supposons que r ≥ 2. On définit un recouvrement à r − 1 ouverts (X ′k)k=1,...,r−1 par : X ′k = Xk pour k ∈

{1, . . . , r − 2} et X ′r−1 = Xr−1 ∪Xr. Pour K ⊂ {1, . . . , r − 1} non vide on note j′K l’immersion de l’ouvert ∪k∈KX ′k.
L’hypothèse de récurrence nous dit que l’objet E est dans la sous-catégorie :

< {j′K#j
′∗
KE; K ⊂ {1, . . . , r − 1} non vide} >s−ct+

Pour prouver ce que l’on cherche, il suffit de montrer que les objets j′K#j
′∗
KE sont dans :

< {jI#j∗IE; I ⊂ {1, . . . , r} non vide} >s−ct+

On distinguera deux cas : selon que K contient ou pas r − 1. Lorsque la partie K ne contient par r − 1, l’immersion
j′K est simplement jK . L’assertion est donc claire pour l’objet j′K#j

′∗
KE. Lorsque K contient r− 1, l’immersion j′K est
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l’union des immersions jK et jK′ avec K ′ = (K − {r − 1}) ∪ {r} ⊂ {1, . . . , r}. Ainsi si L = K ∪ {r}, on a un triangle
de Mayer-Vietoris :

jL#j
∗
LE

// jK#j
∗
KE ⊕ jK′#j∗K′E // j′∗KE

//

D’où l’assertion dans le second cas. c.q.f.d

On utilisera le lemme 2.2.13 sous la forme du corollaire :

Corollaire 2.2.14 — Soient i : Z // Y une immersion, g : X // Z un Z-schéma lisse et A un objet
de Λ.

Soit (Xk)k=1,...,r un recouvrement Zariski de X. Pour I ⊂ {1, . . . , r} non vide, on note jI l’immersion ouverte de
∩k∈IXk dans X. Supposons que i∗(g ◦ jI)#A est dans Hs−ct

Λ (Y )+ pour toutes les parties non vides I de {1, . . . , r}.
Alors i∗g#AX est également dans Hs−ct

Λ (Y )+.

Muni des quatre lemmes ci-dessus, il est facile de prouver la proposition 2.2.8. Supposons le S-schéma Y fixé, et
raisonnons par récurrence noethérienne sur l’adhérence de Z. Lorsque Z est vide il n’y a rien à démontrer. Sinon,
on choisit un objet g#AX de Λ(Y ) avec g : X // Z lisse et A ∈ Λ et on essaye de montrer que i!g#AX est
positivement strictement constructible.

Soit v : V // Z une immersion ouverte vérifiant la propriété du lemme 2.2.11 (relativement au Z-schéma lisse
g). Notons t : T ⊂ Z le fermé complémentaire à V . On sait par le lemme 2.2.10 qu’il suffit de montrer que les objets
(v ◦ i)!v

∗g#AX et (t ◦ i)!t
∗g#AX sont positivement strictement constructibles. C’est le cas pour le second objet par

récurrence noethérienne et le fait que t∗g#AX est dans Hs−ct
Λ (T )+. Il suffit donc de montrer que l’objet (v ◦ i)!v

∗g#AX
est dans Hs−ct

Λ (Y )+.
Par un argument de changement de base appliqué au carré cartésien :

X ×Z V //

g′

��

X

g

��
V

v // Z

On voit que v∗g#AX ' g′#AX×ZV . Ceci nous ramène à supposer Z = V . En d’autres termes, on peut supposer qu’il
existe un recouvrement Zariski (Xk)r=1...r de X par des ouverts Xk qui proviennent de Y -schémas lisses. Remarquons
que la propriété de provenir d’un Y -schéma lisse est stable par passage à un ouvert Zariski. Il vient que pour I ⊂
{1, . . . , r} non vide, le Z-schéma lisse XI = ∩k∈IXk provient également d’un Y -schéma lisse. Ainsi par 2.2.14 on
se ramène à montrer que i∗g#AX est positivement strictement constructible pour des Z-schémas X provenant d’un
Y -schéma lisse R. En d’autres termes, il existe un carré cartésien :

X
i′ //

g

��

R

h

��
Z

i // Y

avec h lisse. Dans cette situation on dispose d’un 2-isomorphisme d’échange :

Ex#,∗ : h#i
′
!

∼ // i!g#

Il vient que i!g#AX est isomorphe à h#i
′
!AX . Par le lemme 2.2.9, on sait que i′!AX est dans Hs−ct

Λ (R)+. De plus le
foncteur h# envoie Hs−ct

Λ (R)+ dans Hs−ct
Λ (Y )+. Ceci montre que i∗g#AX est dans Hs−ct

Λ (Y )+. La proposition 2.2.8 est
prouvée.

Comme application au résultat démontré, notons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.15 — Soit X un S-schéma et N un OX-module localement libre de type fini. Alors, l’équivalence
de Thom :

Th(N ) : H(X) // H(X)

envoie la sous-catégorie Hs−ct
Λ (X)+ (resp.Hct

Λ(X)+, Hs−ct
Λ (X), Hct

Λ(X)) dans elle même.

Demonstration En effet Th(N ) = p#s∗ où p est la projection de V(N ) et s la section nulle. c.q.f.d

On termine le paragraphe par une preuve du lemme 2.2.11. Soit η un point générique de Z et Y(η) le localisé pour
la topologie de Zariski du schéma Y au point η. L’existence de l’ouvert V vérifiant l’hypothèse de 2.2.11 découle via
des arguments standards du lemme ci-dessous appliqué à S = Y(η) et s = η :
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Lemme 2.2.16 — Soit S un schéma local de point fermé s. On suppose donné un s-schéma lisse E. Il existe alors
un recouvrement ouvert Ek de E et des S-schémas lisses Fk tels que (Fk)s ' Ek.

Demonstration Il suffit de démontrer que pour tout point fermé x de E, il existe un voisinage V de x dans E qui
provient d’un S-schéma lisse. Pour cela, on choisit d’abord V0 ⊂ E un voisinage affine de x tel que l’idéal de définition
du fermé x dans Γ(V0,OV0) soit engendré par une suite régulière a1, . . . , an (ceci est possible puisque E est lisse sur s).
Soit alors e0 : V0

// Ans = Spec(k(s)[T1, . . . , Tn]) le morphisme de s-schémas défini sur les anneaux de fonctions
par l’association Ti  ai. Ce morphisme est étale au voisinage de x ∈ V0. Il existe alors un voisinage ouvert V ⊂ V0

de x tel le morphisme e : V // Ans obtenue en restreignant e0 à V soit isomorphe à celui induit par le morphisme
de k(s)-algèbres :

k(s)[T1, . . . , Tn] // (k(s)[T1, . . . , Tn][T ]/P )(a.P ′.Q)

avec P et Q des polynômes en (T, T1, . . . , Tn), P ′ la dérivée de P par rapport à la variable T et a le coefficient dominant
de P = P (T ) (i.e. de P vue comme un polynôme en T ).

Choisissons alors des relèvements P̄ et Q̄ de P et Q tels que les polynômes P̄ (T ) et P (T ) considérés comme des
polynômes de la variable T soient de même degré. On notera ā le coefficient dominant de P̄ = P̄ (T ). On prend alors
pour relèvement de V le S-schéma lisse Spec((OS [T1, . . . , Tn][T ]/P̄ )(ā.P̄ ′.Q̄)). c.q.f.d

2.2.2 La constructibilité des quatre opérations

Dans cette sous-section on considère uniquement les sous-catégories triangulées Hs−ct
Λ (−) et Hct

Λ(−). Le but est
de trouver des conditions suffisantes simples qui garantissent la Λ-constructibilité des quatre opérations, i.e., que les
quatre opérations transforment les objets constructibles en des objets constructibles. Notons qu’à ce stade, on a établit
la constructibilité de f∗, f# (avec f lisse) et de i∗ (avec i une immersion fermée).

Constructibilité de f!

Pour avoir la constructibilité des quatre opérations, il faudrait au moins la constructibilité des équivalences de
Thom Th(−) ainsi que leurs inverses Th−1(−). Dans la sous-section précédente, on a vu que les équivalences de Thom
Th(N ) étaient constructibles pour N un OX -module localement libre de rang fini. Par contre, il est faux en général
que l’équivalence Th−1(N ) préserve la sous-catégorie Hs−ct

Λ (X) (ou Hct
Λ(X)).

Ainsi pour aller plus loin, il faut imposer des conditions sur l’ensemble Λ. Une condition qui résoud au moins le
problème des équivalences Th−1(−) est de supposer que Λ est stable par les twist de Tate négatifs :

Definition 2.2.17 — On dit que la classe Λ ⊂ H(S) est stable par twist de Tate (négatifs) si pour tout A ∈ Λ
il existe un objet B ∈ Λ qui soit isomorphe à A(−1). On dira que Λ est quasi-stable par twist de Tate si pour tout
A ∈ Λ l’objet A(−1) est strictement constructible.

Remarque 2.2.18 — Si Λ ⊂ H(S) est une classe quelconque, on peut la rendre stable par twist de Tate en prenant
la classe Λ′ formée des objets de la forme A(−n) avec A ∈ Λ et n ∈ N (ou même dans Z). Il est facile de montrer
qu’on l’égalité Hs−ct

Λ′ = Hs−ct
Λ (−) si et seulement si Λ est quasi-stable par twist de Tate.

Lemme 2.2.19 — Supposons que Λ est quasi-stable par twist de Tate. Alors sous les hypothèses du corollaire
2.2.15, l’équivalence de Thom :

Th−1(N ) : H(X) // H(X)

envoie la sous-catégorie Hs−ct
Λ (X) (resp. Hct

Λ(X)) dans elle-même.

Demonstration On se ramène facilement à N libre de rang n en utilisant le corollaire 2.2.6. Mais dans ce cas,
Th−1(N ) ' (−n)[−2n]. Le résultat découle alors immédiatement de la stabilité de Hs−ct

Λ (X) et Hct
Λ(X) par twist de

Tate et du fait que les catégories Hs−ct
Λ (X) et Hct

Λ(X) sont cosuspendues. c.q.f.d

Le résultat important ci-dessous est un corollaire de 2.2.5, 2.2.8 et 2.2.19 :

Corollaire 2.2.20 — Supposons que Λ est quasi-stable par twist de Tate. Soit f : Y // X un morphisme
de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme :

f! : H(Y ) // H(X)

envoie Hs−ct
Λ (Y ) (resp. Hct

Λ(Y )) dans Hs−ct
Λ (X) (resp. Hct

Λ(X)).
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Demonstration En effet, choisissons une factorisation :

Y

f   @@@@@@@
i // U

g

��
X

avec g lisse et i une immersion fermée. Il suffit alors de montrer la conclusion du corollaire pour i! et pour g!. Mais
i! = i∗ et g! = g#Th−1(Ωg). c.q.f.d

Corollaire 2.2.21 — Gardons les hypothèses et notations du corollaire 2.2.20. Supposons en plus que f est
projectif. Alors, le 1-morphisme :

f∗ : H(Y ) // H(X)

envoie Hs−ct
Λ (Y ) (resp. Hct

Λ(Y )) dans Hs−ct
Λ (X) (resp. Hct

Λ(X)).

Demonstration En effet pour f projectif, on a un 2-isomorphisme f! ' f∗. c.q.f.d

Dans le reste de cette section on tentera de se débarrasser de l’hypothèse “f projective” dans l’énoncé du corollaire
précédent.

Classes génératrices des sous-catégories Hs−ct
Λ (−) et Hct

Λ(−)

Dans cette sous-section on introduit certaines classes d’objets de H(X) engendrant la sous-catégorie triangulée
Hs−ct

Λ (X) et/ou Hct
Λ(X). La première de ces classes est :

Definition 2.2.22 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. On appelle Λ∗,proj(X) la classe d’objets de H(X)
formée de ceux qui sont de la forme g∗AX′(n) avec g : X ′ // X un S-morphisme projectif et n ∈ N un entier
naturel.

On a le résultat suivant :

Lemme 2.2.23 — On suppose que Λ est quasi-stable par twist de Tate. Soit X un S-schéma quasi-projectif.
La sous-catégorie Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)) est la plus petite sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par

facteurs directs) de H(X) contenant la classe d’objets Λ∗,proj. En d’autres termes on a les égalités :

Hs−ct
Λ (X) =< Λ∗,proj(X) >s−ct et Hct

Λ(X) =< Λ∗,proj(X) >ct

Demonstration Par 2.2.4, appliqué au foncteur identité, on voit qu’il suffit de traiter le cas non-respé. On sait par
le corollaire 2.2.21 que les objets de la forme g∗A(n) avec g : X ′ // X un S-morphisme projectif, n ∈ N et A ∈ Λ
sont dans Hs−ct

Λ (X).
Il s’agit donc de montrer qu’un objet de la forme h#BU avec h : U // X un S-morphisme lisse et B ∈ Λ,

est dans la sous-catégorie < Λ∗,proj(X) >s−ct. Supposons donné un recouvrement Zariski (Uk)k=1,...,r de U . Pour
I ⊂ {1, . . . , r}, on note comme d’habitude jI l’inclusion de l’ouvert ∩k∈IUk dans U . Par le lemme 2.2.13, on voit
qu’il suffit de montrer que les objets (h ◦ jI)#BUI sont dans < Λ∗,proj(X) >s−ct. Ainsi en prenant un recouvrement
trivialisant du OU -module localement libre Ωh on voit qu’il est suffisant de prouver que les objets de la forme h#BU
sont dans < Λ∗,proj(X) >s−ct uniquement pour les h tel que Ωh est libre.

L’intérêt de cette réduction vient de la formule h#B = h!Th(Ωh)B = h!B(r)[2r] où r est le rang du OU -module
libre Ωh. On se ramène en fin de compte à prouver que pour tout S-morphisme lisse h : U // X , tout entier
naturel n ∈ N et tout objet B ∈ Λ on a :

h!BU (n) ∈ Ob(< Λ∗,proj(X) >s−ct)

Pour établir cette appartenance, on choisit une X-compactification j : U // X ′ avec X ′ projectif sur X. On
forme le diagramme commutatif :

U
j //

h   AAAAAAAA X ′

g

��

Y
ioo

f~~}}}}}}}}

X

avec g projectif, j une immersion ouverte et i une immersion fermée complémentaire à j (en particulier f est projective).
On a un triangle distingué de localité :

j!BU (n) // BX′(n) // i∗BY (n) // j!BU (n)[+1]
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En lui appliquant le 1-morphisme g∗ = g!, on obtient le triangle :

h!BU (n) // g∗BX′(n) // f∗BY (n) // h!BU (n)[+1]

Le résultat découle alors du fait que f et g sont tous les deux projectifs. c.q.f.d

Les autres classes d’objets de H(X) seront paramétrés par un sous-schéma fermée T ⊂ X :

Definition 2.2.24 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et T une partie fermée de X. On appelle Λ∗,proj−reg(X)T
la classe d’objet de H(X) de la forme g∗AX′(n) avec A ∈ Λ, n ∈ N et g : X ′ // X un S-morphisme vérifiant :

– g est projectif,
– X ′ est un schéma régulier connexe,
– la partie g−1(T ) ⊂ X ′ est soit X ′ tout entier, soit l’union de diviseurs lisses à croisements normaux.

On a clairement l’inclusion Λ∗,proj−reg(X)T ⊂ Λ∗,proj . Notons que dans la définition précédente on adopte la
convention que le sous-schéma vide est un diviseur lisse. En particulier Λ∗,proj−reg(X)∅ est simplement la classe
des g∗A(n) avec g projectif de source un schéma régulier ; elle sera notée simplement Λ∗,proj−reg(X). Remarquons
également que Λ∗,proj−reg(X)X = Λ∗,proj−reg(X)∅ = Λ∗,proj−reg(X). Une autre conséquence de cette convention est
que g∗A(n) est dans Λ∗,proj−reg(X)T si l’image de g ne rencontre pas T (exemple si g est l’immersion d’un point fermé
qui n’est pas sur T ).

Avant de prouver que les sous-catégories des objets Λ-constructibles de H(X) sont engendrées par les classes
Λ∗,proj−reg(X)T on introduit la notion de S-dimension. La S-dimension est utile lorsqu’on a besoin de faire une
récurrence double : une noethérienne sur les fermées de S et une sur la dimension des fibres d’un S-schéma.

Definition 2.2.25 — Soit S un schéma noethérien. On appelle D(S) l’ensemble des couples (Z, d) avec Z une
partie fermée de S et d une fonction de l’ensemble des points génériques de Z à valeurs dans N. L’ensemble D(S) sera
muni de l’ordre lexicographique (Z, d) ≺ (Z ′, d′) lorsque Z ⊂ Z ′ ou Z = Z ′ et d < d′ (i.e., pour tout point générique η
de Z on a d(η) ≤ d′(η) avec une inégalité stricte au moins une fois).

Étant donné un S-schéma quasi-projectif f : X // S on définit un élément dS(X) ∈ D(S) en prenant le
couple :

(Image (f) , d(η) = dimηXη)

On appellera dS(X) la S-dimension du S-schéma X.

On résume quelques propriétés de la fonction dS(−) dans le lemme :

Lemme 2.2.26 — 1- Soit X un S-schéma quasi-projectif et U un ouvert dense de X. Alors dS(X) = dS(U) et
dS(X − U) ≺ dS(X).

2- Soit e : X ′ // X une altération de S-schémas quasi-projectifs telle que toute composante irréductible de X ′
domine une composante irréductible de X. Alors dS(X) = dS(X ′).

Demonstration Formons le diagramme suivant :

U

g
  @@@@@@@@
// X

f

��

Z

h~~~~~~~~~~
oo

S

Puisque U est dense dans X l’image de U dans S sera dense dans l’image de X. Ceci prouve que :

Image (f) = Image (g) = R

D’autre part si η est un point générique de R l’ouvert Uη est un ouvert dense du η-schéma quasi-projectif Xη. Ils ont
donc la même dimension de Krull.

Montrons que dS(Z) est strictement inférieur à dS(X). On a clairement :

Image (f) ⊂ Image (h)

Si l’inclusion est stricte il n’y a rien à démontrer. On suppose donc qu’il y a égalité et on note comme avant R la partie
fermée ainsi définie. Soit η un point générique de R. Comme Uη est dense dans Xη on voit que Zη est de codimension
partout non nulle dans Xη.

Pour démontrer le second point, on procède exactement de la même manière. c.q.f.d

Voici le résultat clef de ce paragraphe :
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Proposition 2.2.27 — On suppose que Λ est quasi-stable par twist de Tate. Soient X un S-schéma quasi-projectif
et T ⊂ X une partie fermée de X :

1- Supposons que le schéma S admet la résolution des singularités par éclatements. La sous-catégorie Hs−ct
Λ (X)

(resp. Hct
Λ(X)) est la plus petite sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par facteurs directes) contenant la

classe Λ∗,proj−reg(X)T . En d’autres termes, on a les égalités :

Hs−ct
Λ (X) =< Λ∗,proj−reg(X)T >s−ct et Hct

Λ(X) =< Λ∗,proj−reg(X)T >ct

2- Supposons que S admet la résolution des singularités par altérations. On suppose également que H est Q-
linéaire et séparé. La catégorie Hct

Λ(X) est la plus petite sous-catégorie triangulée de H(X) stable par facteurs directs
et contenant la classe Λ∗,proj−reg(X)T . En d’autres termes, on a l’égalité Hct

Λ(X) =< Λ∗,proj−reg(X)T >ct.

Demonstration Soit X un S-schéma quasi-projectif et T ⊂ X un fermé. Notons provisoirement Hs−ct
proj−reg(X)T

(resp. Hct
proj−reg(X)T ) la sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par facteurs directs) engendrée par

Λ∗,proj−reg(X)T . Par 2.2.21 on a les inclusions :

Hs−ct
proj−reg(X)T ⊂ Hs−ct

Λ (X) et Hct
proj−reg(X)T ⊂ Hct

Λ(X)

Pour prouver la proposition, il s’agit de montrer qu’on a des inclusions inverses dans les cas suivants :

1. Hs−ct
Λ (X) ⊂ Hs−ct

proj−reg(X)T sous l’hypothèse de 1,

2. Hct
Λ(X) ⊂ Hct

proj−reg(X)T sous l’hypothèse de 2.

En utilisant le lemme 2.2.23, on se ramène à prouver les inclusions :

1. Λ∗,proj(X) ⊂ Hs−ct
proj−reg(X)T sous l’hypothèse de 1,

2. Λ∗,proj(X) ⊂ Hct
proj−reg(X)T sous l’hypothèse de 2.

Avant de se lancer dans la preuve de ces inclusions notons que pour tout S-morphisme projectif f : X ′ // X le
foncteur f∗ envoie la catégorie Hs−ct

proj−reg(X
′)T ′ (resp. Hct

proj−reg(X
′)T ′) dans Hs−ct

proj−reg(X)T (resp. Hct
proj−reg(X)T )

où T ′ est le fermé f−1(T ). En effet, il suffit de remarquer que pour tout objet g∗AX′′(n) ∈ Λ∗,proj−reg(X ′)T ′ avec
g : X ′′ // X ′ vérifiant les conditions de 2.2.24, l’objet (f ◦ g)∗AX′′ est également dans Λ∗,proj−reg(X)T .

En particulier, pour montrer qu’un objet de la forme f∗AX′(n) avec f : X ′ // X projectif, A ∈ Λ et n ∈
N, est dans la catégorie Hs−ct

proj−reg(X)T (resp. Hct
proj−reg(X)T ), il suffira de montrer que l’objet AX′(n) est dans

Hs−ct
proj−reg(X

′)T ′ (resp. Hct
proj−reg(X

′)T ′). En remarquant que ces catégories sont stables par −(n) pour n positif, on
se ramène en fin de compte à prouver les appartenances :

1. AX ∈ Ob(Hs−ct
proj−reg(X)T ) sous l’hypothèse de 1,

2. AX ∈ Ob(Hct
proj−reg(X)T ) sous les hypothèse de 2,

pour tout A ∈ Λ et T ⊂ X des S-schémas quasi-projectifs. On raisonne par induction sur la S-dimension dS(X) ∈ D(S)
de X. Le plus petit élément de D(S) est le couple (∅, ∅) qui est atteint par dS uniquement lorsque le S-schéma est
vide. Il n’y a rien à prouver dans ce cas.

Fixons donc X un S-schéma et un fermé T ⊂ X. On suppose que AY est dans Hs−ct
proj−reg(Y )Z (resp. Hct

proj−reg(Y )Z)
pour tout S-schéma Y avec dS(Y ) ≺ dS(X) (la partie fermée Z ⊂ Y étant quelconque). On montrera que lorsque S
admet la résolution des singularités par éclatements (resp. altérations, avec en plus les hypothèses de 2 sur H ) que
AX est dans Hs−ct

proj−reg(X)T (resp. Hct
proj−reg(X)T ).

Soit e : X̃ // X un S-morphisme projectif tel que :
– le schéma X̃ est régulier et toute composante irréductible domine une unique composante irréductible de X,
– il existe un ouvert dense U dans X tel que le morphisme f−1(U) // U soit un isomorphisme (resp. un

revêtement étale),
– la restriction de f−1(T ) à toute composante irréductible est soit la composante toute entière, soit un diviseur à
croisement normaux.

L’existence d’un tel e découle de l’hypothèse de désingularisation par éclatements (resp. par altérations). Formons
alors le diagramme commutatif suivant à carrés cartésiens :

Ũ
j̃ //

u

��

X̃

e

��

E
s̃oo

p

��
U

j // X Z
soo
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avec s l’immersion du fermé complémentaire à U . On a un triangle distingué de localité :

j!AU // AX // s∗AZ //

Puisque dS(Z) ≺ dS(X), l’objet AZ ∈ Ob(H(Z)) est dans Hs−ct
proj−reg(Z)Z∩T (resp. Hct

proj−reg(Z)Z∩T ) par l’hypothèse
de récurrence. On en déduit que s∗AZ est dans Hs−ct

proj−reg(X)T (resp. Hct
proj−reg(X)T ). Il suffit donc de montrer que

j!AU est dans Hs−ct
proj−reg(X)T (resp. Hct

proj−reg(X)T ).
Remarquons d’abord que j!AU est isomorphe à (resp. est facteur direct de) e∗j̃!AŨ . Pour voir cela, on utilise

l’isomorphisme e∗ ' e! (e étant projectif) et l’isomorphisme de connexion e!j̃! = j!u!. On se ramène ainsi à prouver
que AU est isomorphe à (resp. est facteur direct de ) u!AŨ . Ceci est clair pour le cas non-respé étant donné que u est
un isomorphisme. Pour le cas respé, i.e., lorsque u est un revêtement étale, on considère la composée :

AU // u∗u∗AU u!u
!AU

∼oo // AU

Par 2.1.165, cette composée est inversible lorsque H est Q-linéaire et séparé. Ceci montre qu’effectivement AU est
facteur direct de u!u

!AU ' u!AŨ .
À ce stade, il suffira de prouver que j̃!A est dans la sous-catégorie Hs−ct

proj−reg(X̃)e−1(T ). On utilise pour cela le
triangle distingué de localité :

j̃!AŨ
// AX̃

// s̃∗AE //

L’ouvert Ũ est clairement dense dans X̃ puisque les composantes irréductibles de X̃ dominent des composantes
irréductibles de X. Il vient que dS(E) ≺ dS(X̃) = dS(X). On peut alors appliquer l’hypothèse de récurrence à E pour
déduire que AE est dans Hs−ct

proj−reg(E)e−1(T )∩E . Ceci prouve que s̃∗AE est dans Hs−ct
proj−reg(X̃)e−1(T ). On se ramène

en fin de compte à prouver que AX̃ est dans Hs−ct
proj−reg(X̃)e−1(T ). Mais ceci est clair puisque X̃ est somme disjointe

de schémas réguliers et et e−1(T ) est somme de composantes irréductibles et de diviseurs à croisements normaux. La
proposition est ainsi démontrée. c.q.f.d

Constructibilité de f∗ et f !

Dans ce paragraphe on étudie la constructibilité des opérations f∗ et f ! pour f un S-morphisme quasi-projectif
quelconque. Malheureusement si on travaille sur une base S qui n’est pas un corps, la stabilité de Λ par twist de Tate
négatif, ne suffit pas pour prouver la constructibilité de f∗ ou f !. On introduit alors la condition suivante :

Definition 2.2.28 — On dit que la classe d’objets Λ ⊂ H(S) est quasi-pure si pour toute S-immersion fermée
i : Y // X avec Y et X réguliers et tout objet A dans Λ, l’objet i!AX est dans Hs−ct

Λ (Y ).

La définition précédente paraît artificielle. Le point est que pour S le spectre d’un corps parfait, la condition de
quasi-pureté est équivalente à celle de quasi-stabilité par twist de Tate :

Lemme 2.2.29 — Si S est le spectre d’un corps parfait k, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. Λ est quasi-stable par twist de Tate,
2. Λ est quasi-pure.

Demonstration Si Λ est quasi-pure elle est quasi-stable par twist de Tate en vue de la formule (−1)[−2] = s!p∗

avec p : A1
k

// k la projection de la droite affine et s la section nulle.

Réciproquement, supposons que Λ est quasi-stable par twist de Tate. Soit i : Y // X une k-immersion fermée
entre schémas réguliers. Comme k est parfait, les k-schémas Y et X sont lisses. Il vient d’après l’isomorphisme de
pureté que i!AX ' Th−1(Ni)AY avec Ni le fibré normal de l’immersion i. On conclut alors à l’aide du lemme 2.2.19.
c.q.f.d

Dans ce paragraphe, la classe Λ sera supposée quasi-pure. Voici le lemme clef :

Lemme 2.2.30 — On suppose que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altérations).
Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.

Soit i : Z // Y une immersion fermée de S-schéma quasi-projectifs. Le 1-morphisme i! envoie Hs−ct
Λ (Y ) (resp.

Hct
Λ(Y )) dans Hs−ct

Λ (Z) (resp. Hct
Λ(Z)).

Demonstration En appliquant la proposition 2.2.27 à Y et son fermé Z on voit qu’il suffit de prouver que i!K est
dans Hs−ct

Λ (Z) pour tout objet K de la forme g∗AY ′(n) avec :
– g : Y ′ // Y un S-morphisme projectif de source un schéma régulier irréductible,



2.2 Engendrement dans un 2-foncteur homotopique stable 255

– Z ′ = g−1(Z) soit égal à Y ′ tout entier soit un diviseur à croisements normaux dans Y ′,
– A ∈ Λ et n ∈ N.

On forme pour cela le carré cartésien :

Z ′
i′ //

g′

��

Y ′

g

��
Z

i // Y

On a le 2-isomorphisme de changement de base i!g∗
∼ // g′∗i

′! . Par le corollaire 2.2.21, il suffit alors de prouver que
i′! envoie l’objet AY ′(n) dans Hs−ct

Λ (Z ′). C’est effectivement le cas lorsque Z ′ = Y ′. On supposera donc dans la suite
que Z ′ est un diviseur à croisements normaux.

On écrit Z ′ = ∪mk=1Dk avec Dk les composantes irréductibles de Z ′. On considère alors les schémas réguliers
DI = ∩k∈IDk pour I ⊂ {1, . . . ,m} non vide ainsi que les immersions iI : DI

// Z ′ . Par le lemme 2.2.31 ci-dessous,
pour montrer que i!AY ′(n) est dans Hs−ct

Λ (Z ′) il suffira de montrer que les iI!i!I i
!AY ′(n) y sont. Par la proposition

2.2.8, on se ramène à prouver que les objets (i ◦ iI)!AY ′(n) sont dans Hs−ct
Λ (DI). Ceci découle immédiatement de la

quasi-pureté et du fait que les schémas DI sont réguliers. c.q.f.d

Lemme 2.2.31 — Soit Y un S-schéma quasi-projectif recouverts par des sous-schémas fermés (Yk)k=1,dots,r. Pour
I ⊂ {1, . . . , r} une partie non vide , on note YI = ∩k∈IYi et iI : Yi // Y l’immersion fermée évidente. Tout objet
E de H(Y ) appartient à la sous-catégorie suspendue :

< {iI!i!IE; I ⊂ {1, . . . , r} non vide } >s−ct+

Demonstration Ce lemme peut-être considéré comme l’analogue pour les immersions fermées du lemme 2.2.13.
Cette analogie s’étend même aux démonstrations. En effet, on obtient une preuve du lemme en calquant la preuve de
2.2.13 et en remplaçant le triangle de Mayer-Vietoris par un triangle de Mayer-Vietoris pour les immersions fermées :

(i12)!i
!
12

// i1!i
!
1 ⊕ i2!i

!
2

// 1 //

avec i1 : Y1
// Y et i2 : Y2

// Y deux immersions fermées recouvrant Y et i12 l’immersion fermée de l’inter-
section. c.q.f.d

A l’aide de la proposition 2.2.8 et du lemme 2.2.30, on déduit :

Corollaire 2.2.32 — Supposons que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altéra-
tions). Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.

Soit j : U // X une immersion ouverte entre S-schémas quasi-projectifs. Le foncteur j∗ envoie Hs−ct
Λ (U) (resp.

Hct
Λ(U)) dans Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)).

Demonstration En effet, considérons le 2-triangle distingué de localité :

i∗i
!j! // j! // j∗ //

Le résultat découle du fait que j!, i∗ et i! envoient Hs−ct
Λ (−) (resp. Hct

Λ(−)) dans Hs−ct
Λ (−) (resp. Hct

Λ(−)). c.q.f.d

Il est maintenant aisé de déduire le résultat :

Proposition 2.2.33 — Supposons que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altéra-
tions). Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.

Soit f : X // Y un morphisme de k-schémas. Alors f∗ envoie Hs−ct
Λ (X) (resp. Hct

Λ(X)) dans Hs−ct
Λ (Y ) (resp.

Hct
Λ(Y )). De même f ! envoie Hs−ct

Λ (Y ) (resp. Hct
Λ(Y )) dans Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)).

Demonstration Pour f∗, il suffit de factoriser f par une immersion ouverte suivie d’un morphisme projectif. Pour
f ! on factorise f par une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse. c.q.f.d

Résumé des résultats

Pour la commodité du lecteur, on résume les résultats obtenus dans cette section dans le théorème de constructibilité
des quatre opérations :

SCHOLIE 2.2.34 — A- Sans hypothèses sur la classe d’objets Λ on a :
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– Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme f∗ envoie Hs−ct
Λ (X) (resp.

Hct
Λ(X)) dans Hs−ct

Λ (Y ) (resp. Hct
Λ(Y )).

– Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme f# envoie Hs−ct
Λ (Y )

(resp. Hct
Λ(Y )) dans Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)).

– Soit i : Z // Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i∗ envoie Hs−ct
Λ (Z)

(resp. Hct
Λ(Z) ) dans Hs−ct

Λ (Y ) (resp. Hct
Λ(Y )).

B- On suppose que la classe d’objets Λ est quasi-stable par twist de Tate. Soit f : Y // X un morphisme de
S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme f! envoie Hs−ct

Λ (Y ) (resp. Hct
Λ(Y )) dans Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)).

C- On suppose que la classe d’objets Λ est quasi-pure (c’est le cas par exemple lorsque S est le spectre d’un corps
parfait et Λ comme dans le point B, i.e., quasi-stable par twist de Tate). Soit f : Y // X un morphisme entre
S-schémas quasi-projectifs. On a :

1. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par éclatements (voir la définition 2.1.167). Alors :
– le 1-morphisme f ! envoie Hs−ct

Λ (X) (resp. Hct
Λ(X)) dans Hs−ct

Λ (Y ) (resp. Hct
Λ(Y )),

– le 1-morphisme f∗ envoie Hs−ct
Λ (Y ) (resp. Hct

Λ(Y )) dans Hs−ct
Λ (X) (resp. Hct

Λ(X)).
2. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par altérations (voir la définition 2.1.173) et que

le 2-foncteur homotopique stable H est Q-linéaire et séparé (voir les définitions 2.1.153 et 2.1.160). Alors :
– le 1-morphisme f ! envoie Hct

Λ(X) dans Hct
Λ(Y ),

– le 1-morphisme f∗ envoie Hct
Λ(Y ) dans Hct

Λ(X).

Remarque 2.2.35 — Le lecteur peut remarquer que dans le théorème précédent toutes les assertions admettent
deux versions, une stricte et l’autre non stricte, sauf le dernière. Il ne s’agit pas d’un oubli. En effet, cette différence
vient de la proposition 2.2.27 et du fait qu’on ne sait pas prouver que Hs−ct

proj−reg(X) = Hs−ct
Λ (X) en utilisant uniquement

des résolutions par altérations.

Notons le corollaire :

Corollaire 2.2.36 — 1- Sous les hypothèses de (C.1) du théorème précédent, il existe une unique structure
de foncteur croisé sur les Hs−ct

Λ (−) et les Hct
Λ(−) faisant des inclusions Hs−ct

Λ (−) ⊂ Hct
Λ(−) ⊂ H(−) une suite de

morphismes de foncteurs croisés.
2- Sous les hypothèses de (C.2) du théorème précédent, il existe une unique structure de foncteur croisé sur les

Hct
Λ(−) faisant des inclusions Hct

Λ(−) ⊂ H(−) un morphisme de foncteurs croisés.

Le cas où H est compactement engendré par sa base

On termine notre étude de la constructibilité des quatre opérations par quelques compléments dans le cas où H est
compactement engendré par la base (voir la définition 2.1.155). Plus précisément, on supposera que :

– Pour tout S-morphisme f le foncteur f∗ envoie un objet compact sur un objet compact,
– Λ est un ensemble d’objets compacts,
– les classes Λ(X) engendrent les catégories triangulées avec petites sommes H(X).

Par la proposition 2.1.24 et la remarque 2.1.156, la catégorie Hct
Λ(X) est simplement la catégorie des objets compacts

de H(X). En utilisant ce fait il est aisé de prouver les théorèmes de constructibilités “élémentaires” à savoir ceux des
foncteurs f!. En effet, on sait par le lemme 2.1.159 que H est parfait pour les petites sommes au sens de la définition
2.1.158. En particulier, le foncteur f! admet un adjoint à droite f ! qui commute aux petites sommes. On conclut en
appliquant le lemme 2.1.28. Par simple traduction de la scholie 2.2.34, on obtient :

Theoreme 2.2.37 — On suppose que l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
– S admet la résolution des singularités par éclatements,
– S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Si Λ est quasi-pure alors les quatre opérations envoient un objet compact sur un objet compact.

2.2.3 Définition des t-structures engendrées et propriétés élémentaires de t-exactitude

On fixe un schéma de base noethérien S. Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable. On se donne
un ensemble d’objets G dans H(S). Sous certaines hypothèses techniques, on va associer à l’ensemble G une t-structure
sur chacune des catégories triangulées H(X). Ces t-structures ont été introduites pour la première fois par F. Morel
[Mor02] dans le cas de SH avec G le singleton formé du spectre de la sphère de dimension nulle. On appellera ces
t-structures, les t-structures engendrées par G (ou engendrées tout court lorsqu’il n’y a pas de confusion).

On notera comme d’habitude AX l’objet f∗A de H(X) pour tout S-schéma quasi-projectif f : X // S et
A ∈ Ob(H(S)). Les hypothèses sur H et G dont on aura besoin pour définir nos t-structures sont :
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Hypothèse 2.2.38 — On supposera dans la suite que le 2-foncteur homotopique stable H admet les petites
sommes et que les objets AX sont compacts pour tout A ∈ G .

Definition 2.2.39 — Pour tout S-schéma quasi-projectif f : X // S on notera G#(X) la classe d’objets de
H(X) définie par :

G#(X) = {g#(AY (n)[n]); avec g : Y → X un S-morphisme lisse et n ∈ Z}

Lemme 2.2.40 — Sous l’hypothèse 2.2.38, les objets de G#(X) sont compacts. De plus la classe G#(X) est
essentiellement équivalente à un ensemble d’objets de H(X).

Demonstration La compacité des objets de G#(X) découle du fait que les 1-morphismes g# admettent des adjoints
à droite commutant aux petites sommes. c.q.f.d

Definition 2.2.41 — 1- La t-structure sur H(X) engendrée par l’ensemble d’objets compacts G#(X) est appelée
la t-structure engendrée (par G , si confusion est possible) sur H(X). On notera H≥0(X) la sous-catégorie pleine des
objets positifs (qu’on appellera t-positifs) et H<0(X) celle des objets strictement négatifs (qu’on appellera strictement
t-négatifs). Le coeur H≥0(X) ∩ H≤0(X) de cette t-structure sera noté HE(X).

2- Les troncations par rapport à cette t-structure seront notées h≥ et h≤. Ainsi pour tout objet E de H(X) on a
un triangle distingué :

h≥0(E) // E // h≤−1(E) //

On notera finalement hi(E) = (h≤i ◦h≥i(E))[−i] ∈ Ob(HE(X)). On appellera hi(E) le i-ème objet d’homologie de E.

On s’intéresse aux propriétés de t-exactitude des quatre opérations f∗, f∗, f! et f !. Dans cette sous-section on
considère uniquement les propriétés de t-exactitude élémentaires. Des résultats plus élaborés seront obtenus dans la
sous-section 2.2.5.

Traduction des propositions 2.2.5 et 2.2.8 en termes de t-positivité et conséquences

Dans ce paragraphe, on commence par interpréter les résultats de positive constructibilité obtenus au numéro 2.2.1
en termes de t-positivité. Le lien vient de la remarque triviale suivante :

Remarque 2.2.42 — Notons Λ la classe des objets de H(S) qui sont de la forme A(n)[n] avec A ∈ G et n ∈ Z.
Pour tout S-schéma quasi-projectif on a, avec la notation de la définition 2.2.1, Λ(X) = G#(X).

Par la proposition 2.1.70, on sait que :

Lemme 2.2.43 — Pour tout S-schéma X on a H≥0(X) =� G#(X)�+ =� Λ(X)�+.

Ainsi, un foncteur qui commute aux petites sommes est t-positif s’il envoie les objets Λ-positivement constructibles
sur des objets Λ-positivement constructibles.

Proposition 2.2.44 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a :

1. le 1-morphisme f∗ : H(X) // H(Y ) est t-positif,

2. si f est lisse le 1-morphisme f# : H(Y ) // H(X) est t-positif.

Demonstration Il s’agit de montrer que f∗ envoie la catégorie� Λ(X)�+ dans� Λ(Y )�+. Comme f∗ commute
aux petites sommes, il suffirait de montrer que f∗ envoie < Λ(X) >ct+ dans < Λ(Y ) >ct+ . Ceci est vrai par 2.2.5.

De même, si f est lisse, le 1-morphisme f# commute aux petites sommes ce qui nous ramène à montrer que f#

envoie < Λ(Y ) >ct+ dans < Λ(X) >ct+ . Ceci est également vrai par 2.2.5. c.q.f.d

On aurait pu donner une preuve directe de la proposition ci-dessus sans se référer à 2.2.5. On aurait ainsi montré
deux fois la même chose en remplaçant simplement Λ par G , ce qui ne pas coûte trop cher, étant donné que la
preuve tient en quelques lignes. Ceci n’est pas le cas pour les 1-morphismes i!, avec i une immersion, dont la preuve
correspondante est bien plus longue :

Proposition 2.2.45 — Soit i : Z // Y une immersion (pas forcément fermée ou ouverte) de S-schémas
quasi-projectifs. Le foncteur i! est t-positif.

Demonstration En effet, le foncteur i! commute aux petites sommes puisqu’il admet un adjoint à droite i!. Cela
revient donc à montrer que i! envoie la sous-catégorie < Λ(Z) >ct+ dans < Λ(Y ) >ct+ . Ceci a été démontré dans le
lemme 2.2.8. c.q.f.d

On déduit par adjonction, les propriétés de t-négativité suivantes :

Proposition 2.2.46 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a :
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1. le 1-morphisme f∗ : H(Y ) // H(X) est t-négatif,

2. si f est lisse le 1-morphisme f∗ : H(X) // H(Y ) est t-négatif.

Demonstration Le 1-morphisme f∗ est t-négatif puisqu’il admet un adjoint à gauche f∗ qui est t-positif. De même
pour le 1-morphisme f∗ avec f lisse. c.q.f.d

En combinant 2.2.44 et 2.2.45 avec 2.2.46 on obtient des résultats de t-exactitudes :

Corollaire 2.2.47 — 1- Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs . Le 1-
morphisme f∗ est t-exact.

2- Soit i : Z // Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i∗ est t-exact.

Remarque 2.2.48 — Soit X un S-schéma et notons ired : Xred
// X la nil-immersion fermée évidente. Le

foncteur (ired)∗ est alors une équivalence de catégories t-exacte. On en déduit qu’il en est de même de son inverse, i.e.,
le foncteur (ired)∗ est également t-exact.

Notons également :

Proposition 2.2.49 — Soit i : Z // Y une immersion de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i!
est t-négatif.

Demonstration On utilise l’adjonction (i!, i!) et le fait que i! est t-positif. c.q.f.d

On termine le paragraphe par deux résultats concernant le passage du local au global. Une application aux équi-
valences de Thom est également donnée :

Corollaire 2.2.50 — Soit (ui : Ui // X )i un recouvrement Nisnevich d’un S-schéma X. Pour qu’un objet
A de H(X) soit t-positif (resp. t-négatif), il faut et il suffit que pour tout i l’objet u∗iA de H(Ui) soit t-positif (resp.
t-négatif).

Demonstration En effet, la famille de foncteurs u∗i est conservative et pour tout i le foncteur u∗i est t-exact. On
conclut à l’aide du lemme 2.1.76. c.q.f.d

Corollaire 2.2.51 — Soit X un S-schéma et M un OX-module localement libre de dimension constante n.
L’équivalence Th(M )[−n] est t-exacte. De même l’équivalence Th−1(M )[n] est t-exacte.

Demonstration Soit ui : Ui // X un recouvrement Zariski trivialisant M . Soit A un objet t-positif (resp.
t-négatif) de H(X). Il faut montrer que les objets Th(M )A[−n] et Th−1(M )A[n] sont t-positifs (resp. t-négatifs). Par
le corollaire 2.2.50, il suffit de montrer que pour tout i, c’est le cas pour les objets

u∗iTh(M )A[−n] ' Th(On
Ui)A[−n] ' A(n)[n] et u∗iTh−1(M )A[n] ' Th−1(On

Ui)A[n] ' A(−n)[−n]

On s’est donc ramené à montrer que pour tout entier n ∈ Z, le foncteur (−)(n)[n] est t-exact. Ce foncteur commute
clairement aux petites sommes. De plus, il garde stable l’ensemble G#(X). D’où la t-positivité de (−)(n)[n]. D’autre
part, ce foncteur admet un adjoint à gauche à savoir (−)(−n)[−n] qui est aussi t-positif. On déduit que (−)[n](n) est
également t-négatif. c.q.f.d

Lemme 2.2.52 — Soit X un S-schéma. Soient i : Y // X une immersion fermée et j : U // X
l’immersion ouverte complémentaire. Soit A un objet de H(X). Les deux assertions suivantes :

1. A est dans H≥0(X),
2. i∗A est dans H≥0(Y ) et j∗A est dans H≥0(U),

sont équivalentes.

Demonstration Il s’agit de montrer que la seconde assertion implique la première. On prend donc un objet A de
H(X) tel que i∗A et j∗A sont t-positifs et on montre que A est aussi t-positif. Pour cela, on considère le triangle
distingué :

(2.36) h≥0(A) // A // h<0(A) //

En appliquant j∗, on obtient :
j∗h≥0(A) // j∗A // j∗h<0(A) //

Puisque j∗ est t-exact, on voit que j∗h<0(A) est forcément nul. En particulier, il est concentré sur Y , i.e., le morphisme
d’adjonction :

h<0(A) // i∗i∗h<0(A)
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est inversible. Pour montrer que h<0(A) est nul, il suffirait de montrer qu’il est t-positif. Ainsi par 2.2.45, il suffit de
montrer que i∗h<0(A) est t-positif. On applique alors i∗ au triangle (2.36) :

i∗h≥0(A) // i∗A // i∗h<0(A) //

Comme i∗ est t-positif, l’objet i∗h≥0(A) est t-positif. Par hypothèse, on sait que i∗A est t-positif. Il vient que i∗h<0(A)
est t-positif puisque la sous-catégorie H≥0(Y ) est suspendue. c.q.f.d

Les propriétés de t-exactitude des opérations f! et f !

Dans ce paragraphe on donne une borne inférieure pour la dimension (homologique) des foncteurs f!. Pour que
notre preuve fonctionne, on doit imposer une restriction à H. Ainsi, on supposera que H est semi-séparé (voir la
définition 2.1.160). Rappelons que lorsque S est d’égale caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé (voir
la remarque 2.1.161). On aura besoin d’un lemme géométrique :

Lemme 2.2.53 — Soit X un schéma réduit et noethérien. On suppose donné un morphisme e : X ′ // X fini
surjectif et totalement inséparable avec X ′ également réduit, ainsi qu’un X ′-schéma lisse V ′. Quitte à remplacer X
par un de ses ouverts denses (et X ′ et V ′ par les images inverses de l’ouvert en question), on peut supposer que les
données suivantes existent :

– un morphisme fini surjectif totalement inséparable e′ : X ′′ // X ′ ,
– un X-schéma lisse U ,
– un X ′′-morphisme V ′ ×X′ X ′′ // U ×X X ′′ fini surjectif et totalement inséparable.

Demonstration La liberté de pouvoir remplacer X par un de ses ouverts denses, nous ramène immédiatement au
cas où X est somme disjointe de schémas intègres. En traitant chaque composante connexe à part, on peut même
supposer X intègre.

Lorsque le point générique de X est le spectre d’un corps de caractéristique nulle, le morphisme e : X ′ // X
est génériquement un isomorphisme. En effet un corps de caractéristique nulle n’admet pas d’extensions totalement
inséparables non triviales. Dans ce cas, on peut supposer que e est un isomorphisme quitte à remplacer X par un
ouvert non vide (et donc dense). Le lemme est donc trivial dans ce cas.

Par la suite, on supposera donc que le point générique de X est un corps de caractéristique p. Cette condition ne
se produit que lorsque X est lui même un Fp-schéma.

Supposons e et V ′ fixé. Si la conclusion du lemme est vraie pour e et V ′, elle sera vraie pour tout changement de
base de e et V ′ suivant un morphisme dominant Y // X avec Y intègre.

Réciproquement, si jamais e et V ′ proviennent de e0 : X ′0 // X0 et V ′0/X ′0 (vérifiant les hypothèses de l’énoncé)

par changement de base suivant un morphisme dominant X // X0 , il suffira de prouver le lemme pour e0 et V ′0 .
Ceci nous ramène immédiatement à supposer (en plus des hypothèses de l’énoncé) que X, X ′ et V ′ sont de type fini
sur le corps premier Fp. Une fois qu’on s’est ramené aux schémas de type fini sur Fp, on peut utiliser la liberté de
remplacer X par un ouvert dense pour supposer que X et X ′ sont des schémas normaux et ensuite irréductibles.

Considérerons alors l’endomorphisme de Frobenius absolu F . Comme e est fini surjectif et totalement inséparable
entre schémas normaux il est facile de voir qu’il existe une puissance suffisamment élevée n de FX : X // X qui
domine e, i.e., on a un diagramme commutatif :

X
FnX

  BBBBBBBB

e′

��
X ′

e // X

Notons alors V ′′ le pull-back du X ′-schéma V ′ suivant e′. On prendra alors pour U le X-schéma V ′′. Les endomor-
phismes FX et FU commutent au morphisme U // X , i.e., le carré suivant est commutatif :

U

��

FnU // U

��
X

FnX // X

Mais par construction le X-schéma U est égal à V ′′. D’où le résultat si on pose X ′′ = X. c.q.f.d

Proposition 2.2.54 — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X ′ // X un S-morphisme fini surjectif
et totalement inséparable entre S-schémas quasi-projectifs. Alors l’équivalence de catégories e∗ est t-exacte.
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Demonstration On se ramène immédiatement au cas où X ′ et X sont tous les deux réduits en utilisant la remarque
2.2.48.

On sait que e∗ est t-positif. Comme e∗ est une équivalence il suffira de montrer que le foncteur e∗ est t-positif. On
montrera ceci par récurrence sur la S-dimension de X. On supposera donc que e0∗ est t-positif pour les S-morphismes
finis surjectifs et totalement inséparable dont le but et de S-dimension strictement inférieure à dS(X).

Comme e∗ commute aux petites sommes (puisque c’est une équivalence), il suffit d’établir l’inclusion :

e∗G#(X ′) ⊂ H≥0(X)

Fixons un morphisme lisse g′ : V ′ // X ′ et montrons que pour A ∈ G et n ∈ Z, l’objet e∗g′#AV ′(n)[n] est t-positif.
On se ramène immédiatement au cas n = 0. Considérons un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

V ′1
j //

g1

��

V ′

g

��

V ′2
ioo

g2

��
X ′1

j //

e1

��

X ′

e

��

X ′2
ioo

e2

��
X1

j // X X2
ioo

avec j une immersion ouverte et i une immersion fermée complémentaire. Par le lemme 2.2.52, il suffit de montrer
que j∗(e∗g′#AV ′) ' e1∗g

′
1#AV ′1 et i∗(e∗g′#AV ′) ' e2∗g

′
2#AV ′2 sont tous les deux t-positifs. Lorsque j est l’immersion

d’un ouvert dense, on a dS(X2) ≺ dS(X) et le second objet est t-positif par récurrence. Dans ce cas, la t-positivité de
e∗g
′
#AV ′ découle de celle de e1∗g

′
1#AV ′1 . Ceci permet de remplacer X par un de ses ouverts denses. Ainsi par le lemme

2.2.53, on peut supposer qu’il existe :
– un morphisme fini surjectif totalement inséparable e′ : X ′′ // X ′ ,
– un X-schéma lisse h : U // X ,
– un X ′′-morphisme a : V ′′ = V ′ ×X′ X ′′ // U ′′ = U ×X X ′′ fini surjectif et totalement inséparable.
Rappelons qu’on veut montrer que l’objet e∗g′#AV ′ est t-positif. Remarquons d’abord, qu’il suffit de prouver que

g′#AV ′ est dans e∗H≥0(X). En effet, le foncteur e∗e∗ est t-positif puisque isomorphe au foncteur identité de H(X).
D’autre part, comme e′∗ est une équivalence de catégories, il suffira de montrer que e′∗g′#AV ′ est dans e

′∗e∗H≥0(X).
On montrera plus précisément que e′∗g′#AV ′ est isomorphe à (e ◦ e′)∗h#AU . En appliquant les 2-isomorphismes

d’échange Ex∗# aux carrés cartésiens :

V ′′ //

g′′

��

V ′

g′

��
X ′′

e′ // X ′

U ′′ //

h′′

��

U

g

��
X ′′

e◦e′ // X

on obtient des isomorphismes g′′#AV ′′ ' e′∗g′#AV ′ et h′′#AU ′′ ' (e ◦ e′)∗h#AU . On se ramène donc à montrer que g′′#A
et h′′#A sont isomorphes. On montrera plus généralement que les 1-morphismes g′′#g

′′∗ et h′′#h
′′∗ sont 2-isomorphes.

En passant aux adjoints à droite on a à comparer g′′∗g′′
∗ et h′′∗h′′

∗. Le X ′′-morphisme de schéma a : V ′′ // U ′′

fournit une transformation naturelle :

h′′∗h
′′∗ // h′′∗a∗a

∗h′′
∗ // g′′∗g

′′∗

Par la proposition 2.1.163, a∗ est une équivalence. Il en résulte que le morphisme d’unité id // a∗a∗ est inversible.
Ceci termine l’étape de la récurrence. c.q.f.d

Proposition 2.2.55 — On suppose que H est semi-séparé. Soit f : Y // X un S-morphisme quasi-projectif.
Notons df le maximum des dimensions des fibres f−1(x) pour x un point (non forcément fermé) de X. Le foncteur
f![df ] est t-positif. En d’autres termes, le foncteur f! envoie H≥0(Y ) dans H≥−df (X).

Demonstration Notons X0 le sous-schéma fermé de X égal à l’adhérence de l’image de f . On obtient ainsi la
factorisation de f :

Y
f0 // X0

i // X

Il vient que f! = i∗f0!. Comme i∗ est t-exact et que les maxima des dimensions des fibres de f et de f0 sont les mêmes,
on se ramène à considérer le S-morphisme f0. En d’autre termes, on peut supposer que f est dominant. On peut
également supposer que X et Y sont réduits (par la remarque 2.2.48) et connexes.
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On raisonne par récurrence sur la S-dimension de Y (voir la définition 2.2.25). Lorsque dS(Y ) est minimale, Y est
vide et il n’y a rien à prouver. On suppose donc que Y est non vide.

Soit U un ouvert de Y et Z le fermé complémentaire. Considérons le diagramme commutatif :

U
j //

g
  @@@@@@@ Y

f

��

Z
ioo

h~~~~~~~~~

X

On obtient le 2-triangle distingué :

g!j
∗[df ] // f![df ] // h!i

∗[df ] //

en appliquant f![df ] au 2-triangle distingué de localité.
Pour montrer que f![df ] est t-positif, il suffit donc de montrer que g![df ] et h![df ] le sont. Étant donné que dg ≤ df

et que dh ≤ df , on voit qu’il suffit de montrer que g![dg] et h![dh] sont t-positifs. En particulier si U est dense dans Y , le
schéma Z est de S-dimension strictement plus petite que celle de Y (par le lemme 2.2.26). Dans ce cas l’hypothèse de
récurrence assure que h![dh] est t-positif et la t-positivité de f![df ] résulte alors de celle de g![dg]. Ceci montre qu’on peut
remplacer Y par n’importe quel ouvert dense de Y . Comme première application de ce principe, on se ramène au cas
où Y est X sont tous les deux irréductibles. En effet, il suffit de choisir U de telle sorte que toute composante connexe
de U soit irréductible. On se ramène ensuite à traiter à part le cas de chaque composante connexe. En appliquant une
second fois la discussion du début, on remplace X par l’image de la composante connexe choisie.

Supposons maintenant donné t : X ′ // X un morphisme fini surjectif totalement inséparable avec X ′ irréduc-
tible et formons le carré cartésien :

Y ′

f ′

��

t′ // Y

f

��
X ′

t // X

Comme t∗ est une équivalence t-exacte, pour montrer que f![df ] est t-positif, il suffit de montrer que t∗f![df ] est
t-positif. Mais t∗f! ' f ′! t′∗. Il vient qu’il suffit de montrer la conclusion de la proposition pour f ′ : Y ′ // X ′ . Ceci
nous permet de supposer que f est génériquement lisse, i.e., lisse au dessus d’un ouvert non vide (et donc dense) de
Y . En remplaçant Y par cet ouvert, on se ramène en fin de compte au cas où f est lui même lisse avec Ωf libre. Dans
ce cas, on a f![df ] = f#(−df )[−df ]. Ceci termine la preuve de la proposition. c.q.f.d

Corollaire 2.2.56 — Si H est semi-séparé, le foncteur f ![−df ] est t-négatif. Plus précisément, le foncteur f !

envoie H<0(X) dans H<df (Y ).

Demonstration En effet f ![−df ] admet comme adjoint à gauche f![df ]. Ce dernier est t-positif par 2.2.55. c.q.f.d

Corollaire 2.2.57 — Supposons que H est semi-séparé. Soit f : Y // X un S-morphisme projectif. Notons
df le maximum des dimensions des fibres de f . Le foncteur f∗[df ] est t-positif. En particulier f∗ est de dimension
homologique concentrée dans l’intervalle [0,−df ].

Demonstration En effet pour f projectif on a f! = f∗. c.q.f.d

Dans le numéro 2.2.5, on verra comment se débarrasser de l’hypothèse de projectivité dans l’énoncé ci-dessus.

2.2.4 Définition des t-structures engendrées perverses et les propriétés de t-exactitude

Rappelons qu’on s’est donné un 2-foncteur homotopique stable H sur (Sch/S) ainsi qu’un ensemble d’objets G de
H(S). Dans cette sous-section on considère une variante "perverse" de la t-structure de la sous-section précédente. On
commence par adapter l’hypothèse 2.2.38 :

Hypothèse 2.2.58 — On suppose dans la suite que :
– Pour tout S-schéma de type fini f : X // S , la catégorie triangulée H(X) admet les petites sommes et les

objets f !A sont compacts pour tout A ∈ G .
– Le 2-foncteur homotopique stable H est parfait pour les petites sommes au sens de la définition 2.1.158.

Definition 2.2.59 — Pour un S-schéma quasi-projectif f : X // S , on notera G!(X) la classe d’objets de
H(X) définie par :

G!(X) = {g!g
!f !A(n)[n], avec g : X ′ → X un S-morphisme et n ∈ Z}
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Remarquons, que contrairement à la définition de G#(X), on ne fait pas d’hypothèses de lissité sur les morphismes g.

On a le correspondant du lemme 2.2.40 :

Lemme 2.2.60 — Sous l’hypothèse 2.2.58, les éléments de G!(X) sont compacts. De plus, la classe G!(X) est
essentiellement équivalente à un ensemble.

Demonstration Ceci est une conséquence directe du lemme 2.1.28 et du fait que g! admet un adjoint à droite g!

commutant aux petites sommes. c.q.f.d

Definition 2.2.61 — 1- La t-structure sur H(X) engendrée par l’ensemble d’objets compacts G!(X) est appelée
la t-structure engendrée perverse sur H(X). On notera pH≥0(X) la sous-catégorie pleine des objets positifs (qu’on
appellera pt-positifs) et pH<0(X) celle des objets strictement négatifs (qu’on appellera strictement pt-négatifs). Le
coeur pH≥0(X) ∩ pH≤0(X) de cette t-structure sera noté pHE(X).

2- Les troncations par rapport à cette t-structure seront notées ph≥ et ph≤. Ainsi, pour tout objet E de H(X) on
a un triangle distingué :

ph≥0(E) // E // ph≤−1(E) //

On note finalement phi(E) = (ph≤i ◦ ph≥i(E))[−i] ∈ Ob(pHE(X)).

Comme pour la t-structure engendrée non perverse, on axera l’étude sur les propriétés de t-exactitude des 4
opérations. Contrairement au cas de la t-structure non perverse, il y a très peu de résultats élémentaires. En effet, on
n’obtient des résultats intéressant qu’en utilisants les techniques de résolution des singularités.

Les propriétés de pt-exactitude des opérations f! et f !

On a la proposition suivante :

Proposition 2.2.62 — Soit f : Y // X un S-morphisme quasi-projectif. On a :
– Le foncteur f! est pt-positif. Le foncteur f ! est pt-négatif.
– Si f est lisse, le foncteur f ! est t-exact.

Demonstration Comme f! commute aux petites sommes, il suffira de montrer l’inclusion f!G!(Y ) ⊂ G!(X). Ceci
est évident par la définition même. Comme f ! est un adjoint à droite de f!, il est pt-négatif. Ceci prouve la première
assertion.

Supposons maintenant que f est lisse. Il faut montrer que f ! est pt-positif. Comme f ! commute aux petites sommes
il suffit d’établir l’inclusion f !G!(X) ⊂ G!(Y ). Notons p la projection structurale de X sur S. Un élément de G!(X)
est un objet de la forme g!g

!p!A(n)[n] avec g : X ′ // X un S-morphisme, A ∈ G et n ∈ Z. Formons un carré
cartésien :

Y ′
f ′ //

g′

��

X ′

g

��
Y

f // X

On déduit alors les isomorphismes f !g!g
!p!A(n)[n] ' g′!f ′!g!p!A(n)[n] ' g′!g′!(p ◦ f)!A(n)[n]. c.q.f.d

Corollaire 2.2.63 — Soit (ui : Ui // X ) un recouvrement Nisnevich d’un S-schéma X. Pour qu’un objet
A de H(X) soit pt-positif (resp. pt-négatif) il faut et il suffit que pour tout i l’objet u∗iA de H(Ui) soit pt-positif (resp.
pt-négatif).

Demonstration En effet on a pour tout i, u∗i = u!
i. En particulier les u∗i sont pt-exacts. D’autre part, la famille des

u∗i est conservative. Le résultat découle alors du lemme 2.1.76. c.q.f.d

Corollaire 2.2.64 — Soit X un S-schéma et M un OX-module localement libre de dimension constante n. Les
équivalences Th(M )[−n] et Th−1(M )[n] sont pt-exacts.

Demonstration C’est exactement la même preuve que celle du corollaire 2.2.51. c.q.f.d

Corollaire 2.2.65 — . Soit f : Y // X un S-morphisme lisse de dimension relative constante d. Le foncteur
f∗[d] est t-exact.

Demonstration En effet, on a f∗ = Th−1(Ωf )f !. Il vient que f∗[d] = Th−1(Ωf )[d]f !. Comme Ωf est de dimension
d, le corollaire est prouvé. c.q.f.d
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Des systèmes de générateurs de la t-structure perverse

Dans cette section, on définit de nouvelles classes d’objets de H(X) qui engendrent la t-structure perverse de la
définition 2.2.61. Tous les résultats de pt-exactitude qu’on obtiendra par la suite reposent essentiellement sur le résultat
principal de ce paragraphe à savoir la proposition 2.2.69. On introduit d’abord nos classes :

Definition 2.2.66 — 1- Pour unS-schéma f : X // S et un sous-schéma fermé Z ⊂ X, on note G projreg
!,Z (X)

le sous-ensemble de G!(X) formé des objets g!g
!f !A(n)[n] avec g : X ′ // X un S-morphisme projectif, A ∈ G et

n ∈ Z tels que X ′ est connexe régulier et l’une des conditions suivantes est satisfaite :
– g−1(Z) est somme de diviseurs réguliers à croisements normaux dans X ′,
– g se factorise par l’inclusion Z ⊂ X, i.e., g−1(Z) = X ′.

Lorsque Z est vide ou égal à X, on notera simplement G projreg
! (X) la classe dont il est question.

2- On définit de la même façon les classes G reg
!,Z (X) lorsqu’on ne demande plus à g d’être projectif mais seulement

quasi-projectif.

Le but est de trouver des conditions suffisantes pour que la t-structure engendrée par G projreg
!,Z (X) soit la t-structure

perverse de la définition 2.2.61. Une condition de pureté sur l’ensemble G semble indispensable :

Definition 2.2.67 — 1- Nous dirons que l’ensemble G est faiblement pt-pure si pour toute immersion fermée
de S-schémas :

Z
i //

h ��@@@@@@@@ Y

g

��
S

telle que :
– les schémas Z et Y sont réguliers et connexes,
– le faisceau normal Ni de l’immersion i est libre de rang non nul,

la propriété suivante est vérifiée. Pour tout objet A ∈ G , l’objet i∗g!A[−1] appartient à la sous-catégorie suspendue :

< {h!B(n)[n]; B ∈ G et n ∈ Z} >ct+

2- On dit que l’ensemble G est pt-pure si pour toute immersion de S-schémas i comme ci-dessus, et tout objet
A ∈ G , l’objet i∗g!A[−r] appartient à la sous-catégorie suspendue :

< {h!B(n)[n]; B ∈ G et n ∈ Z} >ct+

avec r le rang du faisceau normal Ni.

Lemme 2.2.68 — Si S est le spectre d’un corps parfait, l’ensemble G est automatiquement pt-pure.

Demonstration Tout k-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que l’immersion :

Z
i // Y

est une immersion entre deux k-schémas lisses. Par l’isomorphisme de pureté, on a i∗g! ' Th(N )h!. Mais N est libre
de rang non nul r. Il vient que i∗g!A[−r] ' h!A(r)[2r][−r] = h!A(r)[r]. c.q.f.d

Voici le résultat principal :

Proposition 2.2.69 — Supposons l’une des deux conditions suivantes vérifiée :
– S admet la résolution des singularités par éclatements,
– S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Soit f : X // Y un S-schéma quasi-projectif et Z ⊂ X une partie fermée. La t-structure sur H(X) engendrée par
G reg

!,Z (X) coïncide avec la t-structure engendrée perverse (voir la définition 2.2.61).
Si on suppose en plus que l’ensemble G est faiblement pt-pure, alors la t-structure sur H(X) engendrée par

G projreg
!,Z (X) coïncide également avec la t-structure engendrée perverse (voir la définition 2.2.61).

Notons provisoirement (pHreg
Z,≥0(X), pHreg

Z,<0(X)) et (pHprojreg
Z,≥0 (X), pHprojreg

Z,<0 (X)) les t-structures engendrées par
G reg

!,Z (X) et G projreg
!,Z (X) respectivement. On a clairement les inclusions pHprojreg

Z,≥0 (X) ⊂ pHreg
Z,≥0(X) ⊂ pH≥0(X). Il

s’agit de montrer que ces inclusions sont en fait des égalités. Pour cela, il suffit de montrer que la classe d’objets G!(X)
est dans pHreg

Z,≥0(X) voire dans pHprojreg
Z,≥0 (X) lorsque les conditions adéquates sont satisfaites.

Fixons donc un objet h!h
!f !A(n)[n] de G!(X) avec h : Y // X un S-morphisme quasi-projectif, A ∈ G et

n ∈ Z. On va prouver que h!h
!f !A(n)[n] est dans pHreg

Z,≥0(X) (resp. pHprojreg
Z,≥0 (X) ). On se ramène tout de suite au cas
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n = 0 et Y réduit et connexe. On raisonnera par récurrence sur la S-dimension dS(Y ) de Y (voir la définition 2.2.25).
Lorsque dS(Y ) est minimal, Y est le S-schéma vide. Il n’y a rien à montrer dans ce cas.

Supposons que dS(Y ) � (∅, ∅). On fixe une X-compactification6 de h :

Y
c //

h ��@@@@@@@@ Ȳ

h̄

��
X

Cette compactification n’est utile que pour le cas respé. Le lemme suivant implique immédiatement le cas non-respé :

Lemme 2.2.70 — On peut supposer que Ȳ est régulier et que h̄−1(Z) est égal à Ȳ tout entier ou un diviseur à
croisements normaux.

Demonstration Par la résolution des singularités, il existe un S-morphisme projectif ē : Ȳ ′ // Ȳ qui est :
– Un éclatement lorsqu’on n’a pas d’hypothèses supplémentaire sur H.
– Une altération lorsque H est Q-linéaire et séparé. On supposera en plus que cette altération est munie d’une
action d’un groupe fini G (induisant l’action triviale sur la base Ȳ ) telle que l’extension k(X ′) ⊂ k(X)G est
purement inséparable.

On suppose de plus que Ȳ ′ est un schéma régulier connexe et que ē−1h̄−1(Z) est un diviseur à croisements normaux
dans Ȳ ′ ou égal à Ȳ ′ tout entier. Dans le cas non-respé on conviendra que le groupe trivial G = {1} agit sur le
Ȳ -schéma Ȳ ′. On définit un projecteur de l’algèbre du groupe Z(|G|)[G] par la formule habituelle :

p =
1
|G|

∑
g∈G

g

Notons que dans tous les cas considérés, le 2-foncteur homotopique stable H est Z(|G|)-linéaire.
On forme le carré cartésien :

Y ′
c′ //

e

��

Ȳ ′

ē

��
Y

c // Ȳ

L’action de G induit une action sur le Y -schéma Y ′. On en déduit une action du groupe G sur le foncteur e!e
! donnée

par :
g : e!e

! // e!g!g
!e! // (e ◦ g)!(e ◦ g)! = e!e

!

et du coups un projecteur p : e!e
! // e!e

! . On définit le foncteur FY : H(Y ) // H(Y ) par :

FY (A) = Image (p : e!e
!A // e!e

!A )

Notons que la catégorie H(Y ) est pseudo-abélienne puisqu’elle est triangulée et admet les petites sommes. Finalement,
en remarquant que le 2-morphisme de counité e!e

! // id est G-équivariant (avec id muni de l’action triviale), on
obtient une factorisation :

e!e
! // FY // id

Plus généralement pour tout S-morphisme r : R // Y , formons le carré cartésien :

R′
r′ //

eR

��

Y ′

e

��
R′

r // Y

L’action de G sur le Y -schéma Y ′ induit une action de G sur le R-schéma R′. On posant FR = Image (p :
eR!e

!
R

// eR!e
!
R ) on obtient également la factorisation eR!e

!
R

// FR // id .

On appliquera ceci pour u : U // Y l’inclusion d’un ouvert dense de Y au-dessus duquel e est pseudo-revêtement
étale pseudo-galoisien (i.e., composé d’un morphisme étale galoisien suivit d’un morphisme fini surjectif totalement

6Une compactification d’un S-schéma est une immersion ouverte dense dans un S-schéma projectif.
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inséparable) et t : T // Y l’immersion du fermé complémentaire. On a dans ce cas le diagramme commutatif à
carrés cartésiens :

U ′
u′ //

eU

��

Y ′

e

��

T ′
t′oo

eT

��
U

u // Y T
too

On aura besoin du fait que le 2-morphisme u∗FY // u∗ est un 2-isomorphisme. En effet, il s’identifie canoniquement

à FUu
∗ // u∗ . Par le lemme 2.1.165, le 2-morphisme FU // 1 est inversible.

Revenons à notre problème. Pour prouver le lemme, il suffit de montrer les implications :

[(h ◦ e)!(h ◦ e)!f !A ∈ pHreg
Z,≥0(X)] +3 [h!h

!f !A ∈ pHreg
Z,≥0(X)]

[(h ◦ e)!(h ◦ e)!f !A ∈ pHprojreg
Z,≥0 (X)] +3 [h!h

!f !A ∈ pHprojreg
Z,≥0 (X)]

Supposons donc que l’objet (h◦e)!(h◦e)!f !A est dans pHreg
Z,≥0(X) (resp. pHprojreg

Z,≥0 (X) ). Par construction de FY , l’objet
h!FY h

!f !A est un facteur direct de h!e!e
!h!f !A. On en déduit que h!FY h

!f !A est dans pHreg
Z,≥0(X) (resp. pHprojreg

Z,≥0 (X)).
Formons un triangle distingué de H(Y ) :

FY h
!f !A // h!f !A // C // FY h!f !A[+1]

Il suffit de montrer que h!C est dans pHreg
Z,≥0(X) (resp. pHprojreg

Z,≥0 (X)). Par la discussion précédente, on sait que u∗C = 0.
Ainsi l’objet C est à support dans T . En d’autres termes, t!t!C ' C. En appliquant t!t! on obtient un triangle distingué :

t!t
!FY h

!f !A // t!t!h!f !A // C // t!t!FY h!f !A[+1]

Il est facile de montrer que t!FY ' FT t!. Notre triangle distingué s’écrit donc sous la forme :

t!FT t
!h!f !A // t!t!h!f !A // C // t!FT t!h!f !A[+1]

Pour terminer, on montrera que les deux objets h!t!FT t
!h!f !A et h!t!t

!h!f !A sont dans pHreg
Z,≥0(X) (resp. pHprojreg

Z,≥0 (X)).
Puisque U et U ′ sont denses dans Y et Y ′, on déduit par le lemme 2.2.26 que dS(T ) ≺ dS(Y ) et dS(T ′) ≺ dS(Y ′) =
dS(Y ). On sait donc que (eT ◦ t ◦ h)!(eT ◦ t ◦ h)!f !A et (t ◦ h)!(t ◦ h)!f !A sont dans pHreg

Z,≥0(X) (resp. pHprojreg
Z,≥0 (X)) par

l’hypothèse de récurrence. Pour terminer, il suffit de noter que h!t!FT t
!h!f !A est facteur direct de h!t!eT !e

!
T t

!h!f !A. Le
lemme est prouvé. c.q.f.d

La preuve de l’égalité pHreg
Z,≥0(X) = pH≥0(X) étant achevée, on passe à la preuve de pHprojreg

Z,≥0 (X) = pH≥0(X). Il
nous reste pour cela à montrer que l’objet h!h

!f !A est dans pHprojreg
Z,≥0 (X) sachant que le S-morphisme h : Y // X

admet une X-compactification h̄ : Ȳ // X avec Ȳ un schéma régulièr et h̄−1(Z) égal à Ȳ ou à un diviseur à
croisement normaux. Il va sans dire que A est toujours supposé dans G .

On raisonne maintenant par une deuxième récurrence sur la S-dimension de D = Ȳ −Y . Lorsque ce dernier est de
S-dimension (∅, ∅), il est vide et Y = Ȳ . La conclusion recherchée est clairement vraie dans ce cas.

Supposons donc que D est non vide. Notons Dsing ⊂ D le lieu singulier7 de D. Soit C ⊂ D un sous-schéma partout
de codimension non nulle contenant Dsing et tel que le faisceau normal de l’inclusion de D − C dans Ỹ = Ȳ − C soit
libre. Notons que dS(C) ≺ dS(D).

On a le diagramme commutatif :

Y
v //

h ��???????? Ỹ

h̃

��

D − Cioo

l
||yyyyyyyyy

X

Par la récurrence sur la S-dimension du complémentaire de la compactification, on sait que l’objet h̃!h̃
!f !A est dans

pHprojreg
Z,≥0 (X). Du 2-triangle distingué de localité :

v!v
! // id // i∗i∗ // v!v

![+1]

7Comme S est un schéma admettant la résolution des singularités par altération, tout S-schéma quasi-projectif P admet un ouvert
dense R ⊂ P avec R régulier. Le lieu singulier de P est alors le complémentaire du plus gros ouvert régulier de P qui est donc un fermé de
codimension strictement positive.
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on déduit le triangle distingué :

h̃!i∗i
∗h̃!f !A[−1] // h̃!v!v

!h̃!f !A // h̃!h̃
!f !A // h̃!i∗i

∗h̃!f !A

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2.69 il suffira de montrer que l’objet h̃!i∗i
∗h̃!f !A[−1] est dans pHprojreg

Z,≥0 (X).

Si l’on note Eα les composantes connexes de D − C et iα : Eα // Ỹ les inclusions évidentes, il est équivalent de

prouver que les objets h̃!iα∗i
∗
αh̃

!f !A[−1] sont dans pHprojreg
Z,≥0 (X).

Pour montrer cela, on utilise l’hypothèse (qui jusqu’ici n’a pas servi) que G est faiblement pt-pure. On l’appliquera
à l’immersion :

Eα
iα //

f◦kα ��@@@@@@@@ Ỹ

f◦h̃
��
S

avec kα = h̃ ◦ iα. Il vient que l’objet i∗αh̃!f !A[−1] est dans la sous-catégorie suspendue :

< {k!
αf

!B(m)[m]; B ∈ G et m ∈ Z} >ct+

Pour terminer, il suffira de montrer que pour tout B ∈ G et m ∈ Z l’objet

h̃!iα∗i
!
αh̃

!f !B(m)[m] = h̃!iα!i
!
αh̃

!f !B(m)[m] ' (h̃iα)!(h̃iα)!f !B(m)[m]

est dans pHprojreg
Z,≥0 (X). Ceci découle alors par l’hypothèse de la première récurrence appliquée au morphisme h̃ ◦ iα

puisque dS(Eα) ≺ dS(Y ). La proposition est finalement prouvée.

Remarque 2.2.71 — Soit f : X // S un S-schéma quasi-projectif. On définit une classe G proj
! (X) ⊂ Ob(H(X))

formée des objets de la forme h!h
!f !A avec A ∈ G et h un morphisme projectif de butX. On a clairement les inclusions :

G projreg
! (X) ⊂ G proj

! (X) ⊂ G!(X)

Il vient par 2.2.69 que la classe d’objets compacts G proj
! (X) engendre la t-structure perverse de H(X). On peut alors

se demander s’il existe une preuve directe de ce fait, qui n’utilise pas par les techniques de résolutions des singularités,
et qui donc sera valable sous des hypothèses moins restrictives que celle de la proposition 2.2.69. Nous pensons qu’une
telle preuve est difficile à obtenir. En tout cas la tentative naïve de compactifier et de raisonner par récurrence sur la
S-dimension du complémentaire échoue puisque l’hypothèse de pt-pureté ne porte que sur des schémas réguliers.

Le résultat suivant utilise uniquement que la t-structure perverse est engendrée par les G proj
! (−) :

Corollaire 2.2.72 — Gardons les hypothèses de la proposition 2.2.69. Soit f : X ′ // X un morphisme
quasi-projectif de S-schémas. Le foncteur f ! est pt-exact.

Demonstration En effet on sait déjà que f ! est pt-négatif. Montrons qu’il est pt-positif. Étant donné que f ! commute
aux sommes infinies il suffit de montrer que f !G proj

! (X) ⊂ G proj
! (X ′) (à isomorphisme près).

Notons p la projection structurale de X sur S. Considérons donc un objet h!h
!p!A(n)[n] de H(X) avec h :

Y // X un morphisme projectif A ∈ G et n un entier relatif. Formons le carré cartésien :

Y ′
f ′ //

h′

��

Y

h

��
X ′

f // X

Par le théorème de changement de base pour un morphisme projectif, on a f !h! ' h′!f ′!. Il vient que :

f !h!h
!p!A(n)[n] ' h′!f ′!h!p!A(n)[n] ' h′!h′!(p ◦ f)!A(n)[n]

D’où le résultat. c.q.f.d
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Les propriétés de pt-exactitude des opérations f∗ et f∗

On aura besoin de la conséquence suivante de la pt-pureté :

Lemme 2.2.73 — Supposons donnée une immersion de S-schémas quasi-projectifs :

Z
i //

h ��@@@@@@@@ Y

g

��
S

avec Y un schéma régulier et Z un diviseur à croisements normaux dans Y . Si G est faiblement pt-pure, alors pour
tout A ∈ G , l’objet i∗g!A[−1] est pt-positif.

Demonstration On raisonne par récurrence sur le nombre r de composantes irréductibles de Z. Lorsque r = 1, le
schéma Z est régulier et le résultat découle de l’hypothèse que G est faiblement pt-pure. On supposera dans la suite
que r > 1.

Écrivons Z = ∪k=1,...,rDk avec Di les composantes irréductibles de Z. Posons T = ∪k=1,...,r−1Di l’union des r− 1
premières composantes et notons D la composante restante Dr. On forme le carré cartésien :

C
s′ //

t′

��

c

  @@@@@@@@ T

t

��
D

s // Z

avec c = s ◦ t′ = t ◦ s′. Pour A ∈ G on a un triangle distingué à la Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de Z
par T et D :

c∗c
∗(i∗g!A)[−2] // i∗g!A[−1] // t∗t∗(i∗g!A)[−1]⊕ s∗s∗(i∗g!A)[−1] // c∗c∗(i∗g!A)[−1]

Il suffit donc de montrer que les objets c∗c∗(i∗g!A)[−2], t∗t∗(i∗g!A)[−1] et s∗s∗(i∗g!A)[−1] sont pt-positifs. Les 1-
morphismes c∗ = c!, s∗ = s! et t∗ = t! étant pt-positifs, on se ramène à prouver que les objets (c ◦ i)∗g!A[−2],
(t ◦ i)∗g!A[−1] et (s ◦ i)∗g!A[−1] sont pt-positifs. La pt-positivité des deux derniers objets découle de l’hypothèse
de récurrence puisque T ⊂ Y et D ⊂ Y sont des diviseurs à croisements normaux dont le nombre de composantes
irréductibles est r − 1 et 1 respectivement.

Pour prouver que l’objet (c ◦ i)∗g!A[−2] est pt-positif, on remarque que C est un diviseur à croisements normaux
dans le schéma régulier D. Or, on a un isomorphisme évident :

(c ◦ i)∗g!A[−2] ' t′∗((s ◦ i)∗g!A[−1])[−1]

Par pt-pureté faible l’objet (s ◦ i)∗g!A[−1] est dans la sous-catégorie suspendue :

< {(h ◦ s)!B(n)[n]; B ∈ G et n ∈ Z} >ct+

Pour terminer, il suffit donc de prouver que t′∗((h ◦ s)!B(n)[n])[−1] est pt-positif pour tout B ∈ G et n ∈ Z. On se
ramène immédiatement à n = 0. On conclut encore une fois à l’aide de l’hypothèse de récurrence qu’on applique au
diviseur à croisements normaux C ⊂ D ayant au plus r − 1 composantes irréductibles. c.q.f.d

Corollaire 2.2.74 — Soient p : X // S un S-schéma quasi-projectif avec X régulier, i : Y ⊂ X l’inclusion
d’un diviseur à croisements normaux et j : U ⊂ X l’immersion de l’ouvert complémentaire.

Si G est faiblement pt-pure, alors pour tout A ∈ G et n ∈ Z, l’objet i∗j∗j∗p!A(n)[n− 1] est pt-positif.

Demonstration Appliquons le 1-morphisme i∗ au 2-triangle de localité :

i∗i
! // id // j∗j∗ // i∗i![+1]

On obtient alors (après rotation) le 2-triangle distingué :

i∗[−1] // i∗j∗j∗[−1] // i! // i∗

Ainsi pour montrer que i∗j∗j∗p!A(n)[n−1] est pt-positif, il suffit de prouver que les objets i∗p!A(n)[n−1] et i!p!A(n)[n]
le sont. La pt-positivité du second objet est claire. Pour le premier, on applique le lemme 2.2.73. c.q.f.d

Proposition 2.2.75 — On suppose que l’une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :
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– S admet la résolution des singularité par éclatements,
– S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Soit X un S-schéma quasi-projectif, j : U // X une immersion ouverte et i : Y // X l’immersion fermée
complémentaire. Si l’ensemble G est faiblement pt-pure, le foncteurs j∗ est pt-exact et le foncteur i∗j∗[−1] est pt-positif.

Demonstration Le foncteur j∗ est pt-négatif puisqu’il admet un adjoint à gauche pt-exact par la proposition 2.2.62.
D’autre part, la pt-positivité de j∗ découle de la pt-positivité de j!, i∗ et de i∗j∗[−1] en invoquant le 2-triangle distingué :

i∗i
∗j∗[−1] // j! // j∗ //

On se contente donc de prouver que i∗j∗[−1] est pt-positif. Ce dernier commute aux sommes infinies. En remarquant
que G!(U) = j∗G (X) (à isomorphisme près) on voit qu’il suffirait de montrer que le foncteur F = i∗j∗j

∗[−1] est
pt-positif. Par la proposition 2.2.69, on se ramène à montrer l’inclusion FG projreg

!,Y (X) ⊂ pH≥0(Y ).
Appelons f la projection de X sur S et fixons un objet h!h

!f !A(n)[n] ∈ G projreg
!,Y (X) avec :

– h : W // X un S-morphisme projectif,
– W un schéma régulier connexe, et h−1(Y ) est égal à W ou à un diviseur à croisements normaux dans W ,
– A ∈ G et n ∈ Z.

On montrera que F (h!h
!f !A(n)[n]) est pt-positif. Il suffit bien sûr de traiter le cas n = 0. Formons le diagramme

commutatif à carrés cartésiens :

V
j′ //

hU
��

W

h

��

Z
i′oo

hY
��

U
j // X Y

ioo

Lorsque Z = h−1(Y ) = W , j∗h!h
!f !A est nul. On peut donc supposer que Z est un diviseur à croisements normaux

dans W . Comme h est projectif, on a les isomorphismes :

i∗j∗j
∗h! ' i∗j∗hU !j

′∗ ' i∗j∗hU∗j′∗ ' i∗h∗j′∗j′∗ ' i∗h!j
′
∗j
′∗ ' hY !i

′∗j′∗j
′∗

Étant donné que hY ! est pt-positif, on voit qu’il suffit de montrer que (i′∗j′∗j
′∗(p ◦ h)!A)[−1] est un objet pt-positif de

H(Z). Le corollaire 2.2.74 permet donc de conclure. c.q.f.d

Corollaire 2.2.76 — On garde les hypothèses sur S, H et G de la proposition 2.2.75. Soit f : Y // X un
morphisme de S-schémas. Le foncteur f∗ est pt-positif.

Demonstration On compactifie le morphisme f :

Y
c //

f ��@@@@@@@@ Ȳ

f̄

��
X

avec c une immersion ouverte et f̄ un morphisme projectif. On a f∗ = f̄∗c∗ = f̄!c∗. Le foncteur f̄! est pt-positif par la
proposition 2.2.62. Le foncteur c∗ est pt-exact par la proposition 2.2.75. D’où le résultat. c.q.f.d

Pour les opérations f∗ on commence par le cas des immersions fermées :

Lemme 2.2.77 — On garde les hypothèses sur S, H et G de la proposition 2.2.75. Soit i : Y // X une
immersion fermée de S-schémas. Le foncteur i∗ est pt-positif.

Demonstration En effet, on le 2-triangle distingué de localité dans H(X) :

i∗i
! // id // j∗j∗ //

En appliquant le foncteur i∗ on obtient (après rotation) le 2-triangle distingué :

i∗j∗j
∗[−1] // i! // i∗ //

Mais les foncteurs i∗j∗j∗[−1] et i! sont tous les deux pt-positifs par 2.2.75 et 2.2.72. c.q.f.d

Corollaire 2.2.78 — Gardons les hypothèses sur S, H et G de 2.2.75. Le foncteur i∗ est pt-exact.

Demonstration En effet, i∗ est pt-négatif puisqu’il admet un adjoint à gauche qui est pt-positif. D’autre part, par
la proposition 2.2.62 on sait qu’il est également pt-positif. c.q.f.d
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Corollaire 2.2.79 — Gardons les hypothèses sur S, H et G de 2.2.75. Soit j : U // X une immersion ou-
verte de S-schémas et i : Z // X l’immersion fermée complémentaire. Soit A un objet de H(X). Il y a équivalence
entre :

– A est pt-positif,
– j∗A et i∗A sont pt-positifs.

Demonstration La première assertion implique la seconde par la proposition 2.2.62 et le lemme 2.2.77. Il s’agit de
montrer que A est pt-positif sachant que j∗A et i∗A le sont. Mais on a le triangle distingué de localité :

j!j
∗A // A // i∗i∗A //

Le résultat découle alors de la pt-positivité de j! et i∗. c.q.f.d

On est en mesure de démontrer :

Proposition 2.2.80 — On suppose que l’une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :
– S admet la résolution des singularité par éclatements et H est semi-séparé,
– S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Soit f : Y // X un S-morphisme quasi-projectif. Notons df le maximum des dimensions des fibres de f . Si G est
faiblement pt-pure, le foncteur f∗[df ] est pt-positif.

Demonstration On divisera la preuve en deux parties. La première est consacrée à un cas particulier.

Étape 1 : Supposons donné un morphisme e : X ′ // X fini surjectif et totalement inséparable. Alors, l’équi-
valence e∗ est pt-exacte. En effet, e∗ est un adjoint à droite et à gauche de son inverse. Il vient que e∗ est un adjoint
à droite de e∗. Comme e est fini, e∗ ' e!. Il vient que e∗ est un adjoint à droite de e!. Ceci fournit un isomorphisme
e∗ ' e!. Le résultat recherché découle alors de 2.2.72.

Étape 2 : On prouve la proposition 2.2.80 par récurrence sur la S-dimension du S-schéma Y . Soit U un ouvert
dense de Y . On appelle Z le complémentaire de U et on considère le diagramme commutatif :

U
j //

g   @@@@@@@ Y

f

��

Z
ioo

h~~~~~~~~~

X

Par le corollaire 2.2.79, pour montrer que f∗[df ] est pt-positif, il suffirait de montrer que j∗f∗[df ] et i∗f∗[df ] le sont.
L’hypothèse de récurrence assure la pt-positivité de i∗f∗[df ]. Il vient qu’on peut remplacer Y par n’importe quel ouvert
dense de Y . En particulier, on peut supposer Y régulier. Quitte à prendre une composante connexe de Y , on peut le
supposer irréductible.

Notons Z ⊂ X la clôture Zariski de l’image de f . On a alors la factorisation de f :

Y
g // Z

i // X

avec g dominant et i une immersion fermée. Étant donné que i∗ est pt-positif, on se ramène donc à traiter le morphisme
g. En remarquant également que df = dg on voit qu’on peut supposer f dominant. Quitte à remplacer Y par un ouvert
dense plus petit, on peut supposer qu’il existe un carré commutatif :

Y ′
e′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

e // X

avec f ′ lisse et e et e′ des morphismes finis surjectifs totalement inséparables. Par la première étape, ceci nous ramène
à traiter le 1-morphisme f ′∗. On peut donc supposer f lisse. Ce cas a été traité dans le corollaire 2.2.65. c.q.f.d

On déduit finalement :

Corollaire 2.2.81 — Gardons les hypothèses sur S, H et G de 2.2.80. Soit f : Y // X un S-morphisme.
Notons df le maximum des dimensions des fibres de f . Le foncteur f∗[−df ] est pt-négatif.

Demonstration En effet f∗[−df ] est adjoint à droite de f∗[df ]. Ce dernier est pt-positif par 2.2.80. c.q.f.d
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2.2.5 Retour aux t-structures engendrées non perverses. Résumé des résultats
Dans cette section on complète et termine l’étude menée dans la sous-section 2.2.3 de la t-exactitude des 4 opéra-

tions. Bien qu’il s’agisse de résultats sur le t-structure non perverse, on utilisera d’une façon essentielle les résultats
concernant la t-structure perverse établis dans la sous-section précédente. Les théorèmes de comparaisons du para-
graphe suivant permettrons de déduire des résultats de t-exactitude à partir de résultats de pt-exactitude.

Comparaison des t-structures engendrées perverses et non perverses

On supposera les hypothèses 2.2.38 et 2.2.58 satisfaites. Étant donné un S-morphisme f : X // Y on posera
df le maximum des dimensions des fibres de f . Si X est un S-schéma on notera simplement dX l’entier dπ où π est le
morphisme structural de X vers S.

Theoreme 2.2.82 — On suppose que l’une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :
– S admet la résolution des singularité par éclatements et H est semi-séparé,
– S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Soit X un S-schéma quasi-projectif. Lorsque G est faiblement pt-pure, on a l’inclusion H≥0(X) ⊂ pH≥−dX (X). En
d’autres termes, si A est un objet t-positif de H(X), l’objet A[dX ] est pt-positif.

Demonstration Il suffira de montrer l’inclusion G#(X) ⊂ pH≥−dX (X). On prend donc un objet g#AY (n)[n] avec
g : Y // X lisse, A ∈ G et n ∈ Z. On supposera comme d’habitude n = 0.

Notons f la projection structurale de X sur S. On a un isomorphisme canonique g#AY ' g!Th(Ωg)AY . Comme
g! est pt-positif, il suffira de montrer que Th(Ωg)AY (n)[n] est dans pH≥−dX (Y ). On peut supposer que les fibres de g
sont de dimension constante dg. Dans ce cas, l’équivalence Th−1(Ωg)[dg] est pt-exact. Il est équivalent donc de prouver
que l’objet :

Th−1(Ωg)Th(Ωg)AY [dg] ' AY [dg]

est dans pH≥−dX (Y ), ou encore que l’objet AY [dX + dg] est dans pH≥0(Y ).
Il est évident que dY ≤ dX + dg. Mais, par la proposition 2.2.80, le foncteur (f ◦ g)∗[dY ] est pt-positif. Il vient que

(f ◦ g)∗A[dX + dg] = AY [dX + dg] est bien pt-positif. Ceci prouve le théorème. c.q.f.d

Pour le théorème suivant, on aura besoin d’introduire une condition sur l’ensemble G :

Definition 2.2.83 — Nous dirons que l’ensemble G est t-quasi-pure si pour toute immersion fermée de S-
schémas :

Z
i //

h ��@@@@@@@@ Y

g

��
S

avec Z et Y des schémas réguliers et connexes, la propriété suivante est vérifiée. Pour tout objet A ∈ G , l’objet i!g∗A[r]
est t-positif où r est la codimension de Z dans Y .

Lemme 2.2.84 — Si S est le spectre d’un corps parfait, l’ensemble G est automatiquement t-quasi-pure.

Demonstration Tout k-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que l’immersion :

Z
i // Y

est une immersion entre deux k-schémas lisses. Par l’isomorphisme de pureté on a i!g∗ ' Th−1(N )h∗ et donc i!g∗A[r] '
(Th−1(N )[r])AX . Mais Th−1(N )[r] est t-exact pour r le rang de N . c.q.f.d

On utilisera la conséquence suivante de la t-quasi-pureté :

Lemme 2.2.85 — Supposons que le schéma S est régulier universellement caténaire de dimension de Krull finie
s. Soit f : X // S un S-schéma quasi-projectif avec X régulier et connexe. Si G est t-quasi-pure alors pour tout
objet A de G , l’objet f !A[−dX + s] est t-positif.

Demonstration On peut supposer que X est affine. Soit i : X // W une immersion fermée avec W un ouvert
de AnS pour n suffisament grand. On notera p la projection de W sur S. Comme S est régulier, le schéma W est lui
aussi régulier.

Notons c la codimension de X dans W . On a : c ≤ n+ s− dX . En effet, c est plus petite que la codimension d’une
fibre Xt pour t ∈ S. Il vient que :

c ≤ codimW (Xt) = codimWt
(Xt) + codimS (t) ≤ n− dim (Xt) + s
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Il suffit alors de prendre t ∈ S tel que Xt soit de dimension maximale.
Il vient par t-quasi-pureté que i!p∗A[n+ s− dX ] est t-positif. Mais on a les isomorphismes :

i!p∗A[n+ s− dX ] ' i!Th−1(Ωp)p!A[n+ s− dX ] ' i!p!A(−n)[−2n][n+ s− dX ] ' (f !A(−n)[−n])[s− dX ]

Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Theoreme 2.2.86 — On suppose que l’une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :
– S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularité par éclatements,
– S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire
et séparé.

Soit X un S-schéma quasi-projectif. Lorsque G est t-quasi-pure, on a l’inclusion pH≥s(X) ⊂ H≥0(X). En d’autres
termes, si A est un objet pt-positif de H(X) alors A[s] est t-positif avec s la dimension de Krull de S.

Demonstration Par la proposition 2.2.69, il suffira d’établir l’inclusion G reg
! (X) ⊂ H≥−s(X). Notons f le morphisme

structural deX. On considère un objet g!g
!f !A(n)[n] avec g : Y // X un morphisme quasi-projectif avec Y régulier,

A ∈ G et n ∈ Z. On montrera que g!g
!f !A(n)[n+ s] est t-positif. On se ramène immédiatement au cas n = 0.

On a clairement dY ≥ dg avec égalité si par exemple g se factorise par l’inclusion d’un point fermé. Par la proposition
2.2.55, on sait que le foncteur g![dg] est t-positif. Il en est de même donc du foncteur g![dY ]. Ainsi pour montrer que
g!g

!f !A[s] est t-positif, il suffira de montrer que ((f ◦ g)!A)[−dY + s] est un objet t-positif de H(Y ). Ceci a été établi
dans le lemme précédent. c.q.f.d

Les propriétés de t-exactitude des opérations f∗ et f !

Introduisons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.2.87 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les petites
sommes. Si A est un objet de G et f : X // S un S-morphisme quasi-projectif, les objets f∗A et f !A sont
compacts.

2- Le schéma S est régulier et universellement caténaire. On suppose en plus que l’une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

– S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
– S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
3- L’ensemble G est t-quasi-pure et faiblement pt-pure.

Remarque 2.2.88 — La seconde condition est satisfaite dans les deux cas particuliers suivants :
– S le spectre d’un corps de caractéristique nulle,
– H est Q-linéaire et séparé et S le spectre d’un corps quelconque.

La troisième condition est automatique lorsque S est le spectre d’un corps parfait. La première condition est également
satisfaites dans les bons cas.

Dans la suite du paragraphe, on supposera que l’hypothèse 2.2.87 est satisfaite.

Corollaire 2.2.89 — Soit f : Y // X un S-morphisme. Le foncteur f∗[dY + s] est t-positif. De même le
foncteur f ![dX + s] est t-positif.

Demonstration En effet, soit A un objet t-positif de H(Y ). On sait par le théorème 2.2.82 que A[dY ] est un objet
pt-positif de H(Y ). Comme le foncteur f∗ est pt-positif (par le corollaire 2.2.76), on déduit que f∗A[dY ] est un objet
pt-positif de H(X). Il vient par le théorème 2.2.86 que f∗A[dY + s] est t-positif.

Pour le foncteur f !, on procède de la même manière. Soit A un objet t-positif de H(X). On sait par le théorème
2.2.82 que A[dX ] est pt-positif. Par le corollaire 2.2.72, le foncteur f ! est pt-exact. Il vient que l’objet f !A[dX ] est
pt-positif. Ainsi par le théorème 2.2.86, f !A[dX + s] et t-positif. c.q.f.d

On continue avec le résultat suivant :

Proposition 2.2.90 — On suppose donnés des morphismes de S-schémas :

U
j // X Y

ioo

avec i une immersion fermée et j l’immersion ouverte complémentaire. Notons dU le maximum des dimensions des
fibres de U // S . Le foncteur i∗j∗[dU − 1 + s] : H(U) // H(Y ) est t-positif.

Demonstration Rappelons que par la proposition 2.2.75, le foncteur i∗j∗[−1] est pt-positif. Soit A un objet t-positif
de H(U). On sait par le théorème 2.2.82 que A[dU ] est pt-positif. Ceci montre que i∗j∗A[dU − 1] est pt-positif. Donc
i∗j∗A[dU − 1 + s] est t-positif par le théorème 2.2.86. c.q.f.d
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Le corollaire suivant est une amélioration du corollaire 2.2.89 dans le cas d’une immersion ouverte.

Corollaire 2.2.91 — On garde les hypothèses de la proposition 2.2.90. On suppose de plus que dU + s ≥ 1. Le
foncteur j∗[dU − 1 + s] : H(U) // H(X) est t-positif. En particulier si U est de dimension 1 et S de dimension
nulle, ce foncteur est t-exact.

Demonstration En effet, on a un 2-triangle distingué :

j![dU − 1 + s] // j∗[dU − 1 + s] // i∗i∗j∗[dU − 1 + s] //

Comme dU − 1 + s ≥ 0, le foncteur j![dU − 1 + s] est t-positif. Comme i∗ est t-exact, on déduit de la proposition 2.2.90
que i∗i∗j∗[dU − 1 + s] est t-positif. D’où le résultat. c.q.f.d

Résumé des résultats obtenus dans le cas où S est le spectre d’un corps parfait

Dans ce paragraphe, on spécialise les résultats obtenus dans les sous-sections 2.2.3 et 2.2.4 ainsi qu’au début de la
section 2.2.5 au cas où S est le spectre d’un corps parfait k. On introduit d’abord l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.2.92 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les petites
sommes. Si A est un objet de G et f : X // S un S-morphisme quasi-projectif, l’objet f∗A est compact.

2- On suppose en plus que l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
– k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
– H est Q-linéaire et séparé.

On a la proposition suivante :

Proposition 2.2.93 — Lorsque S est le spectre d’un corps parfait k, les hypothèses 2.2.87 et 2.2.92 sont
équivalentes.

Demonstration L’hypothèse 2.2.87 contient toutes les conditions de l’hypothèse 2.2.92. Il s’agit en fait de déduire
les conditions manquantes dans 2.2.92 de celles qu’on a gardées.

Par les lemmes 2.2.84 et 2.2.68, on sait que les propriétés de t-quasi-pureté et de pt-pureté faible, sont automatiques
lorsque la base est un corps parfait. De même, par le théorème de Jong, la résolution des singularités par altérations
est disponible pour les corps.

Il reste à expliquer pourquoi la compacité des objets f !A pour A ∈ G découle de l’hypothèse 2.2.92. Pour cela, on
pose Λ ⊂ H(k) la classe des objets de la forme A(n) avec A ∈ G et n ∈ Z. Il est clair que Λ est stable par twist de
Tate. Par la seconde condition de l’hypothèse 2.2.92, on dispose du théorème de constructibilité des quatre opérations
pour les objets Λ-constructibles (voir le scholie 2.2.34). En particulier, les objets f !A sont Λ-constructibles. D’autres
part, pour un k-schéma X, la classe Λ(X) est formée d’objets compacts puisque les objets BY sont compacts pour
B ∈ G et Y quasi-projectif sur k. Il vient que les objets Λ-constructibles sont compacts. La proposition est prouvée.
c.q.f.d

Par la suite, on supposera que l’hypothèse 2.2.92 est satisfaite. Avant d’énoncer les scholies 2.2.95 et 2.2.96, notons
le résultat intéressant suivant :

Corollaire 2.2.94 — Soit l/k une extension finie. Les deux t-structures (H≥0(l),H<0(l)) et (pH≥0(l), pH<0(l))
sur H(l) sont égales.

Demonstration C’est une conséquence immédiate des théorèmes 2.2.82 et 2.2.86 puisque l’entier s est nul. c.q.f.d

En ce qui concerne la t-structure engendrée non perverse (H≥0,H<0) on a :

SCHOLIE 2.2.95 — (Pour la t-structure (H≥0,H<0)) Soit f : Y // X un k-morphisme. On note dX et dY
les dimensions de X et Y respectivement. On notera également df le maximum des dimensions des fibres de f . On a :

1. Pour le foncteur f∗ :
– f∗ est en t-positif sans conditions sur f ,
– f∗ est t-exact lorsque f est lisse.

2. Pour le foncteur f∗ :
– f∗ est t-négatif sans conditions sur f ,
– f∗[dY ] est t-positif sans conditions sur f ,
– f∗[df ] est t-positif lorsque f est projectif.

3. Pour le foncteur f! :
– f![df ] est t-positif sans conditions sur f ,
– f! est t-négatif lorsque f est projectif.
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4. Pour le foncteur f ! :
– f ![−df ] est t-négatif sans conditions sur f ,
– f ![dX ] est t-positif sans conditions sur f ,
– f ![−df ] est t-exact lorsque f est lisse de fibres partout de dimension df .

Enfin, si j : U // X est une immersion ouverte avec U de dimension dU non nulle, le foncteur j∗[dU − 1] est
t-positif.

En ce qui concerne la t-structure engendrée perverse (pH≥0,
pH<0) on a :

SCHOLIE 2.2.96 — (Pour la t-structure (pH≥0,
pH<0)) Soit f : Y // X un k-morphisme. On note df le

maximum des dimensions des fibres de f . On a :

1. Pour le foncteur f∗ :
– f∗[df ] est pt-positif sans conditions sur f ,
– f∗[df ] est pt-exact lorsque f est lisse.

2. Pour le foncteur f∗ :
– f∗ est pt-positif sans conditions sur f ,
– f∗[−df ] est pt-négatif sans conditions sur f .

3. Pour le foncteur f! :
– f! est pt-positif sans conditions sur f ,
– f![−df ] est pt-négatif lorsque f est projectif.

4. Le foncteur f ! est pt-exact sans conditions sur f .

Remarque 2.2.97 — Dans les deux scholies 2.2.95 et 2.2.96, on remarque que les foncteurs f∗ et f ! sont de
t-dimension bornée sans conditions sur f . Par contre pour le foncteur f! (resp. f∗) on donne uniquement des bornes
supérieures sauf dans le cas f projectif (resp. lisse). On pourra donc penser que la liste de propriétés obtenues est
incomplète. Malheureusement, ceci semble faux même dans des cas très simples. En effet, soit j (resp. i) l’immersion
d’un ouvert non vide et strict (resp. l’immersion d’un point fermé) dans une courbe lisse. Il y a des bonnes raisons de
croire que pour tout n ∈ N, les foncteurs j![−n] et i∗[−n] ne sont ni t-négatifs ni pt-négatifs.

Deux compléments

Dans ce numéro, on démontre deux résultats concernant la t-exactitude des foncteurs f∗ et f!f
∗ dans le cas où f

est le morphisme structural d’un k-schéma non forcément lisse ou projectif.

Proposition 2.2.98 — Soit k un corps parfait admettant la résolution des singularités. Soit f : X // k un
k-schéma de type fini. Le foncteur f∗ : H(k) // H(X) est t-exact.

Demonstration On sait que f∗ est t-positif. Il s’agit de prouver qu’il est t-négatif. C’est effectivement le cas pour
f lisse. Pour le cas général, on procède par récurrence sur la dimension de X. On fixe un objet t-négatif N de H(k).
Soit U un ouvert régulier partout dense dans X. On forme le diagramme de k-schémas :

U
j //

h   @@@@@@@@ X

f

��

Y
ioo

g
~~~~~~~~~~

k

où Y est le fermé X − U . On a le 2-triangle de localité :

j!j
∗f∗ = j!h

∗ // f∗ // i∗i∗f∗ = i∗g
∗ //

Ainsi pour démontrer que f∗N est t-négatif, il suffira (en vue de la t-exactitude de i∗) de prouver que g∗N et j!h∗N
sont t-négatifs. L’hypothèse de récurrence nous dit que g∗N est t-négatif. Il nous reste à traiter l’objet j!h∗. Soit
e : X̃ // X un éclatement disjoint de U avec X̃ régulier. On forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

U
j̃ // X̃

e

��

E
ĩoo

p

��
U

j // X Y
ioo
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On a la chaîne de 2-isomorphismes :

e∗j̃!j̃
∗e∗ ' e!j̃!j̃

∗e∗ ' j!idU !j̃
∗e∗ ' j!j∗

Il vient que j!j∗f∗N est isomorphe à e∗j̃!j̃∗e∗f∗N . Comme e∗ est t-négatif, on se ramène à montrer que j̃!j̃∗e∗f∗N est
t-négatif. On utilise alors le 2-triangle de localité :

j̃!j̃
∗e∗f∗ // e∗f∗ // ĩ∗ĩ∗e∗f∗ //

Comme X̃ est lisse sur k, on voit que e∗f∗ est t-exact. D’autre part, comme E est de dimension plus petite de X,
l’hypothèse de récurrence assure que ĩ∗e∗f∗ est t-négatif. Le résultat découle alors du fait que H≤0 est cosuspendue.
c.q.f.d

Corollaire 2.2.99 — Sous les conditions de la proposition 2.2.98, le foncteur f!f
∗ est t-négatif.

Demonstration On choisit une compactification :

X
j //

f
  @@@@@@@@ X̄

f̄

��

Z

g
����������

ioo

k

On obtient alors le triangle distingué :

f!f
∗ = f̄!j!j

∗f̄∗ // f̄!f̄
∗ // g!g

∗ = f̄!i∗i
∗f̄∗ //

Les foncteurs f̄∗ et g∗ sont t-négatifs. De même, puisque f̄ et g sont projectifs, les foncteurs f̄! et g! sont t-négatifs. Il
vient que le deuxième et troisième sommet de ce 2-triangle sont t-négatifs. D’où le résultat. c.q.f.d

2.3 Les 2-foncteurs monoïdaux homotopiques stables
Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibrés en droites. Dans cette section, on étudie des

2-foncteurs homotopiques stables H : Sch/S // TR munis d’un produit tensoriel ⊗X sur H(X) pour tout S-schéma
quasi-projectif X. On commencera notre étude par une liste de diagrammes commutatifs déduite de la théorie générale
développée dans la sous-section 2.1.4. Chemin prenant, on mettra en évidence quelques modules et projecteurs. Les
modules les plus importants sont les [f∗, f !] pour f un morphisme entre S-schémas quasi-projectifs. Un des résultats
principaux sera la construction de ces modules, ou plutôt leur indépendance de certains choix. On obtiendra même
un 2-foncteur [H∗,H!] : Sch/S //Mod . On supposera ensuite que nos catégories monoïdales sont fermées, et on
traduit les formules de la sous-section 2.1.5 en termes des quatre opérations. Des compatibilités avec les isomorphismes
d’échanges sont également établies.

2.3.1 Définitions et premières propriétés
Notons MonoTR (resp. uMonoTR) la 2-catégorie des catégories monoïdales (resp. monoïdales unitaires) triangu-

lées. Les 1-morphismes de MonoTR (resp. uMonoTR) sont les foncteurs monoïdaux (resp. monoïdaux unitaires) et
triangulés commutant aux isomorphismes sg et sd (voir la définition 2.1.148). Les transformations naturelles, sont les
transformations naturelles des foncteurs monoïdaux (resp. monoïdaux et unitaires) qui sont également des transfor-
mations naturelles de foncteurs triangulés.

Definition 2.3.1 — 1- Un 2-foncteur monoïdal (resp. monoïdal unitaire) triangulé est un 2-foncteur :

(H,⊗) : Sch/S //MonoTR (resp. (H,⊗,1) : Sch/S // uMonoTR )

qui à un S-schéma quasi-projectif X associe une catégorie monoïdale (resp. monoïdale unitaire) triangulée (H(X),⊗X)
(resp. (H(X),⊗X ,1X)) et à un S-morphisme f : Y // X associe un foncteur monoïdal (resp. monoïdal unitaire)
triangulé f∗.

2- Un 2-foncteur monoïdal triangulé (H,⊗) est dit un 2-foncteur monoïdal homotopique stable si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

– Lorsqu’on compose à droite par le 2-foncteur (strict) d’oubli : MonoTR // TR (resp. uMonoTR // TR )
on obtient un 2-foncteur homotopique stable.
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– (Formule de projection) Soit f : Y // X un S-morphisme lisse. Les deux morphismes (voir la proposition
2.1.97) :

pg : f#(f∗(A)⊗Y B′) // A⊗X f#(B′) et pd : f#(A′ ⊗Y f∗(B)) // f#(A′)⊗X B

naturels en (A,B) ∈ Ob(H(X))2 et (A′, B′) ∈ Ob(H(Y ))2 sont inversibles.
3- On obtient la notion de 2-foncteur monoïdal symétrique (resp. monoïdal symétrique unitaire) homotopique stable

en faisant les changements évidents.

Remarque 2.3.2 — Étant donné un 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,⊗) on obtient un autre en
remplaçant les catégories monoïdales (H(X),⊗X) par les catégories ⊗-opposées (H(X),⊗◦X). Ce 2-foncteur monoïdal
homotopique stable est appelé le ⊗-opposé de (H,⊗). Le passage à (H,⊗◦) permettra de déduire des résultats par
dualité.

Par la suite, on se donne un 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,⊗). On commence par des résultats de
cohérence qu’on déduit directement de la définition 2.3.1. Pour un morphisme lisse f entre S-schémas quasi-projectifs,
les morphismes pg et pd sont les morphismes structuraux du projecteur [f∗, f#] obtenu via l’adjonction (f#, f

∗) à
partir du module tautologique [f∗, f∗] (voir la proposition 2.1.97). On a :

Lemme 2.3.3 — Les isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H∗ et LissH# induisent un 2-foncteur :

[LissH∗, LissH#] : (Sch/S)Liss // Proj

Demonstration Ceci se démontre facilement en partant du 2-foncteur [H∗,H∗] : Sch/S //Mod . c.q.f.d

Remarque 2.3.4 — Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Le fait que les pg et pd
définissent un projecteur bilatère [f∗, f#] se traduit par les trois diagrammes commutatifs ci-dessous :

f#(f∗A⊗Y (f∗B ⊗Y C ′))
pg //

∼
��

A⊗X f#(f∗B ⊗Y C ′)
pg // A⊗X (B ⊗X f#C

′)

∼
��

f#((f∗A⊗Y f∗B)⊗Y C ′)
∼ // f#(f∗(A⊗X B)⊗Y C ′)

pg // (A⊗X B)⊗X f#C
′

f#((A′ ⊗Y f∗B)⊗Y f∗C)
pd //

∼
��

f#(A′ ⊗Y f∗B)⊗X C
pd // (f#A

′ ⊗X B)⊗X C

∼
��

f#(A′ ⊗Y (f∗B ⊗Y f∗C)) ∼ // f#(A′ ⊗Y f∗(B ⊗X C))
pd // f#A

′ ⊗X (B ⊗ C)

f#(f∗A⊗Y (B′ ⊗Y f∗C))

∼
��

pg // A⊗X f#(B′ ⊗Y f∗C)
pd // A⊗X (f#B

′ ⊗X C)

∼
��

f#((f∗A⊗Y B′)⊗Y f∗C)
pd // f#(f∗A⊗Y B′)⊗X C

pg // (A⊗X f#B
′)⊗X C

avec (A,B,C,A′, B′, C ′) ∈ Ob(H(X))3 × Ob(H(Y ))3.

Lemme 2.3.5 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

avec f (et donc f ′) lisse. Pour (A,B,A′, B′) ∈ Ob(H(X))2 × Ob(H(Y ))2, les deux diagrammes suivants :

f ′#((f ◦ g′)∗A⊗Y ′ g′∗B′)
c∗ //

c∗

��

f ′#(g′∗f∗A⊗Y ′ g′∗B′)
∼ // f ′#g

′∗(f∗A⊗Y B′)

Ex∗#

��
f ′#(f ′∗g∗A⊗Y ′ g′∗B′)

pg

��

g∗f#(f∗A⊗Y B′)

pg

��
g∗A⊗X′ f ′#g′∗B′

Ex∗# // g∗A⊗X′ g∗f#B
′ ∼ // g∗(A⊗X f#B

′)
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et
f ′#(g′∗A′ ⊗Y ′ (f ◦ g′)∗B) c∗ //

c∗

��

f ′#(g′∗A′ ⊗Y ′ g′∗f∗B) ∼ // f ′#g
′∗(A′ ⊗Y f∗B)

Ex∗#

��
f ′#(g′∗A′ ⊗Y ′ f ′∗g∗B)

pd

��

g∗f#(A′ ⊗Y f∗B)

pd

��
f ′#g

′∗A′ ⊗X′ g∗B
Ex∗# // g∗f#A

′ ⊗X′ g∗B
∼ // g∗(f#A

′ ⊗X B)

sont commutatifs.

Demonstration Le second diagramme s’obtient du premier en remplaçant ⊗ par ⊗◦, A par B et B′ par A′. Pour
montrer que le premier diagramme est commutatif, on applique le lemme 2.1.105 à la face carrée de Modg :

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g∗, g∗]

oo
[g′∗, g′∗]

OO

[f ′∗, f ′∗]

OO

[f∗, f∗]oooos{
Ex∗,∗

formée des quatre modules tautologiques sur f∗, g∗, f ′∗ et g′∗. Dans le diagramme commutatif obtenu, on remplace
l’isomorphisme d’échange Ex∗,∗ par la composée de deux isomorphismes de connexion du type c∗. On obtient de cette
façon le diagramme de l’énoncé. c.q.f.d

Soit f : Y // X un S-morphisme entre S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphismes f∗ étant monoïdal, il
admet un adjoint à droite f∗ pseudo-monoïdal par le corollaire 2.1.91. Si en plus H est unitaire, le 1-morphisme f∗ est
naturellement pseudo-unitaire. On a même un 2-foncteur :

H∗ : Sch/S // pMono

adjoint à droite global de la composée Sch/S //Mono ⊂ pMono par la proposition 1.1.17.

Lemme 2.3.6 — Soient i : Z // Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs et A et B des objets
de H(Z). L’accouplement :

i∗A⊗Y i∗B // i∗(A⊗Z B)

est inversible.

Demonstration Appelons j l’immersion ouverte complémentaire de i. On a j∗(i∗A ⊗Y i∗B) ' (j∗i∗A) ⊗Y−Z
(j∗i∗B) = 0. Il vient par le triangle de localité que le morphisme d’unité :

i∗A⊗Y i∗B // i∗i∗(i∗A⊗Y i∗B)

est inversible. Or, l’accouplement du foncteur pseudo-monoïdal i∗ est donné par la composition :

i∗A⊗Y i∗B
∼ // i∗i∗(i∗A⊗Y i∗B) // i∗(i∗i∗A⊗Z i∗i∗B) // i∗(A⊗Z B)

La seconde flèche est un isomorphisme puisque i∗ est monoïdal. La troisième est également inversible puisque la couinté
de l’adjonction (i∗, i∗) est inversible. Le lemme est prouvé. c.q.f.d

Remarque 2.3.7 — Sous les conditions du lemme précédent, le foncteur i∗ est un foncteur monoïdal. On fera
attention que, dans le cas où H est unitaire, le foncteur i∗ n’est pas unitaire mais seulement pseudo-unitaire.

La discussion précédente peut-être rendue plus précise. En effet, si f : Y // X est un morphisme de S-
schémas quasi-projectifs, le foncteur f∗ est un foncteur comonoïdal lorsqu’il est muni du coaccouplement inverse de
l’accouplement de f . Par la proposition 2.1.98, l’adjoint à droite f∗ est naturellement un f∗-coprojecteur bilatère. On
notera pour (A,B,A′, B′) ∈ Ob(H(X))2 × Ob(H(Y ))2 :

qg : A⊗X f∗B
′ // f∗(f∗A⊗Y B′) et gd : f∗A′ ⊗X B // f∗(A′ ⊗Y f∗B)

les morphismes structuraux du coprojecteur [f∗, f∗].
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Lemme 2.3.8 — Les isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H∗ et H∗ induisent un 2-foncteur :

[H∗,H∗] : Sch/S // cProj

Remarque 2.3.9 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a les trois diagrammes
commutatifs ci-dessous :

A⊗X (B ⊗X f∗C
′)

qg //

∼
��

A⊗X f∗(f∗B ⊗Y C ′)
qg // f∗(f∗A⊗Y (f∗B ⊗Y C ′))

∼
��

(A⊗X B)⊗X f∗C
′ qg // f∗(f∗(A⊗X B)⊗Y C ′)

∼ // f∗((f∗A⊗Y f∗B)⊗Y C ′)

(f∗A′ ⊗X B)⊗X C
qd //

∼
��

f∗(A′ ⊗Y f∗B)⊗X C
qd // f∗((A′ ⊗Y f∗B)⊗Y f∗C)

∼
��

f∗A
′ ⊗X (B ⊗ C)

qd // f∗(A′ ⊗Y f∗(B ⊗X C)) ∼ // f∗(A′ ⊗Y (f∗B ⊗Y f∗C))

A⊗X (f∗B′ ⊗X C)

∼
��

qd // A⊗X f∗(B′ ⊗Y f∗C)
qg // f∗(f∗A⊗Y (B′ ⊗Y f∗C))

∼
��

(A⊗X f∗B
′)⊗X C

qg // f∗(f∗A⊗Y B′)⊗X C
qd // f∗((f∗A⊗Y B′)⊗Y f∗C)

avec (A,B,C,A′, B′, C ′) ∈ Ob(H(X))3 × Ob(H(Y ))3.

On peut également préciser le lemme 2.3.6 en :

Lemme 2.3.10 — Soit i : Z // Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes
structuraux de i∗-coprojecteur bilatère i∗ :

qg : A⊗Y i∗B′ // i∗(i∗A⊗Z B′) et qd : i∗A′ ⊗Y B // i∗(A′ ⊗Z i∗B)

sont des isomorphismes pour tout (A,B,A′, B′) ∈ Ob(H(Y ))2 × Ob(H(Z))2.

Demonstration Par définition, les morphismes qg et qd sont donnés par les composées suivantes :

A⊗Y i∗B′ // i∗i∗(A⊗Y i∗B′) // i∗(i∗A⊗Z i∗i∗B′) // i∗(i∗A⊗Z B′)

i∗A
′ ⊗Y B // i∗i∗(i∗A′ ⊗Y B) // i∗(i∗i∗A′ ⊗Z i∗B) // i∗(A′ ⊗Z i∗B)

Dans ces deux composées, les deuxièmes et troisièmes flèches sont inversibles. Il suffit donc de prouver que les deux
morphismes d’unités :

A⊗Y i∗B′ // i∗i∗(A⊗Y i∗B′) et i∗A
′ ⊗Y B // i∗i∗(i∗A′ ⊗Y B)

sont inversibles. En utilisant le triangle de localité, ceci revient à dire que les objets j∗(A⊗Y i∗B′) et j∗(i∗A′ ⊗Y B)
sont nuls lorsque j est l’immersion ouverte complémentaire à i. Par monoïdalité, on a :

j∗(A⊗Y i∗B′) = j∗A⊗Y−Z j∗i∗B′ = j∗A⊗ 0 = 0 et j∗(i∗A′ ⊗Y B) = j∗i∗A
′ ⊗Y−Z j∗B = 0⊗ j∗B = 0

D’où le lemme. c.q.f.d

2.3.2 Le module [i∗, i!] pour une immersion fermée i

Pour i : Z // Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs, on a vu que les morphismes structuraux
du i∗-coprojecteur i∗ sont des isomorphismes. On peut donc définir un projecteur [i∗, i∗] en inversant les morphismes
qg et qd :

q−1
g : i∗(i∗A⊗Z B′) // A⊗Y i∗B′ et q−1

d : i∗(A′ ⊗Z i∗B) // i∗A′ ⊗Y B

Le résultat suivant s’obtient immédiatement à partir du lemme 2.3.8 :
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Lemme 2.3.11 — Les morphismes de connexion des 2-foncteurs H∗ et H∗ induisent un 2-foncteur :

[ImmH∗, ImmH∗] : (Sch/S)Imm // Proj

Soit i : Z // Y une immersion fermée entre S-schémas quasi-projectifs. On sait par la proposition 1.4.9 que le
foncteur i∗ admet un adjoint à droite i!. Ainsi le i∗-projecteur bilatère i∗ induit une structure de i∗-module bilatère
sur i!. On a ainsi des morphismes :

rg : i∗A⊗Z i!B // i!(A⊗Y B) et rd : i!A⊗ i∗B // i!(A⊗B)

naturels en (A,B) ∈ Ob(H(Y ))2. On obtient immédiatement :

Lemme 2.3.12 — Les isomorphismes de connexion de H∗ et ImmH! induisent un 2-foncteur :

[ImmH∗, ImmH!] : (Sch/S)Imm //Mod

Remarque 2.3.13 — Le morphisme i∗A⊗Z i!B // i!(A⊗Y B) n’est pas inversible en général. Supposons pour
simplifier que i est une immersion fermée entre deux S-schémas lisses :

Z
i //

h ��@@@@@@@@ Y

g

��
S

Fixons un objet E de H(S) et posons A = i∗h
∗E et B = g∗E. On a i∗A⊗ i!B = h∗E ⊗ Th−1(Ni)h∗E. D’autre part,

i!(A⊗B) = i!(i∗h∗E ⊗ g∗E) = i!(i∗(h∗E ⊗ i∗g∗E)) = h∗(E ⊗E). En général, les deux objets h∗E ⊗Th−1(Ni)h∗E et
h∗(E ⊗ E) sont non-isomorphes.

On continue avec quelques diagrammes commutatifs de compatibilité avec les 2-morphismes d’échanges :

Lemme 2.3.14 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

T
i′ //

p′

��

R

p

��
Z

i // Y

avec i une immersion fermée. Pour (A,B) ∈ Ob(H(Y ))2, le diagramme suivant :

p′∗i∗A⊗T p′∗i!B //

Ex∗,∗⊗Ex!,∗

��

p′∗(i∗A⊗Y i!B) // p′∗i!(A⊗X B)

Ex!,∗

��
i′∗p∗A⊗T i′!p∗B // i′!(p∗A⊗R p∗B) // i′!p∗(A⊗X B)

ainsi que son ⊗-dual sont commutatifs. En d’autres termes, les morphismes d’échanges Ex∗,∗ et Ex!,∗ induisent une
face carrée dans la 2-catégorie des bimodules Mod :

(H(Z),⊗Z) (H(Y ),⊗Y )

(H(R),⊗R)(H(T ),⊗T )

oo
[i∗, i!]

oo
[i′∗, i′!]

OO

[p′∗, p′∗]

OO

[p∗, p∗]oooo 3;
[Ex∗,∗,Ex!,∗]

Demonstration On part de la face carrée de cMod :

(H(Z),⊗Z) (H(Y ),⊗Y )

(H(R),⊗R)(H(T ),⊗T )

oo
[i∗, i∗]

oo
[i′∗, i′∗]

OO

[p′∗, p′∗]

OO

[p∗, p∗]oooo 3;
[Ex∗,∗,Ex∗,∗]
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formée des comodules tautologiques sur les foncteurs comonoïdaux f∗, i∗, f ′∗ et i′∗. Par la version duale du lemme
2.1.105, appliquée aux adjoints à droite i∗ et i′∗ de i∗ et i′∗ respectivement, on obtient le diagramme commutatif de
2-isomorphismes :

p∗(A⊗Y i∗B′)
∼ // p∗i∗(i∗A⊗Z B′)

∼ // i′∗p
′∗(i∗A⊗Z B′)

∼ // i′∗(p′∗i∗A⊗T p′∗B′)

p∗(A⊗Y i∗B′)
∼ // p∗A⊗R p∗i∗B′

∼ // p∗A⊗R i′∗p′∗B′
∼ // i′∗(i

′∗p∗A⊗T p′∗B)

∼

OO

Pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(Y ))⊗Ob(H(Z)). Ainsi, en inversant toutes les flèches, on obtient le diagramme commutatif :

i′∗(p′∗i∗A⊗T p′∗B′)
∼ //

∼
��

i′∗p
′∗(i∗A⊗Z B′)

∼ // p∗i∗(i∗A⊗Z B′)
∼ // p∗(A⊗Y i∗B′)

i′∗(i
′∗p∗A⊗T p′∗B) ∼ // p∗A⊗R i′∗p′∗B′

∼ // p∗A⊗R p∗i∗B′
∼ // p∗(A⊗Y i∗B′)

On obtient le résultat recherché en appliquant la seconde partie du même lemme 2.1.105 (version modules) aux adjoints
à droite i! et i′! de i∗ et i′∗ respectivement. c.q.f.d

Corollaire 2.3.15 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

T
i′ //

p′

��

R

p

��
Z

i // Y

avec p lisse et i une immersion fermée. Pour A ∈ H(Y ) et B′ ∈ H(T ), le diagramme :

p#i
′
∗(p
′∗i∗A⊗T B′)

Ex∗,# //

Ex∗,∗

��

i∗p
′
#(p′∗i∗A⊗T B′)

∼ // i∗(i∗A⊗Z p′#B′)
∼ // A⊗Y i∗p′#B′

p#i
′
∗(i
′∗p∗A⊗T B′)

∼ // p#(p∗A⊗R i′∗B′)
∼ // A⊗Y p#i

′
∗B
′ Ex∗,# // A⊗Y i∗p′#B′

est commutatif. En d’autres termes, les 2-morphismes Ex∗,∗ et Ex∗,# définissent une face dans la 2-catégorie Proj :

(H(Z),⊗Z) (H(Y ),⊗Y )

(H(R),⊗R)(H(T ),⊗T )

//
[i∗, i∗]

//
[i′∗, i′∗]

��

[p′∗, p′#]

��

[p∗, p#]oooos{
[Ex∗,∗,Ex∗,#]

Demonstration Par le lemme 2.3.14, les morphismes de connexions Ex∗,∗ et Ex!,∗ induisent une face de la 2-catégorie
Mod. Le résultat découle de la fonctorialité de la construction 2.1.97, et du fait que le transformé du 2-morphisme
Ex!,∗ par les adjonctions (i∗p′#, p

′∗i!) et (p#i
′
∗, i
′!p∗) est le 2-morphisme d’échange Ex∗,#. c.q.f.d

On continue avec :

Lemme 2.3.16 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

T
s′ //

t′

��

Y

t

��
Z

s // X

avec s et t des immersions fermées. Les 2-morphismes d’échange :

Ex!,∗ : t′∗s! // s′∗t! , Ex!,∗ : s′∗t! // t′!s∗ et Ex!,! : t′!s! ∼ // s′!t!
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induisent une face carrée mixte de modules (au sens de la définition 2.1.111) :

(H(Z),⊗Z) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(T ),⊗T )

oo
[s∗, s!]

oo
[s′∗, s′!]

OO

[t′∗, t′!]

OO

[t∗, t!]oooo 3;
oooos{

avec [t∗, t!] et [t′∗, t′!] considérés avec leur structure de modules à droite et [s∗, s!] et [s′∗, s′!] avec leur structure de
modules à gauche. En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

s′∗t!(A)⊗T t′∗s!(B) // t′!s∗(A)⊗T t′∗s!(B) // t′!(s∗(A)⊗Z s!(B)) // t′!s!(A⊗X B)

∼
��

s′∗t!(A)⊗T t′∗s!(B) // s′∗t!(A)⊗T s′!t∗(B) // s!(t!(A)⊗Y t∗(B)) // s!t!(A⊗X B)

Pour tout (A,B) ∈ Ob(H(X))2.

Demonstration On part de la face carrée de Mod :

(H(Z),⊗Z) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(T ),⊗T )

oo
[s∗, s!]

oo
[s′∗, s′!]

OO

[t′∗, t′∗]

OO

[t∗, t∗]oooo 3;
[Ex∗,∗,Ex!,∗]

Plutôt que de considérer [t∗, t∗] et [t′∗, t′∗] avec leur structure de modules à gauche, on va les considérer comme des
comodules à droite. Il est alors immédiat qu’on a une face carrée mixte de modules et comodules :

(H(Z),⊗Z) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(T ),⊗T )

oo
[s∗, s!]

oo
[s′∗, s′!]

OO

[t′∗, t′∗]

OO

[t∗, t∗]oooo 3;
oooo 3;

formée des modules à gauche [s∗, s!] et [s′∗, s′!] et des comodules à droite tautologiques sur t∗ et t′∗. Il vient par le
lemme 2.1.118 que le diagramme suivant :

s∗t∗(A′)⊗Z s!(B) //

∼
��

s!(t∗(A′)⊗X B) ∼ // s!t∗(A′ ⊗Y s∗(B)) ∼ // t′∗s
′!(A′ ⊗Y s∗(B))

t′∗s
′∗(A′)⊗Z s!(B) ∼ // t′∗(s

′∗(A′)⊗T t′∗s!(B)) // t′∗(s
′∗(A′)⊗T s′!t∗(B)) // t′∗s

′!(A′ ⊗Y t∗(B))

est commutatif pour tout (A′, B) ∈ Ob(H(Y )) × Ob(H(X)). L’inversibilité des flèches marquées découle de 2.3.10 et
du théorème de changement de base pour une immersion fermée (voir la proposition 1.4.15). Ainsi, en renversant le
sens des flèches :

s!(t∗(A′)⊗X B) ∼ // s!t∗(A′ ⊗Y s∗(B)) ∼ // t′∗s
′!(A′ ⊗Y s∗(B))

s∗t∗(A′)⊗Z s!(B) ∼ // t′∗s
′∗(A′)⊗Z s!(B) ∼ // t′∗(s

′∗(A′)⊗T t′∗s!(B))

on obtient un nouveau diagramme commutatif :

t′∗(s
′∗(A′)⊗T t′∗s!(B))

��

// t′∗s
′∗(A′)⊗Z s!(B) // s∗t∗(A′)⊗Z s!(B) // s!(t∗(A′)⊗X B)

t′∗(s
′∗(A′)⊗T s′!t∗(B)) // t′∗s

′!(A′ ⊗Y t∗(B)) // s!t∗(A′ ⊗Y t∗(B)) // s!(t∗(A′)⊗X B)

Pour conclure, on applique la seconde partie du lemme 2.1.114 aux :
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– modules à gauche [s∗, s!] et [s′∗, s′!],
– projecteurs à droite [t∗, t∗] et [t′∗, t′∗],
– 2-morphismes Ex!,∗ : t′∗s! // s′!t∗ , (Ex∗∗)

−1 : t′∗s
′∗ ∼ // s∗t∗ et Ex!

∗ : t′∗s
′! ∼ // s!t∗ .

Le lemme est prouvé. c.q.f.d

2.3.3 Structure monoïdale et équivalences de Thom

Dans ce paragraphe, on verra que les couples [id,Th(N )] et [id,Th−1(N )] sont naturellement des modules bilatères
pour tout OX -module localement libre sur un S-schéma quasi-projectif X.

Definition 2.3.17 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang fini.
1- On définit une structure de idH(X)-projecteur bilatère sur Th(N ) en prenant la composée des 1-morphismes

de Proj : [p∗, p#] ◦ [s∗, s∗] = [s∗p∗,Th(N )] et en identifiant s∗p∗ au foncteur identité via les 2-isomorphsimes de
connexion. En particulier, on dispose pour (A,B) ∈ H(X) des isomorphismes :

(Th(N )A)⊗X B Th(N )(A⊗X B) ∼ //∼oo A⊗X (Th(N )B)

2- On définit une structure de idH(X)-module bilatère sur Th−1(N ) en prenant la composition des 1-morphismes de
Mod : [i∗, i!]◦[p∗, p∗] = [i∗p∗,Th−1(N )] et en identifiant s∗p∗ avec le foncteur identité de H(X) via les 2-isomorphismes
de connexion. En particulier, on dispose pour (A,B) ∈ H(X) des isomorphismes :

(Th−1(N )A)⊗X B
∼ // Th−1(N )(A⊗X B) A⊗X (Th−1(N )B)∼oo

La proposition suivante regroupe quelques faits évidents :

Proposition 2.3.18 — Soit X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang fini.
On a :

1. Les morphismes structuraux du projecteur [id,Th(N )] définissent une structure de idH(x)-comodule bilatère sur
le foncteur Th(N ).

2. Les inverses des morphismes structuraux du projecteur [id,Th(N )] définissent une structure de idH(X)-module
et une structure de idH(X)-coprojecteur sur le foncteur identité de H(X).

3. Les morphismes structuraux du module [id,Th−1(N )] définissent une structure de idH(X)-coprojecteur bilatère
sur le foncteur Th−1(N ).

4. Les inverses des morphismes structuraux du module [id,Th(N )] définissent une structure de idH(X)-projecteur
et une structure de idH(X)-comodule sur le foncteur identité de H(X).

5. Les adjonctions (Th(N ),Th−1(N )) et (Th−1(N ),Th(N )) transforment le module (resp. projecteur, comodule,
coprojecteur) [id,Th(N )] en le projecteur (resp. module, coprojecteur, comodule) [id,Th−1(N )] et vice versa.

Proposition 2.3.19 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang
fini. Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les 2-isomorphismes de commutation aux
équivalences de Thom :

f∗ ◦ Th(N ) ∼ // Th(f∗N ) ◦ f∗ et f∗ ◦ Th−1(N ) ∼ // Th−1(f∗N ) ◦ f∗

induisent des isomorphismes de modules :

[f∗, f∗ ◦ Th(N )] = [f∗, f∗] ◦ [id,Th(N )] ∼ // [f∗,Th(f∗N ) ◦ f∗] = [id,Th(f∗N )] ◦ [f∗, f∗]

[f∗, f∗ ◦ Th−1(N )] = [f∗, f∗] ◦ [id,Th−1(N )] ∼ // [f∗,Th−1(f∗N ) ◦ f∗] = [id,Th−1(f∗N )] ◦ [f∗, f∗]

En d’autres termes, les deux diagrammes suivants :

f∗(A)⊗Y f∗Th(N )B ∼ //

∼
��

f∗(A⊗X Th(N )B) ∼ // f∗Th(N )(A⊗X B)

∼
��

f∗(A)⊗Y Th(f∗N )f∗B ∼ // Th(f∗N )(f∗A⊗Y f∗B) ∼ // Th(f∗N )f∗(A⊗X B)
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f∗(A)⊗Y f∗Th−1(N )B ∼ //

∼
��

f∗(A⊗X Th−1(N )B) ∼ // f∗Th−1(N )(A⊗X B)

∼
��

f∗(A)⊗Y Th−1(f∗N )f∗B ∼ // Th−1(f∗N )(f∗A⊗Y f∗B) ∼ // Th−1(f∗N )f∗(A⊗X B)

ainsi que leur ⊗-dual sont commutatifs pour tout (A,B) ∈ Ob(H(X))2

Demonstration On traite d’abord le cas de l’équivalence Th−1(N ). On considère le diagramme commutatif :

Y
s′ //

f

��

V(f∗N )
p //

f ′

��

Y

f

��
X

s // V(N )
p // X

Le morphisme de commutation avec Th−1 est la composée :

f∗s!p∗
Ex∗,! // s′!f ′∗p∗

Ex∗,∗ // s′!p′∗f∗

Le résultat découle alors du fait que les 2-morphismes ci-dessus sont des morphismes de f∗-modules par 2.3.14.
Pour l’équivalence Th(N ), on applique le lemme 2.1.105 à la face carrée de Mod :

[f∗, f∗] ◦ [id,Th−1(N )] ∼ // [id,Th−1(f∗N )] ◦ [f∗, f∗]

et à l’adjonction (Th(N ),Th−1(N )). On obtient alors immédiatement le diagramme commutatif recherché. c.q.f.d

Proposition 2.3.20 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang
fini. Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les 2-isomorphismes de commutation aux
équivalences de Thom :

Th(N ) ◦ f∗
∼ // f∗ ◦ Th(f∗N ) et Th−1(N ) ◦ f∗

∼ // f∗ ◦ Th−1(f∗N )

induisent des isomorphismes de coprojecteurs :

[f∗,Th(N ) ◦ f∗] = [id,Th(N )] ◦ [f∗, f∗]
∼ // [f∗, f∗ ◦ Th(f∗N )] = [f∗, f∗] ◦ [id,Th(f∗N )]

[f∗,Th−1(N ) ◦ f∗] = [id,Th−1(N )] ◦ [f∗, f∗]
∼ // [f∗, f∗ ◦ Th−1(f∗N )] = [f∗, f∗] ◦ [id ◦ Th−1(f∗N )]

En d’autres termes, les deux diagrammes suivants :

A⊗X Th(N )f∗B′
∼ //

∼
��

A⊗X f∗Th(f∗N )B′ // f∗(f∗A⊗Y Th(f∗N )B′)

∼
��

Th(N )(A⊗X f∗B
′) // Th(N )f∗(f∗A⊗Y B′)

∼ // f∗Th(f∗N )(f∗A⊗Y B′)

A⊗X Th−1(N )f∗B′
∼ //

∼
��

A⊗X f∗Th−1(f∗N )B′ // f∗(f∗A⊗Y Th−1(f∗N )B′)

∼
��

Th−1(N )(A⊗X f∗B
′) // Th−1(N )f∗(f∗A⊗Y B′)

∼ // f∗Th−1(f∗N )(f∗A⊗Y B′)

ainsi que leur ⊗-dual sont commutatifs pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Y )).

Demonstration Les trois modules [f∗, f∗], [id,Th(N )] et [id,Th(f∗N )] sont naturellement des comodules. On
obtient la partie de l’énoncé concernant l’équivalence de Thom inverse Th−1(N ) en utilisant la fonctorialité et la
compatibilité avec la composition pour la construction 2.1.98. La partie concernant l’équivalence de Thom Th(N ) est
traitée de la même manière. c.q.f.d

Par le même raisonnement, on démontre aussi :
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Proposition 2.3.21 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang
fini. Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Les 2-isomorphismes de commutation aux
équivalences de Thom :

f# ◦ Th(f∗N ) ∼ // Th(N )f# et f# ◦ Th−1(f∗N ) ∼ // Th−1(N )f#

induisent des isomorphismes de projecteurs :

[f∗, f# ◦ Th(f∗N )] = [f∗, f#] ◦ [id,Th(f∗N )] ∼ // [f∗,Th(N ) ◦ f#] = [id,Th(N )] ◦ [f∗, f#]

[f∗, f# ◦ Th−1(f∗N )] = [f∗, f#] ◦ [id,Th−1(f∗N )] ∼ // [f∗,Th−1(N ) ◦ f#] = [id,Th−1(N )] ◦ [f∗, f#]

En d’autres termes, les deux diagrammes suivants :

f#(f∗A⊗Y Th(f∗N )B′) ∼ //

∼
��

A⊗X f#Th(f∗N )B′ ∼ // A⊗X Th(N )f#B
′

∼
��

f#Th(f∗(N ))(f∗A⊗Y B′)
∼ // Th(N )f#(f∗A⊗Y B′)

∼ // Th(N )(A⊗X f#B
′)

f#(f∗A⊗Y Th−1(f∗N )B′) ∼ //

∼
��

A⊗X f#Th−1(f∗N )B′ ∼ // A⊗X Th−1(N )f#B
′

∼
��

f#Th−1(f∗(N ))(f∗A⊗Y B′)
∼ // Th−1(N )f#(f∗A⊗Y B′)

∼ // Th−1(N )(A⊗X f#B
′)

ainsi que leur ⊗-dual sont commutatifs pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Y )).

Proposition 2.3.22 — Soient Y un S-schéma quasi-projectif et N un OY -module localement libre de rang
fini. Soit i : Z // Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les 2-isomorphismes de commutation aux
équivalences de Thom :

Th(i∗N ) ◦ i! ∼ // i! ◦ Th(N ) et Th−1(i∗N ) ◦ i! ∼ // i! ◦ Th−1(N )

induisent des isomorphismes de modules :

[i∗,Th(i∗N ) ◦ i!] = [id,Th(i∗N )] ◦ [i∗, i!] ∼ // [i∗, i! ◦ Th(N )] = [i∗, i!] ◦ [id,Th(N )]

[i∗,Th−1(i∗N ) ◦ i!] = [id,Th−1(i∗N )] ◦ [i∗, i!] ∼ // [i∗, i! ◦ Th−1(N )] = [i∗, i!] ◦ [id,Th−1(N )]

En d’autres termes, les deux diagrammes suivants :

i∗(A)⊗Z Th(i∗N )i!(B) ∼ //

∼
��

Th(i∗N )(i∗(A)⊗Z i!(B)) // Th(N )i!(A⊗Y B)

∼
��

i∗(A)⊗Z i!Th(N )(B) // i!(A⊗Y Th(N )(B)) ∼ // i!Th(N )(A⊗Y B)

i∗(A)⊗Z Th−1(i∗N )i!(B) ∼ //

∼
��

Th−1(i∗N )(i∗(A)⊗Z i!(B)) // Th−1(N )i!(A⊗Y B)

∼
��

i∗(A)⊗Z i!Th−1(N )(B) // i!(A⊗Y Th−1(N )(B)) ∼ // i!Th−1(N )(A⊗Y B)

ainsi que leur ⊗-dual sont commutatifs pour tout (A,B) ∈ Ob(H(Y ))2.

Demonstration L’assertion pour le module [id,Th−1(N )] découle immédiatement du lemme 2.3.14. Pour l’équiva-
lence de Thom Th(N ) on applique le lemme 2.1.105 à l’adjonction (Th(N ),Th−1(N )). c.q.f.d

On a également :

Proposition 2.3.23 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. On suppose donnée une suite exacte de OX-modules
localement libres de rang fini :

0 // N //M // L // 0
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Les diagrammes :

Th(M )(A⊗X B)

∼
��

∼ // Th(L )Th(N )(A⊗X B) ∼ // Th(L )(A⊗X Th(N )B)

∼
��

A⊗X Th(M )B ∼ // A⊗X Th(L )Th(N )B

Th−1(M )(A⊗X B)

∼
��

∼ // Th−1(L )Th−1(N )(A⊗X B) ∼ // Th−1(L )(A⊗X Th−1(N )B)

∼
��

A⊗X Th−1(M )B ∼ // A⊗X Th−1(L )Th−1(N )B

sont commutatifs. En d’autres termes, les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes de modules. Il en
est de même des 2-isomorphismes de commutation et des 2-isomorphismes de composition modifiés. La même chose
s’applique pour les Th−1(−).

Demonstration En effet, par définition, le 2-isomorphisme de composition des équivalences de Thom inverses
Th−1(−) est une composée de 2-isomorphismes de connexion de type c∗ et c! et d’un 2-morphisme d’échange de type
Ex!,∗. Par le lemme 2.3.14, ces 2-morphismes sont des morphismes de modules. Les détails sont laissés aux lecteurs. La
partie concernant les équivalences de Thom Th(−) s’obtient en utilisant les adjonctions (Th(−),Th−1(−)). c.q.f.d

On continue avec des compatibilités mixtes :

Proposition 2.3.24 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un OX-module localement libre de rang
fini. Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les diagrammes suivants :

Th(N )(A)⊗X f∗(B′) //

∼
��

f∗(f∗Th(N )(A)⊗Y B′)
∼ // f∗(Th(f∗N )f∗(A)⊗Y B′)

∼
��

Th(N )(A⊗X f∗(B′)) // Th(N )f∗(f∗(A)⊗Y B′)
∼ // f∗Th(f∗N )(f∗(A)⊗Y B′)

Th−1(N )(A)⊗X f∗(B′) //

∼
��

f∗(f∗Th−1(N )(A)⊗Y B′)
∼ // f∗(Th−1(f∗N )f∗(A)⊗Y B′)

∼
��

Th−1(N )(A⊗X f∗(B′)) // Th−1(N )f∗(f∗(A)⊗Y B′)
∼ // f∗Th−1(f∗N )(f∗(A)⊗Y B′)

ainsi que leur ⊗-dual sont commutatifs pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Y )).

Demonstration Il suffit d’appliquer le lemme 2.1.114 à la face carrée mixte de modules et comodules ayant pour
cotés [id,Th(N )], [id,Th(f∗N )], [f∗, f∗] et [f∗, f∗]. c.q.f.d

Lorsque f est lisse, on a une version de la proposition précédente pour le foncteur f#. On laisse aux lecteurs le
soin de formuler l’énoncé correspondant et de trouver le lemme qui le démontre. On passe à :

Proposition 2.3.25 — Soient Y un S-schéma quasi-projectif et N un OY -module localement libre de rang fini.
Soit i : Z // Y une immersion fermée. Les diagrammes suivants :

i∗Th(N )(A)⊗Z i!(B) //

∼
��

i!(Th(N )(A)⊗Y B) ∼ // i!Th(N )(A⊗Y B)

Th(i∗N )i∗(A)⊗Z i!(B) ∼ // Th(i∗N )(i∗(A)⊗Z i!(B)) // Th(i∗N )i!(A⊗Y B)

∼

OO

i∗Th−1(N )(A)⊗Z i!(B) //

∼
��

i!(Th−1(N )(A)⊗Y B) ∼ // i!Th−1(N )(A⊗Y B)

Th−1(i∗N )i∗(A)⊗Z i!(B) ∼ // Th−1(i∗N )(i∗(A)⊗Z i!(B)) // Th−1(i∗N )i!(A⊗Y B)

∼

OO

sont commutatifs. En d’autres termes, on a deux faces carrées mixtes de modules :
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(H(Z),⊗Z) (H(X),⊗Y )

(H(Y ),⊗Y )(H(T ),⊗Z)

oo
[i∗, i!]

oo
[i∗, i!]

OO

[id,Th(f∗N )]

OO

[id,Th(N )]ssss 5=
ssssu} et

(H(Z),⊗Z) (H(X),⊗Y )

(H(Y ),⊗Y )(H(T ),⊗Z)

oo
[i∗, i!]

oo
[i∗, i!]

OO

[id,Th−1(f∗N )]

OO

[id,Th−1(N )]ssss 5=
ssssu}

Demonstration Le résultat pour les équivalences de Thom inverses Th−1(−) découle immédiatement des lemmes
2.3.14 et de 2.3.16. Le cas des équivalences de Thom Th(−) s’obtiennent en appliquant le lemme 2.1.114 et en réar-
rangeant le sens des flèches dans le diagramme commutatif obtenu. c.q.f.d

Comme application de 2.3.19 et 2.3.25, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.3.26 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N et M deux OX-module localement libres de
rang fini. Les diagrammes suivants :

Th(N )(A)⊗X Th(M )(B) ∼ // Th(N )(A⊗X Th(M )(B)) ∼ // Th(N )Th(M )(A⊗X B)

∼
��

Th(N )(A)⊗X Th(M )(B) ∼ // Th(M )(Th(N )(A)⊗X B) ∼ // Th(M )Th(N )(A⊗X B)

Th−1(N )(A)⊗X Th−1(M )(B) ∼ // Th−1(N )(A⊗X Th−1(M )(B)) ∼ // Th−1(N )Th−1(M )(A⊗X B)

∼
��

Th−1(N )(A)⊗X Th−1(M )(B) ∼ // Th−1(M )(Th−1(N )(A)⊗X B) ∼ // Th−1(M )Th−1(N )(A⊗X B)

Th(N )(A)⊗X Th−1(M )(B) ∼ // Th(N )(A⊗X Th−1(M )(B)) ∼ // Th(N )Th−1(M )(A⊗X B)

∼
��

Th(N )(A)⊗X Th−1(M )(B) ∼ // Th−1(M )(Th(N )(A)⊗X B) ∼ // Th−1(M )Th(N )(A⊗X B)

sont commutatifs pour tout (A,B) ∈ Ob(H(X))2.

2.3.4 Le module [f ∗, f !] lorsque f est lisse

Definition 2.3.27 — Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. On définit une
structure de f∗-module bilatère sur f ! en prenant la composée des 1-morphismes de Mod :

[id,Th(Ωf )] ◦ [f∗, f∗] = [f∗, f !]

En particulier, on a des isomorphismes f∗A⊗ f !B
∼ // f !(A⊗B) naturels en (A,B) ∈ Ob(H(X))2.

Lemme 2.3.28 — Les bimodules [f∗, f !] s’organisent naturellement en un 2-foncteur :

(Sch/S)Liss //Mod

Demonstration Il s’agit de montrer qui les isomorphismes de connexions des 2-foncteurs H∗ et H! induisent des
morphismes de modules. Mais par définition, les isomorphismes de connexions de H! sont essentiellement des composées
de morphismes de commutation de f∗ avec des équivalences de Thom ainsi que des morphismes de composition. Le
lemme découle alors de 2.3.19 et 2.3.23. c.q.f.d

On aura besoin de deux faces carrées mixtes :
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Lemme 2.3.29 — Soit un carré cartésien :

W
g′ //

f ′

��

V

f

��
U g

// X

de S-schémas quasi-projectifs avec f et g lisses. On a une face carrée mixte de modules :

(H(U),⊗U ) (H(X),⊗X)

(H(V ),⊗V )(H(W ),⊗W )

oo
[g∗, g!]

oo
[g′∗, g′!]

OO

[f ′∗, f ′!]

OO

[f∗, f !]oooo 3;
oooos{

formée des modules à gauche [g∗, g!] et [g′∗, g′!] et des modules à droite [f∗, f !] et [f ′∗, f ′!] ainsi que les 2-morphismes :

Ex!,∗ : f ′∗g! // g′!f∗ , Ex!,∗ : g′∗f ! // f ′!g∗ et Ex!,! : g′!f ! ∼ // f ′!g!

Demonstration Ceci est une conséquence facile de 2.3.19 et 2.3.23. c.q.f.d

On a de même :

Lemme 2.3.30 — Soit un carré cartésien :

W
i′ //

f ′

��

V

f

��
Z

i
// Y

de S-schémas quasi-projectifs avec f lisse et i une immersion fermée. On a une face carrée mixte de modules :

(H(U),⊗Z) (H(X),⊗Y )

(H(V ),⊗V )(H(W ),⊗W )

oo
[i∗, i!]

oo
[i′∗, i′!]

OO

[f ′∗, f ′!]

OO

[f∗, f !]oooo 3;
oooos{

formée des modules à gauche [i∗, i!] et [i′∗, i′!] et des modules à droite [f∗, f !] et [f ′∗, f ′!] ainsi que les 2-morphismes :

Ex!,∗ : f ′∗i! // i′!f∗ , Ex!,∗ : i′∗f ! // f ′!i∗ et Ex!,! : i′!f ! ∼ // f ′!i!

Demonstration C’est une conséquence facile de 2.3.14 et 2.3.25. c.q.f.d

2.3.5 Le module [f ∗, f !] pour f quelconque
On voudrait recoller les deux 2-foncteurs :

[ImmH∗, ImmH!] : (Sch/S)Imm //Mod et [LissH∗, LissH!] : (Sch/S)Liss //Mod

en un 2-foncteur :
[H∗,H!] : Sch/S //Mod

Étant donné un S-morphisme f : X // Y entre S-schémas quasi-projectifs, on peut trouver une factorisation
f = p ◦ s avec p lisse et i une immersion fermée. On déduit alors un module [f∗, f !] en prenant la composée :

[s∗, s!] ◦ [p∗, p!]
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et en identifiant f∗ avec s∗p∗ et f ! avec s!p! via les 2-isomorphismes de connexions. La difficulté est de prouver
l’indépendance des modules obtenus du choix de la factorisation. La preuve de cette indépendance est basée sur le
résultat suivant :

Theoreme 2.3.31 — (Compatibilité avec l’isomorphisme de pureté) Supposons donné un diagramme commutatif
(D) de S-schémas quasi-projectifs :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Pour (A,B) ∈ Ob(H(Z))2, le diagramme :

s∗f∗A⊗Y s!f∗B //

Π

��

s!(f∗A⊗X f∗B) ∼ // s!f∗(A⊗Z B)

Π

��
g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B

∼ // Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

est commutatif ainsi que son ⊗-dual.

De l’énoncé précédent, on déduit que s∗f∗A⊗ s!f∗B // s!(f∗A⊗ f∗B) est inversible. On aura à établir cela
au cours de la preuve du théorème (voir le lemme 2.3.36). Un diagramme (D) sera dit bon si la conclusion du théorème
ci-dessus est satisfaite pour (D). On commence par le lemme :

Lemme 2.3.32 — Soit a : R // X un morphisme lisse. Formons un carré cartésien au dessus de Z :

T
t //

a

��

R

a

��
Y

s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

Pour tout A et B dans H(Z), les diagrammes suivants :

a∗(s∗f∗A⊗Y s!f∗B)

∼
��

// a∗s!(f∗A⊗X f∗B) ∼ // a∗s!f∗(A⊗Z B)

∼
��

a∗(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B) ∼ // a∗Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // a∗Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

t∗(fa)∗A⊗T t!(fa)∗B

∼
��

// t!((fa)∗A⊗R (fa)∗B) ∼ // t!(fa)∗(A⊗Z B)

∼
��

(ga)∗A⊗T Th−1(Nt)(ga)∗B ∼ // Th−1(Nt)((ga)∗A⊗T (ga)∗B) ∼ // Th−1(Nt)(ga)∗(A⊗Z B)

sont isomorphes.

Demonstration Considérons le diagramme suivant :

t∗(fa)∗A⊗T t!(fa)∗B ∼ //

��

t∗a∗f∗A⊗T t!a∗f∗B
∼ //

��
(1)

a∗s∗f∗A⊗T a∗s!f∗B
∼ // a∗(s∗f∗A⊗Y s!f∗B)

��
t!((fa)∗A⊗R (fa)∗B) ∼ //

∼
��

(2)

t!(a∗f∗A⊗R a∗f∗B) ∼ // t!a∗(f∗A⊗X f∗B) ∼ //

∼
��

a∗s!(f∗(A)⊗X f∗B)

∼
��

t!(fa)∗(A⊗Z B) ∼ // t!a∗f∗(A⊗Z B) ∼ // a∗s!f∗(A⊗Z B)

Le rectangle (1) est commutatif puisque les isomorphismes d’échanges Ex∗,∗ et Ex!,∗ définissent une face carrée dans la
2-catégorie Mod. D’autre part, le rectangle (2) est commutatif puisque l’isomorphisme de connexion (fa)∗ // a∗f∗
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est une transformation naturelle de foncteurs monoïdaux. Il vient que notre diagramme est commutatif. Notons
également que toutes les flèches horizontales de ce diagramme sont inversibles.

De l’autre côté, on considère le diagramme :

(ga)∗A⊗T Th−1(Nt)(ga)∗B

∼
��

∼ // Th−1(Nt)((ga)∗A⊗T (ga)∗B) ∼ //

∼
��

(4)

Th−1(Nt)(ga)∗(A⊗Z B)

∼

��

a∗g∗A⊗T Th−1(Nt)a∗g∗B

∼
��

∼ //

(3)

Th−1(Nt)(a∗g∗A⊗T a∗g∗B)

∼
��

a∗g∗A⊗T a∗Th−1(Ns)g∗B

∼
��

Th−1(Nt)a∗(g∗A⊗Y g∗B)

��

∼ // Th−1(Nt)a∗g∗(A⊗Z B)

∼
��

a∗(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B) ∼ // a∗Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // a∗Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

Le carré (3) est commutatif puisque les 2-isomorphismes de commutation des équivalences de Thom avec a∗ induisent
des isomorphismes de modules. Le rectangle (4) est commutatif pour la même raison que la commutativité du carré
(2). On déduit alors que notre diagramme est commutatif. Notons également que toutes les flèches de ce diagramme
sont inversibles.

De même, les deux diagrammes suivants :

t∗(fa)∗A⊗T t!(fa)∗B

∼
��

∼ // (ga)∗A⊗T Th−1(Nt)(ga)∗B

∼
��

t∗a∗f∗A⊗T t!a∗f∗B

∼
��

a∗g∗A⊗T Th−1(Nt)a∗g∗B

∼
��

a∗s∗f∗A⊗T a∗s!f∗B

∼
��

∼ // a∗g∗A⊗T a∗Th−1(Ns)g∗B

∼
��

a∗(s∗f∗A⊗Y s!f∗B) ∼ // a∗(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B)

t!(fa)∗(A⊗Z B) ∼ //

∼
��

t!a∗f∗(A⊗Z B) ∼ // a∗s!f∗(A⊗Z B)

∼
��

Th−1(Nt)(ga)∗(A⊗Z B) ∼ // Th−1(Nt)a∗g∗(A⊗Z B) ∼ // a∗Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

sont commutatifs. Ceci découle immédiatement de la compatibilité de l’isomorphisme de pureté avec les restrictions
suivants les morphismes lisses. Il est facile, à partir de là, de fournir un isomorphisme entre les deux diagrammes de
l’énoncé. c.q.f.d

Corollaire 2.3.33 — Gardons les notations du lemme précédent. Notons (D′) le diagramme obtenu en com-
posant a avec g et f . Supposons que le foncteur a∗ : H(Y ) // H(T ) est fidèle. Alors si (D′) est bon, il en est de
même de (D).

Muni de ce corollaire, on peut établir un cas particulier du théorème 2.3.31 :

Proposition 2.3.34 — Les diagrammes du type :

Z
s //

@@@@@@@@

@@@@@@@@ X

f

��
Z

avec f lisse, sont bons.

Demonstration Par l’astuce de Jonalolou, on peut trouver un torseur a : T // Z sous un fibré vectoriel avec T
un schéma affine (on utilise ici le fait que la base S admet une famille ample de fibrés en droites). Le foncteur a∗ est
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fidèle puisque par homotopie, a∗a∗ ' id. Il vient par le lemme 2.3.32 qu’on peut remplacer Z par T et X par X ×Z T .
On se ramène ainsi à traiter le cas où Z est un schéma affine.

Posons V = V(Ns) avec Ns le faisceau normal de l’immersion s. Puisque Z est affine, on peut trouver un diagramme
commutatif :

Z
s // X

e

��
f

}}

Z
s0 //

@@@@@@@@

@@@@@@@@ V

p

��
Z

avec e étale, s0 la section nulle. De plus, on peut supposer que le carré du diagramme ci-dessus est cartésien. Toujours
par le lemme 2.3.32, on se ramène à traiter le cas où f est la projection d’un fibré vectoriel V(M ) (avec M un OZ-
module localement libre) et s l’inclusion de la section nulle. Mais dans ce cas, l’isomorphisme de pureté coïncide avec
l’isomorphisme Th−1(Ns) ' Th−1(M ) = s!f∗ induit par l’isomorphisme Ns 'M . La conclusion de la proposition est
claire dans ce cas. c.q.f.d

Avant de traiter le cas général, on démontre le lemme suivant en se basant de manière essentielle sur le cas particulier
qu’on vient de traiter.

Lemme 2.3.35 — Supposons donné un diagramme commutatif :

Z

CCCCCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCCCCC
t // Y

g

��1
111111111111

s // X

f

��
Z

avec f et g lisses et t et s des immersions fermées. Pour (A,B) ∈ Ob(H(Z))2 le diagramme suivant :

t!(s∗f∗A⊗Y s!f∗B)

∼
��

// t!s!(f∗A⊗X f∗B) ∼ // t!s!f∗(A⊗Z B)

∼
��

t!(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B) ∼ // t!Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // t!Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

est commutatif.

Demonstration Considérons le diagramme (?) suivant :

t∗s∗f∗A⊗ t!s!f∗B
∼ //

��
(1)

t∗g∗A⊗ t!Th−1(Ns)g∗B
∼ //

��
(3)

t∗g∗A⊗ Th−1(t∗Ns)t!g∗B

∼
��

∼ //

(5)

A⊗ Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)B

∼
��

t!(s∗f∗A⊗ s!f∗B) ∼ //

��
(2)

t!(g∗A⊗ Th−1(Ns)g∗B)

∼
��

Th−1(t∗Ns)(t∗g∗A⊗ t!g∗B) ∼ //

��
(6)

Th−1(t∗Ns)(A⊗ Th−1(Nt)B)

∼
��

t!s!(f∗A⊗ f∗B)

∼
��

t!Th−1(Ns)(g∗A⊗ g∗B) ∼ //

∼
��

(4)

Th−1(t∗Ns)t!(g∗A⊗ g∗B)

∼
��

Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)(A⊗B)

t!s!f∗(A⊗B) ∼ // t!Th−1(Ns)g∗(A⊗B) ∼ // Th−1(t∗Ns)t!g∗(A⊗B) ∼ // Th−1(t∗Ns)Th−1(Nt)(A⊗B)

Les carrés numérotés (1), (4) et (6) sont clairement commutatifs. Le diagramme numéroté (2) est celui dont on cherche
à prouver la commutation. Le diagramme (3) commute par 2.3.22. La commutation du diagramme (6) découle de la
proposition 2.3.34 appliquée au triangle commutatif :

Z
t //

@@@@@@@@

@@@@@@@@ Y

g

��
Z
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D’autre part, par le lemme ci-dessous, toutes les flèches du diagrammes (?) (sauf peut-être ceux du sous-diagramme
(2)) sont inversibles. Il vient que pour prouver la commutation du sous-diagramme (2), il suffit de montrer que le bord
de (?) est commutatif. Pour montrer cela, on applique encore une fois la proposition 2.3.34 au triangle commutatif :

Z
s◦t //

@@@@@@@@

@@@@@@@@ X

f

��
Z

pour obtenir la commutation du diagramme :

(s ◦ t)∗f∗A⊗Z (s ◦ t)!f∗B

∼
��

// (s ◦ t)!(f∗A⊗X f∗B) ∼ // (s ◦ t)!f∗(A⊗Z B)

∼
��

A⊗Z Th−1(Ns◦t)B
∼ // Th−1(Ns◦t)(A⊗Z B) ∼ // Th−1(Ns◦t)(A⊗Z B)

En utilisant la compatibilité de l’isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées et le fait que
les isomorphismes de connexion ainsi que ceux de composition des équivalences de Thom sont des isomorphismes de
modules, on peut développer ce diagramme pour obtenir le bord de (?). Ceci prouve le lemme. c.q.f.d

Pour compléter la preuve du lemme 2.3.35, il nous reste à montrer :

Lemme 2.3.36 — Gardons les notations du lemme précédent. Les flèches suivantes :

t∗g∗A⊗ t!Th−1(Ns)g∗B // t!(g∗A⊗ Th−1(Ns)g∗B) et t∗g∗A⊗ t!g∗B // t!(g∗A⊗ g∗B)

sont inversibles.

Demonstration La question étant locale pour la topologie de Nisnévich, on se ramène immédiatement au cas où
Ns est libre de rang r. Il vient que Th−1(Ns)g∗B ' g∗(B(−r)[−2r]). On doit donc traiter uniquement le second
morphisme.

Pour le second morphisme, on utilise le diagramme commutatif de la proposition 2.3.34 :

t∗g∗A⊗Z t!g∗B //

∼
��

t!(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // t!g∗(A⊗Z B)

∼
��

A⊗Z Th−1(Nt)B
∼ // Th−1(Nt)(A⊗Z B) Th−1(Nt)(A⊗Z B)

D’où le résultat. c.q.f.d

Achevons la preuve du théorème 2.3.31. On forme la diagramme commutatif :

Y

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL
∆ // Y ×Z Y

pr2

��>>>>>>>>>>>>>>>
s′ // X ×Z Y

f ′

��
Y

Par le lemme ci-dessus appliqué aux objets g∗A et g∗B, on a le diagramme commutatif :

∆!(s′∗f ′∗(g∗A)⊗Y×ZY s′!f ′∗(g∗B)) ∼ //

��

∆!(pr∗2(g∗A)⊗Y×ZY Th−1(Ns′)pr∗2(g∗B))

∼
��

∆!s′!(f ′∗(g∗A)⊗X×ZY f ′∗(g∗B))

∼
��

∆!Th−1(Ns′)(pr∗2(g∗A)⊗Y×ZY pr∗2(g∗B))

∼
��

∆!s′!f ′∗(g∗A⊗Y g∗B) ∼ // ∆!Th−1(Ns′)pr∗2(g∗A⊗Y g∗B)

Ce diagramme est clairement isomorphe au diagramme ci-dessous qui est donc également commutatif :
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∆!(s′∗(g ◦ f ′)∗A⊗Y×ZY s′!(g ◦ f ′)∗B) ∼ //

��

∆!((g ◦ pr2)∗A⊗Y×ZY Th−1(Ns′)(g ◦ pr2)∗B)

∼
��

∆!s′!((g ◦ f ′)∗A⊗X×ZY (g ◦ f ′)∗B)

∼
��

∆!Th−1(Ns′)((g ◦ pr2)∗A⊗Y×ZY (g ◦ pr2)∗B)

∼
��

∆!s′!(g ◦ f ′)∗(A⊗Z B) ∼ // ∆!Th−1(Ns′)(g ◦ pr2)∗(A⊗Z B)

En appliquant le lemme 2.3.32 à :

Y ×Z Y
pr1

��

s′ // X ×Z Y
pr1

��
Y

s //

g
&&MMMMMMMMMMMM X

f

��
Z

et en utilisant les égalités g ◦ f ′ = f ◦ pr1 et g ◦ pr2 = g ◦ pr1, on déduit que le diagramme suivant est commutatif :

∆!pr∗1(s∗f∗A⊗Y s!f∗B) ∼ //

��

∆!pr∗1(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B)

∼
��

∆!pr∗1s
!(f∗A⊗X f∗B)

∼
��

∆!pr∗1Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B)

∼
��

∆!pr∗1s
!f∗(A⊗Z B) ∼ // ∆!pr∗1a

∗Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

Ainsi, on a prouvé que le diagramme qui nous intéresse devient commutatif si on applique le foncteur ∆−1pr∗1 '
Th−1(Ωg). Mais les foncteurs de Thom Th−1(−) sont des équivalences et donc fidèles. Le théorème est prouvé.

Le théorème 2.3.31 se réécrit :

Corollaire 2.3.37 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas quasi-projectifs :

Y
s //

g
  @@@@@@@@ X

f

��
Z

avec s une immersion fermée et g et f des morphismes lisses. Alors le diagramme suivant :

s∗f∗A⊗ s!f !B
∼ //

∼
��

g∗A⊗ g!B

∼

��

s!(f∗A⊗ f !B)

∼
��

s!f !(A⊗B) ∼ // g!(A⊗B)

est commutatif.
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Demonstration Considérons le diagramme suivant :

s∗f∗A⊗Y s!Th(Ωf )f∗B

∼
��

∼ //

(1)

s∗f∗A⊗Y Th(s∗Ωf )s!f∗B

∼
��

∼ // g∗A⊗Y Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)g∗B

∼
��

s!(f∗A⊗X Th(Ωf )f∗B)

∼
��

Th(s∗Ωf )(s∗f∗A⊗Y s!f∗B)

∼
��

∼ //

(2)

Th(s∗Ωf )(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B)

∼
��

s!Th(Ωf )(f∗A⊗Y f∗B)

∼
��

Th(s∗Ωf )s!(f∗A⊗ f∗B)

∼
��

Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B)

∼
��

s!Th(Ωf )f∗(A⊗Z B) ∼ // Th(s∗Ωf )s!f∗(A⊗Z B) ∼ // Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B)

La commutation du rectangle (1) découle de 2.3.22. La commutation du rectangle (2) découle de la compatibilité avec
l’isomorphisme de pureté 2.3.31. Il vient que notre diagramme est commutatif. Pour terminer, il reste à montrer que
le diagramme suivant :

g∗A⊗Y Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)g∗B

∼
��

∼ // g∗A⊗Y Th(Ωg)g∗B

∼

��

Th(s∗Ωf )(g∗A⊗Y Th−1(Ns)g∗B)

∼
��

Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)(g∗A⊗Y g∗B)

∼
��

∼ // Th(Ωg)(g∗A⊗Y g∗B)

∼
��

Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)g∗(A⊗Z B) ∼ // Th(Ωg)g∗(A⊗Z B)

est commutatif. Ceci découle immédiatement du fait que le 2-isomorphisme de composition :

Th(Ωg)
∼ // Th(s∗Ωf )Th−1(Ns)

est un isomorphisme de idH(Y )-modules. c.q.f.d

On peut maintenant prouver le théorème suivant :

Theoreme 2.3.38 — Il existe un 2-foncteur contravariant :

[H∗,H!] : Sch/S //Mod

qui coïncide avec [ImmH∗, ImmH!] et [LissH∗, LissH!] lorsqu’on se restreint à (Sch/S)Imm et (Sch/S)Liss respectivement.

Demonstration Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Il suffit de montrer l’indépen-
dance de la factorisation du module [f∗, f !]. Supposons données deux factorisations de f en p ◦ s et p′ ◦ s′. On se
ramène immédiatement aux cas où il existe un diagramme commutatif :

Y
s // •

p //

i

��

X

Y
s′ // •

p′ // X

avec i une immersion fermée. On sait que les isomorphismes de connexions :

[s′∗, s′!] ∼ // [s∗, s!][i∗, i!]

sont des isomorphismes de modules puisque s, s′ et i sont des immersions fermées. Il suffit donc de montrer que les
isomorphismes de connexion induisent un isomorphisme de modules :

[p∗, p!] ∼ // [i∗, i!][p′∗, p′!]
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Ceci est vrai par le corollaire 2.3.37. c.q.f.d

Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. En utilisant l’adjonction (f!, f
!) on déduit à

partir du f∗-module bilatère [f∗, f !] un projecteur bilatère [f∗, f!]. On a de même :

Corollaire 2.3.39 — Les 2-isomorphismes de connexion de H∗ et H! fournissent un 2-foncteur covariant :

[H∗,H!] : Sch/S // Proj

Ce projecteur présente quelques avantages sur le module dont il provient à cause de :

Theoreme 2.3.40 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour tout (A,B,A′, B′) ∈
Ob(H(X))2 × Ob(H(Y ))2 les morphismes :

f!(f∗A⊗Y B′) // A⊗X f!(B) et f!(A′ ⊗Y f∗B) // f!(A′)⊗X B

sont inversibles.

Demonstration On traite uniquement la première flèche, la seconde découle par ⊗-dualité. Il suffit de prouver la
proposition dans le cas où f est lisse et puis dans le cas où f = i est une immersion fermée.

1- Si f est lisse, notre morphisme est la composée :

f#Th−1(Ωf )(f∗A⊗Y B′) // f#(f∗A⊗Y Th−1(Ωf )B′) // A⊗X f#Th−1(Ωf )B

Les deux flèches qui figurent dans cette composition sont inversibles (voir la définition 2.3.1).
2- Si f = i est une immersion fermée, notre morphisme est la composée :

i∗(i∗A⊗Y B′)i∗(i∗A⊗X i∗i∗B
′) //// i∗i∗(A⊗X i∗B

′) // A⊗ i∗B

Les deux flèches de cette composée sont également inversibles. c.q.f.d

2.3.6 Des diagrammes commutatifs supplémentaires
On commence par la proposition suivante :

Proposition 2.3.41 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Les deux 2-morphismes d’échanges Ex∗,∗ et Ex!,∗ induisent une face carrée dans la 2-catégorie Mod :

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g∗, g∗]

oo
[g′∗, g′∗]

OO

[f ′∗, f ′!]

OO

[f∗, f !]oooos{
[Ex∗,∗,Ex!,∗]

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

g′∗f∗(A)⊗Y ′ g′∗f !(B) ∼ //

��

g′∗(f∗(A)⊗Y f !(B)) // g′∗f !(A⊗X B)

��
f ′∗g∗(A)⊗Y ′ f ′!g∗(B) // f ′!(g∗(A)⊗Y g∗(B)) ∼ // f ′!g∗(A⊗X B)

pour tout (A,B) ∈ Ob(H(X))2.

Demonstration On choisit une factorisation de f = p ◦ i avec i une immersion fermée et p un morphisme lisse
de S-schéma quasi-projectif. On peut alors traiter le cas de i et p séparément (puisque que les isomorphismes de
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connexions induisent un isomorphisme de modules). Mais pour une immersion fermée i, le résultat correspondant a été
établi dans 2.3.14. Ceci nous ramène à supposer f lisse. Dans ce cas, on utilise la formule f ! = Th(Ωf )f∗. En revenant
à la définition du morphisme d’échange Ex!,∗, on voit qu’il suffit de prouver qu’on a deux faces dans Mod :

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g∗, g∗]

oo
[g′∗, g′∗]

OO

[f ′∗, f ′∗]

OO

[f∗, f∗]oooos{
[Ex∗,∗,Ex∗,∗]

et

(H(Y ′),⊗Y ′) (H(Y ),⊗Y )

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g′∗, g′∗]

oo
[g′∗, g′∗]

OO

[1,Th(Ωf ′)]

OO

[1,Th(Ωf )]oooos{

La première face est évidement un face de Mod puisque les isomorphismes de connexions sont des transformations
naturelles monoïdales. Pour la seconde face, on utilise 2.3.19. c.q.f.d

Corollaire 2.3.42 — Gardons les hypothèses de la proposition 2.3.41. Le diagramme suivant :

f ′! (f
′∗g∗(A)⊗Y ′ g′∗(B′))

∼ //

∼
��

g∗(A)⊗X′ f ′! g′∗(B′)
∼ // g∗(A)⊗X′ g∗f!(B′)

∼ // g∗(A⊗X f!(B′))

f ′! (g
′∗f∗(A)⊗Y ′ g′∗(B′))

∼ // f ′! g
′∗(f∗(A)⊗Y B′)

∼ // g∗f!(f∗(A)⊗Y B′)
∼ // g∗(A⊗X f!(B′))

est commutatif pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Y )).

Demonstration Il suffit d’appliquer le lemme 2.1.105 à la face carrée de modules à gauche de la proposition 2.3.41
et aux adjonctions (f!, f

!) et (f ′! , f
′!). c.q.f.d

On également :

Corollaire 2.3.43 — Gardons les hypothèses de la proposition 2.3.41. Le diagramme suivant :

f∗g∗(A′)⊗Y f !B //

∼
��

f !(g∗(A′)⊗X B) // f !g∗(A′ ⊗X′ g∗B) ∼ // g′∗f
′!(A′ ⊗X′ g∗B)

g′∗f
′∗(A′)⊗Y f !B // g′∗(f

′∗(A′)⊗Y ′ g′∗f !B) // g′∗(f
′∗(A′)⊗Y ′ f ′!g∗B) // g′∗f

′!(A′ ⊗X g∗B)

est commutatif pour tout (A′, B) ∈ Ob(H(X ′))× Ob(H(X)).

Demonstration On peut considérer la face carrée de la proposition 2.3.41 comme une face carrée mixte de modules
et comodules, formée des deux modules à gauche [f∗, f !] et [f ′∗, f ′!] et des deux comodules à droite tautologiques sur
g∗ et g′∗. On obtient alors la commutation du diagramme de l’énoncé en appliquant le lemme 2.1.118. c.q.f.d

On continue avec la proposition :

Proposition 2.3.44 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Les 2-morphismes d’échanges :

f ′∗g! // g′!f∗ , g′∗f ! // f ′!g∗ et g′!f ! ∼ // f ′!g!

induisent une face mixte de modules :

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g∗, g!]

oo
[g′∗, g′!]

OO

[f ′∗, f ′!]

OO

[f∗, f !]oooos{
oooo 3;
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En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

f ′∗g!A⊗ g′∗f !B // g′!f∗A⊗ g′∗f !B // g′!(f∗A⊗ f !B) // g′!f !(A⊗B)

∼
��

f ′∗g!A⊗ g′∗f !B // f ′∗g!A⊗ f ′!g∗B // f ′!(g!A⊗ g∗B) // f ′!g!(A⊗B)

pour tout (A,B) ∈ Ob(H(X))2.

Demonstration En factorisant g et f par une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse, en se ramène immé-
diatement à traiter les cas suivants :

– f et g sont tous les deux lisses,
– f et g sont tous les deux des immersions fermées,
– f est lisse et g une immersion fermée.

Nous avons déjà traité ces trois cas dans 2.3.29, 2.3.16 et 2.3.30 respectivement. c.q.f.d

2.3.7 Le module [f∗, f!]

On fait la définition suivante :

Definition 2.3.45 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour (A,B) ∈
Ob(H(Y ))2, on définit une flèche :

f∗(A)⊗X f!(B) // f!(A⊗Y B)

en prenant la composée :

f∗(A)⊗X f!(B) f!(f∗f∗(A)⊗Y B)∼oo // f!(A⊗Y B)

Proposition 2.3.46 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes :

f∗(A)⊗X f!(B) // f!(A⊗Y B) et f!(A)⊗X f∗(B) // f!(A⊗Y B)

avec (A,B) ∈ Ob(H(Y ))2, définissent une structure de f∗-module bilatère sur f!. De plus, les morphismes de connexions
de H∗ et H! induisent un 2-foncteur covariant [H∗,H!] : Sch/S //Mod .

Demonstration Montrons que f! est un f∗-module à gauche. Étant donné que f! est un f∗-projecteur, on a le
diagramme commutatif suivant :

f∗(A)⊗X (f∗(B)⊗X f!(C))

��

f∗(A)⊗X f!(f∗f∗(B)⊗Y C)∼oo f!(f∗f∗(A)⊗Y (f∗f∗(B)⊗Y C))∼oo

��
(f∗(A)⊗X f∗(B))⊗X f!(C) f!(f∗(f∗(A)⊗X f∗(B))⊗Y C)∼oo f!((f∗f∗(A)⊗Y f∗f∗(B))⊗ C)∼oo

En composant à droite par le diagramme commutatif :

f!(f∗f∗(A)⊗Y (f∗f∗(B)⊗Y C))

��

// f!(A⊗Y (B ⊗Y C))

��
f!((f∗f∗(A)⊗Y f∗f∗(B))⊗ C) // f!((A⊗Y B)⊗ C)

On se ramène immédiatement à prouver la commutation de :

f∗(f∗(A)⊗X f∗(B)) //

��

(f∗f∗(A)⊗Y f∗f∗(B))

��
f∗f∗(A⊗Y B) // (A⊗Y B)

Ceci découle immédiatement de la définition de l’accouplement de f∗ à partir de celui de f∗.
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La preuve du fait que f! est un f∗-module bilatère se démontre par la même méthode. Les détails sont laissés aux
lecteurs. Le fait que les 2-isomorphismes de connexion définissent bien un 2-foncteur dans la 2-catégorie des modules
découle facilement du fait qu’on a un 2-foncteur [H∗,H!] dans la 2-catégorie des projecteurs. c.q.f.d

Proposition 2.3.47 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Les 2-morphismes d’échange définissent deux faces carrées de Mod :

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

//
[g∗, g∗]

//
[g′∗, g

′
∗]

��

[f ′∗, f
′
! ]

��

[f∗, f!]oooos{
[Ex∗,∗,Ex!,∗]

et

(H(X ′),⊗X′) (H(X),⊗X)

(H(Y ),⊗Y )(H(Y ′),⊗Y ′)

oo
[g∗, g∗]

oo
[g′∗, g′∗]

��

[f ′∗, f
′
! ]

��

[f∗, f!]OOOOck
[Ex∗∗,Ex

∗
! ]

Demonstration Par le corollaire 2.1.91, on a des paires de 1-morphismes adjoints dans la 2-catégories pMono :

(g∗, g∗) et (g′∗, g′∗)

Le 2-foncteur strict pMono ⊂Mod fournit alors deux paires de 1-morphismes adjoints :

([g∗, g∗], [g∗, g∗]) et ([g′∗, g′∗], [g′∗, g
′
∗])

Il est alors facile de vérifier que la première face carrée, s’obtient de la seconde via ces adjonctions. On peut donc se
contenter de vérifier que la seconde face est une face de modules. Il suffit pour cela de prouver la commutation du
diagramme :

g∗f∗(A)⊗ g∗f!(B) ∼ //

∼
��

g∗(f∗(A)⊗ f!(B)) // g∗f!(f∗f∗A⊗B) ∼ // f ′! g
′∗(f∗f∗(A)⊗B)

g∗f∗(A)⊗ f ′! g′∗(B) ∼ //

��

f ′! (f
′∗g∗f∗(A)⊗ g′∗(B)) //

��

f ′! (g
′∗f∗f∗(A)⊗ g′∗(B)) ∼ //

��

f ′! g
′∗(f∗f∗(A)⊗B)

��
f ′∗g
′∗(A)⊗ f ′! g′∗(B) ∼ // f ′! (f

′∗f ′∗g
′∗(A)⊗ g′∗(B)) // f ′! (g

′∗(A)⊗ g′∗(B)) ∼ // f ′! g
′∗(A⊗B)

La commutation des trois carrés inférieurs du diagramme est claire. La commutation du grand rectangle découle du
lemme 2.1.105 appliqué à la face carrée de modules de la proposition 2.3.41 . c.q.f.d

Corollaire 2.3.48 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes
évidents, induisent un 2-morphisme dans Mod : [f∗, f!] // [f∗, f∗] .

Demonstration En effet considérons le carré cartésien :

Y ×X Y
pr2 //

pr1

��

Y

f

��
Y

f // X

Si ∆ désigne l’immersion fermée diagonale Y // Y ×X Y , le 2-morphisme αf : f!
// f∗ est donné par la

composée :

f! ' f!pr1∗∆∗
Ex!,∗ // f∗pr2!∆! ' f∗

Mais en utilisant la proposition 2.3.47, on peut former un 2-morphisme dans Mod en prenant la composée :

[f∗, f!] ' [f∗pr1∗∆∗, f!pr1∗∆∗]
[Ex∗,∗,Ex!,∗] // [f∗pr2∗∆∗, f∗pr2!∆!] ' [f∗, f∗]



2.3 Les 2-foncteurs monoïdaux homotopiques stables 297

Ce morphisme est clairement égal à [idf∗ , αf ]. Ceci prouve le corollaire. c.q.f.d

On a aussi :

Corollaire 2.3.49 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour (A,B) ∈
Ob(H(Y )) le carré suivant est commutatif :

f!(A)⊗X f!(B) //

��

f!(A)⊗X f∗(B)

��
f∗(A)⊗X f!(B) // f!(A⊗Y B)

Demonstration Soient g et h des morphismes composables de S-schémas quasi-projectifs. L’énoncé pour g et h
implique l’énoncé pour g ◦ h. On se ramène ainsi à traiter le cas où f est projectif et f = j une immersion ouverte.

Lorsque f est projectif, le morphisme f!
// f∗ est inversible. Par le corollaire 2.3.48, le carré qui nous intéresse

est isomorphe à :
f∗(A)⊗X f∗(B) f∗(A)⊗X f∗(B)

��
f∗(A)⊗X f∗(B) // f∗(A⊗Y B)

Le résultat est alors vrai dans ce cas.
On se donne donc une immersion ouverte j : U // X . Il s’agit de montrer que le carré suivant :

j#(A)⊗X j#(B) //

��

j#(A)⊗X j∗(B)

��
j∗(A)⊗X j#(B) // j#(A⊗B)

est commutatif. Les quatre sommets du carré sont (à isomorphisme près) dans la sous-catégorie pleine j#(H(U)) ⊂
H(X). Il suffit donc de montrer que le carré en question devient commutatif après application de j∗. Il est facile de
vérifier que lorsqu’on applique j∗ on obtient un carré isomorphe à :

A⊗B A⊗B

A⊗B A⊗B

Le lemme est prouvé. c.q.f.d

2.3.8 Les homomorphismes internes
On suppose donné un 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,⊗). On fait la définition suivante :

Definition 2.3.50 — On dira que le 2-foncteur monoïdal homotopique stable (H,⊗) est fermé à droite (resp.
à gauche) si pour tout S-schéma quasi-projectif X, la catégorie monoïdale (H(X),⊗) est fermée à droite (resp. à
gauche). Dans ce cas, on notera Homd,X(A,−) (resp. Homg,X(A,−)) l’adjoint à droite de − ⊗X A (resp. A ⊗X −)
pour tout A ∈ H(X).

Comme dans la section précédente, on étudiera des formules faisant apparaître − ⊗ −, Hom(−,−) et les quatre
opérations. Notons que pour (A,B,C) ∈ Ob(H(X))3 on a des isomorphismes canoniques :

hom(A⊗X B,C) ' hom(B,Homg,X(A,C)) ' hom(A,Homd,X(B,C))

Dans la suite, on supposera que (H,⊗) est fermée à droite et on notera HomX(−,−) le bifoncteur Homd,X(−,−).
Lorsqu’un énoncé concerne les 2-foncteurs monoïdaux homotopiques stables fermés à droite et à gauche, on remettra
alors les indices d et g. On va définir trois isomorphismes bien connus :

Proposition 2.3.51 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.141, on a des isomorphismes :

HomY (A, f∗B′)
∼ // f∗HomX(f∗A,B′)
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naturels en (A,B′) ∈ Ob(H(X))×Ob(H(Y )) et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion dans le sens suivant.
Étant donné un deuxième morphisme g : Z // Y de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme :

HomX(A, (f ◦ g)∗B′′)

∼
��

∼ // (f ◦ g)∗HomZ((f ◦ g)∗A,B′′)

∼

��

HomX(A, f∗g∗B′′)

∼
��

f∗Hom(f∗A, g∗B′′)
∼ // f∗g∗Hom(g∗f∗A,B′′)

est commutatif pour tout (A,B′′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Z)).

Demonstration L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.141 appliqué au foncteur pseudo-monoïdal
f∗. La compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexion provient par adjonction du diagramme commutatif :

(f ◦ g)∗ ◦ (−⊗X A) ∼ //

∼
��

(−⊗Z (f ◦ g)∗A) ◦ (f ◦ g)∗

∼

��

g∗ ◦ f∗ ◦ (−⊗X A)

∼
��

g∗ ◦ (−⊗Y f∗A) ◦ f∗ ∼ // (−⊗Z g∗f∗A) ◦ g∗ ◦ f∗

La proposition est prouvée. c.q.f.d

Proposition 2.3.52 — Soit f : Y // X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.145, on a des isomorphismes :

HomX(f#A
′, B) ∼ // f∗HomX(A′, f∗B)

naturels en (A′, B) ∈ Ob(H(Y ))×Ob(H(X)) et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion dans le sens suivant.
Si g : Z // Y est un second morphisme lisse, le diagramme :

HomX((f ◦ g)#A
′′, B) ∼ //

∼
��

(f ◦ g)∗HomZ(A′′, (f ◦ g)∗B)

∼

��

HomX(f#g#A
′′, B)

∼
��

f∗HomY (g#A
′′, f∗B) ∼ // f∗g∗HomZ(A′′, g∗f∗C)

est commutatif pour tout (A′′, B) ∈ Ob(H(Z))× Ob(H(X)).

Demonstration L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 appliqué au module à gauche [f∗, f∗]
et les adjonctions (f#, f

∗) et (f∗, f∗). Rappelons que ce morphisme est celui obtenu par adjonction à partir de
l’isomorphisme de projection :

f# ◦ (−⊗A′) ◦ f∗ ∼ // −⊗ f#A
′

Pour montrer la compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexion, il suffit par adjonction de prouver la commutation
de :

(f ◦ g)# ◦ (−⊗Z A′′) ◦ (f ◦ g)∗ ∼ //

∼
��

−⊗X (f ◦ g)#A
′′

∼

��

f# ◦ g# ◦ (−⊗Z A′′) ◦ f∗ ◦ g∗

∼
��

f# ◦ (−⊗Y g#A
′′) ◦ f∗ ∼ // −⊗X f#g#A

′′
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Mais ce diagramme est bien commutatif. c.q.f.d

On continue dans le même esprit avec la proposition :

Proposition 2.3.53 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.145, on a des isomorphismes :

HomX(f!A
′, B) ∼ // f∗HomY (A′, f !B)

naturels en (A′, B) ∈ Ob(H(Y )) × Ob(H(X)) et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion de la manière
suivante. Si g : Z // Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme :

HomX((f ◦ g)!A
′′, B) ∼ //

∼
��

(f ◦ g)∗HomZ(A′′, (f ◦ g)!B)

∼

��

HomX(f!g!A
′′, B)

∼
��

f∗HomY (g!A
′′, f !B) ∼ // f∗g∗HomZ(A′′, g!f !C)

est commutatif pour tout (A′′, B) ∈ Ob(H(Z))× Ob(H(X)).

Demonstration L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 appliqué au module à gauche [f∗, f !]
et les adjonctions (f!, f

!) et (f∗, f∗). Rappelons que ce morphisme est celui obtenu par adjonction à partir de l’isomor-
phisme de projection :

f! ◦ (−⊗A′) ◦ f∗ ∼ // −⊗ f!A
′

Pour montrer la compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexion, il suffit par adjonction de prouver la commutation
de :

(f ◦ g)! ◦ (−⊗Z A′′) ◦ (f ◦ g)∗ ∼ //

∼
��

−⊗X (f ◦ g)!A
′′

∼

��

f! ◦ g! ◦ (−⊗Z A′′) ◦ f∗ ◦ g∗

∼
��

f! ◦ (−⊗Y g!A
′′) ◦ f∗ ∼ // −⊗X f!g!A

′′

Mais ce diagramme est bien commutatif par le corollaire 2.3.39. c.q.f.d

On peut encore définir deux morphismes de la même famille :

Proposition 2.3.54 — Soient f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.140, on a des morphismes :

(2.37) f∗HomX(A,B) // HomY (f∗A, f∗B)

naturels en (A,B) ∈ Ob(H(X))2 et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexions de la manière suivante. Si
g : Z // Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme suivant :

(f ◦ g)∗HomX(A,B) //

∼
��

HomZ((f ◦ g)∗A, (f ◦ g)∗B)

∼

��

g∗f∗HomX(A,B)

��
g∗HomY (f∗A, f∗B) // HomZ(g∗f∗A, g∗f !B)

est commutatif. Lorsque f est lisse, le morphisme (2.37) est inversible.

Demonstration Notre morphisme est celui de la définition 2.1.140 mais encore celui de la définition 2.1.143 appliqué
au module tautologique (à droite) [f∗, f∗]. Lorsque f est lisse, le foncteur f∗ admet un adjoint à gauche f# et le
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morphisme structural du projecteur [f∗, f#] est inversible. Il vient par le lemme 2.1.144 que le morphisme (2.37) est
bien inversible dans ce cas. La commutation du diagramme est laissée en exercice. c.q.f.d

Proposition 2.3.55 — Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.143, on a des isomorphismes :

f !HomX(A,B) ∼ // HomY (f∗A, f !B)

naturels en (A,B) ∈ Ob(H(X))2 et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexions de la manière suivante. Si
g : Z // Y est un autre morphisme de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme suivant :

(f ◦ g)!HomX(A,B) ∼ //

∼
��

HomZ((f ◦ g)∗A, (f ◦ g)!B)

∼

��

g!f !HomX(A,B)

∼
��

g!HomY (f∗A, f !B) ∼ // HomZ(g∗f∗A, g!f !B)

est commutatif.

Demonstration Par le lemme 2.1.144, le 2-morphisme en question est obtenu du 2-isomorphisme :

f! ◦ (−⊗ f∗A) ∼ // (−⊗A) ◦ f!

via les adjonctions : (f! ◦ (−⊗ f∗A),Hom(f∗A,−) ◦ f !) et ((−⊗A) ◦ f!, f
! ◦Hom(A,−)). Pour prouver la commutation

du diagramme de l’énoncé, il suffit de prouver que le diagramme suivant :

(fg)!(−⊗ (fg)∗A) ∼ //

∼
��

(fg)!(−)⊗A

∼

��

f!g!(−⊗ g∗f∗A)

∼
��

f!(g!(−)⊗ f∗A) ∼ // f!g!(−)⊗A

est commutatif. Ceci découle du corollaire 2.3.39. c.q.f.d

2.3.9 Compatibilité avec les 2-morphismes d’échange
Dans ce paragraphe on regroupe quelque diagrammes commutatifs décrivant des cohérences entre les morphismes

définis dans la sous-section précédente et les 2-morphismes d’échange.

Proposition 2.3.56 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Les diagrammes suivants :

g∗f∗Hom(f∗A,B′) // f ′∗g
′∗Hom(f∗A,B′) // f ′∗Hom(g′∗f∗A, g′∗B′)

��
f ′∗Hom(f ′∗g∗A, g′∗B′)

g∗Hom(A, f∗B′) //

∼

OO

Hom(g∗A, g∗f∗B′) // Hom(g∗A, f ′∗g
′∗B′)

∼

OO
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et

g!f∗Hom(f∗A,B′) ∼ // f ′∗g
′!Hom(f∗A,B′) ∼ // f ′∗Hom(g′∗f∗A, g′!B′)

∼
��

f ′∗Hom(f ′∗g∗A, g′!B′)

g!Hom(A, f∗B′)
∼ //

∼

OO

Hom(g∗A, g!f∗B
′) ∼ // Hom(g∗A, f ′∗g

′!B′)

∼

OO

sont commutatifs pour tout (A,B′) ∈ Ob(H(X))× Ob(H(Y )).

Demonstration On prouvera uniquement la commutation du second diagramme. Si on considère le diagramme en
question comme un diagramme de foncteurs en B′, on remarque immédiatement que tous les foncteurs en question
admettent des adjoints à gauche. On passant à ces adjoints on se ramène à prouver la commutation de :

g′!(f
′∗(−)⊗Y ′ g′∗f∗(A)) ∼ //

∼
��

g′!f
′∗(−)⊗Y f∗(A) ∼ // f∗g!(−)⊗Y f∗(A) ∼ // f∗(g!(−)⊗X A)

g′!(f
′∗(−)⊗′Y f ′∗g∗(A)) ∼ // g′!f

′∗(−⊗X′ g∗(A)) ∼ // f∗g!(−⊗X′ g∗A) ∼ // f∗(g!(−)⊗X A)

Ceci découle du corollaire 2.3.42. c.q.f.d

On a également :

Proposition 2.3.57 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Les diagrammes suivants :

g∗f∗Hom(A′, f !B) // f ′∗g
′∗Hom(A′, f !B) // f ′∗Hom(g′∗A′, g′∗f !B)

��
f ′∗Hom(g′∗A′, f ′!g∗B)

g∗Hom(f!A
′, B) //

∼

OO

Hom(g∗f!A
′, g∗B) ∼ // Hom(f ′! g

′∗A′, g∗B)

∼

OO

et

g!f∗Hom(A′, f !B) ∼ // f ′∗g
′!Hom(A′, f !B) ∼ // f ′∗Hom(g′∗A′, g′!f !B)

∼
��

f ′∗Hom(g′∗A′, f ′!g!B)

g!Hom(f!A
′, B) ∼ //

∼

OO

Hom(g∗f!A
′, g!B) ∼ // Hom(f ′! g

′∗A′, g!B)

∼

OO

sont commutatifs pour tout (A′, B) ∈ Ob(H(Y ))× Ob(H(X)).

Demonstration La preuve de la commutation du premier diagramme est complètement analogue à celle du second.
On prouvera donc uniquement la commutation du second diagramme. Il s’agit de montrer que les deux diagrammes
planaires suivants on même composition :
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H(X) H(Y ) H(Y ) H(X)

H(X ′) H(Y ′) H(Y ′) H(X ′)

H(X) H(X)

//f !

//
Hom(A′,−)

//
f∗

//
f ′!

//
Hom(g′∗A′,−)

//
f ′∗

//
Hom(f!A

′,−)

��
g!

��
g′!

��
g′!

��
g!����{� oooos{ ����{�

ggggow

H(X ′) H(X ′)

H(X ′) H(Y ′) H(Y ′) H(X ′)

H(X ′) H(X ′)

H(X) H(X)

//
Hom(f ′! g

′∗A′,−)

//
f ′!

//
Hom(g′∗A,−)

//
f ′∗

//
Hom(g∗f!A

′,−)

//
Hom(f!A

′,−)

��
g!

��
g!ggggow

ggggow

ggggow

En utilisant la compatibilité avec les compositions horizontales et verticales de la construction 1.1.9 (voir les proposi-
tions 1.1.11 et 1.1.12), on se ramène à prouver que les composées des diagrammes planaires suivants :

H(X) H(Y ) H(Y ) H(X)

H(X ′) H(Y ′) H(Y ′) H(X ′)

H(X) H(X)

oo
f! oo −⊗A′ oo

f∗

oo
f ′!

oo
−⊗ g′∗A′

oo
f ′∗

oo
−⊗ f!A

′

��
g!

��
g′!

��
g′!

��
g!????[c OOOOck ????[c

WWWWgo

H(X ′) H(X ′)

H(X ′) H(Y ′) H(Y ′) H(X ′)

H(X ′) H(X ′)

H(X) H(X)

oo
−⊗ f ′! g′∗A′

oo
f ′!

oo
−⊗ g′∗A

oo
f ′∗

oo
−⊗ g∗f!A

′

oo
−⊗ f!A

′

��
g!

��
g!WWWWgo

WWWWgo

WWWWgo

coïncident. Ceci découle du lemme 2.1.114 appliqué à la face carrée mixte de modules de la proposition 2.3.44. c.q.f.d

On note finalement le résultat de cohérence ci-dessous, dont la preuve est laissée en exercice :

Proposition 2.3.58 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Le diagramme suivant :

g′∗f !Hom(A,B) ∼ //

��

g′∗Hom(f∗A, f !B) // Hom(g′∗f∗A, g′∗f !B)

��
f ′!g∗Hom(A,B) // f ′!Hom(g∗A, g∗B) ∼ // Hom(f ′∗g∗A, f ′!g∗B)

est commutatif.

2.3.10 Constructibilité, objets dualisants et dualité

On fixe un 2-foncteur monoïdal, homotopique et stable (H,⊗). Rappelons que pour une classe d’objets Λ ⊂
Ob(H(S)) on a défini dans la section 2.2 des catégories Hct

Λ(X) (voir la définition 2.2.3) pour tout S-schéma quasi-
projectif X. Faisons la définition suivante :
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Definition 2.3.59 — Soit Λ ⊂ Ob(H(S)) une classe d’objets. On dit que Λ est stable par ⊗ si pour tout A et B
de Λ, l’objet A⊗B est isomorphe à un objet de Λ.

On a le résultat facile suivant :

Proposition 2.3.60 — Supposons que Λ est stable par ⊗. Alors pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout
(E,F ) ∈ Ob(Hct

Λ(X))2, l’objet E ⊗X F est dans Hct
Λ(X).

Demonstration Le bifoncteur −⊗− étant triangulé par rapport à chacune des variables, il suffira de prouver que
E ⊗X F est constructible pour (E,F ) ∈ Λ(X)2. Soient donc f : U // X et g : V // X deux S-morphismes
lisses et (A,B) ∈ Λ2. On va calculer l’objet :

f#AU ⊗X g#BV

Pour cela, on forme un carré cartésien :

V ×X U
pr2 //

pr1

��

U

f

��
V

g // X

et on note h = f ◦ pr2 = g ◦ pr1. On utilisant les isomorphismes de projection, on a :

f#AU ⊗ g#BV ' f#(AU ⊗ f∗g#BV ) ' f#(AU ⊗ pr2#pr
∗
1BV ) ' f#pr2#(pr∗2AU ⊗ pr∗1BV ) ' h#(AV×XU ⊗BV×XU )

Le résultat découle alors immédiatement du fait que A⊗B est dans Λ (à isomorphisme près) et que AV×XU ⊗V×XU
BV×XU ' (A⊗S B)V×XU . c.q.f.d

Definition 2.3.61 — Supposons que H est fermé à gauche (resp. à droite). On dit qu’une classe d’objets
Λ ⊂ Ob(H(S)) est fermée à gauche (resp. à droite) si pour tout S-schéma X, avec X régulier, et pour tout (A,B) ∈ Λ,
l’objet Homg,X(AX , BX) (resp. Homd,X(AX , BX)) est Λ-constructible.

Proposition 2.3.62 — On suppose que (H,⊗) est fermé à gauche (resp. à droite) et que les foncteurs
Homg,X(−, A) (resp. Homd,X(−, A)) sont triangulés pour tout S-schéma quasi-projectif X et A ∈ Ob(H(X)).

Soit Λ ⊂ Ob(H(S)) une classe d’objets, stable par ⊗, fermée à gauche (resp. à droite) et quasi-pure. On suppose
que l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :

– S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
– S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

Alors pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout (E,F ) ∈ Ob(Hct
Λ(X))2 l’objet Homg,X(E,F ) (resp. Homd,X(E,F ))

est dans Hct
Λ(X).

Demonstration On traite uniquement le cas non-respé. Le bifoncteur Homg,X(−,−) étant triangulé par rapport
à chacune des variables, on se ramène par la proposition 2.2.27 à supposer que E est dans Λ(X) et que F est dans
Λ∗,proj−reg(X). On peut donc supposer que :

– E = u#AU avec u : U // X un S-morphisme lisse et A ∈ Λ,
– F = f∗BY (n) avec f : Y // X un S-morphisme projectif de source un schéma régulier, n ∈ Z et B ∈ Λ.

On se ramène immédiatement au cas n = 0. Par la proposition 2.3.52, on a un isomorphisme :

Homd,X(u#AU , f∗BY ) ' u∗Homd,U (AU , u∗f∗BY )

On sait par la scholie 2.2.34 que sous les conditions de l’énoncé, le foncteur u∗ envoie les objets Λ-constructibles sur
des objets Λ-constructibles. Il suffit de montrer que Homd,U (AU , u∗f∗BY ) est dans Hct

Λ(U). Formons le carré cartésien :

V
v //

g

��

Y

f

��
U

u // X

Le 2-morphisme d’échange Ex∗∗ associé à ce carré est inversible. On a alors :

Homd,U (AU , u∗f∗BY ) ' Homd,U (AU , g∗v∗BY ) ' g∗Homd,V (AV , BV )

Le foncteur g∗ envoie les objets constructibles sur des objets constructibles. Le résultat découle alors du fait que Λ est
fermée à gauche et que le schéma V est régulier puisque lisse sur Y . c.q.f.d

Corollaire 2.3.63 — On garde les hypothèses de la proposition 2.3.62. Il existe une structure de 2-foncteur
monoïdal homotopique stable sur les catégories Hct(−) induite par les inclusions Hct(−) ⊂ H(−). De plus les catégories
monoïdales Hct(−) sont fermées à gauche (resp. à droite).
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Remarque 2.3.64 — Le cas le plus important est celui où (H,⊗) est unitaire et Λ égal à l’ensemble 1(Z) =
{1(n); n ∈ Z} avec 1 l’objet unité de H(S). Les conditions de ⊗-stabilité et de fermeture à gauche ou à droite sont
alors immédiates.

On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.65 — On suppose que S est le spectre d’un corps parfait k. On suppose également que (H,⊗)
est fermé à gauche (resp. à droite) et que les foncteurs Homg,X(−, A) (resp. Homd,X(−, A)) sont triangulés pour tout
k-schéma quasi-projectif X et A ∈ Ob(H(X)).

Si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :
– k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
– H est Q-linéaire et séparé,

alors pour tout k-schéma quasi-projectif X et tout (E,F ) ∈ Ob(Hct
1(Z)(X))2, l’objet Homg,X(E,F ) (resp. Homd,X(E,F ))

est dans Hct
1(Z)(X).

On fait la définition suivante :

Definition 2.3.66 — On suppose que le 2-foncteur monoïdal homotopique et stable (H,⊗) est fermé à droite et
à gauche. On se donne une classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(S)). Soit X un S-schéma quasi-projectif. Un objet R de H(X)
est dit Λ-dualisant si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– L’objet R est Λ-constructible,
– Pour tout objet Λ-constructible A de H(X), les morphismes :

A // Homg,X(Homd,X(A,R), R) et A // Homd,X(Homg,X(A,R), R)

sont inversibles.

Remarque 2.3.67 — Supposons que les hypothèses de la proposition 2.3.62 sont vérifiées dans le cas non-respé ainsi
que le cas respé. Il vient par le corollaire 2.3.63, qu’un objet Λ-dualisant de H(X) est simplement un objet dualisant
de la catégorie monoïdale fermée à droite et à gauche Hct

Λ(X).

Le résultat suivant est une conséquence directe de la remarque précédente et la proposition 2.1.139 :

Proposition 2.3.68 — Supposons que les hypothèses de la proposition 2.3.62 sont vérifiées dans le cas non-respé
ainsi que le cas respé. On se donne un S-schéma quasi-projectif X.

1- Soient R un objet Λ-dualisant et U un objet inversible et Λ-constructible de H(X). Alors, les objets U ⊗ R et
R⊗ U sont Λ-dualisants.

2- Soient R1 et R2 deux objets Λ-dualisants de H(X). Les objets Homd,X(R1, R2) et Homg,X(R1, R2) sont inversibles
et Λ-constructibles. De plus, les morphismes d’évaluations :

Homd,X(R1, R2)⊗X R1
// R2 et R1 ⊗X Homg,X(R1, R2) // R2

sont inversibles.

Ainsi, sous les bonnes hypothèses, un objet Λ-dualisant de H(X) est unique à un objet inversible (et Λ-constructible)
près. Toutefois, un tel objet n’existe pas toujours. Dans le reste de la section, on décrira des conditions assurant
l’existence d’objets Λ-dualisants. On fait la définition suivante :

Definition 2.3.69 — On dit que la classe d’objets Λ est bonne pour la dualité lorsque les conditions suivantes
sont satisfaites :

– L’objet unité 1 est dans Λ.
– Pour tout S-schéma quasi-projectif X avec X régulier, les morphismes :

AX // Homg,X(Homd,X(AX ,1X),1X) et AX // Homd,X(Homg,X(AX ,1X),1X)

sont inversibles pour tout A ∈ Λ.

Remarque 2.3.70 — L’ensemble 1(Z) est bon pour la dualité. En effet, les objets de cet ensemble sont inversibles.
Or pour U on objet inversible, on a bien U ' Homg(Homd(U,1),1).

On introduit l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.3.71 — 1- Le schéma S est régulier. De plus, l’une des deux alternatives suivantes est vraie :
– S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
– S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
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2- Le 2-foncteur monoïdal unitaire, homotopique et stable (H,⊗,1) est fermé à gauche et à droite. De plus les
foncteurs Homg,X(−, A) et Homd,X(−, A) sont triangulés pour tout S-schéma X et A ∈ Ob(H(X)).

3- La classe Λ est bonne pour la dualité. De plus, elle est stable par ⊗, fermée à droite et à gauche et quasi-pure.
4- Pour tout morphisme f : Y // X de S-schémas quasi-projectifs, avec X et Y réguliers, l’objet f !1X est

inversible au sens de 2.1.126.

Avant d’énoncer et d’établir le théorème d’existence d’objets dualisants, on note un lemme technique :

Lemme 2.3.72 — On suppose que le 2-foncteur monoïdal homotopique et stable (H,⊗) est fermé à gauche et à
droite. Soit f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour tout (A,R) ∈ Ob(H(Y ))× Ob(H(X)),
le diagramme suivant :

f!A //

��

Homg,X(Homd,X(f!A,R), R)

∼
��

Homg,X(f∗Homd,Y (A, f !R), R)

��
Homg,X(f!Homd,Y (A, f !R), R)

∼
��

f∗A // f∗Homg,Y (Homd,Y (A, f !R), f !R)

est commutatif.

Demonstration On utilisera dans cette démonstration le module [f∗, f!] (voir la définition 2.3.45) ainsi que les
résultats de la sous-section 2.3.7. On divise la preuve en deux étapes :

Étape 1 : Soient E et F des objets de H(Y ). Considérons le diagramme suivant :

f!F //

��

Homg,X(f∗(E), f∗(E)⊗X f!(F )) // Homg,X(f!(E), f∗(E)⊗X f!(F )) // Homg,X(f!(E), f!(E ⊗ F ))

∼
��

f∗F // f∗Homg,Y (E,E ⊗Y F ) // f∗Homg,Y (E, f !f!(E ⊗Y F ))

et montrons qu’il est commutatif. Notons a et b les deux flèches :

f!F // f∗Homg,Y (E, f !f!(E ⊗Y F ))

obtenues en prenant les deux composées possibles dans ce diagramme. On supposera que a est la composée longue
et b la composée courte. Par l’adjonction (f!(B ⊗Y f∗(−)), f∗Homg,Y (B, f !(−))), les flèches a et b correspondent
respectivement à deux flèches a′ et b′ :

f!(E ⊗Y f∗f!(F )) // f!(E ⊗Y F )

Il est facile de voir que a′ est la composée :

f!(E ⊗Y f∗f!(F )) ∼ // f!(E)⊗X f!(F ) // f∗(E)⊗X f!(F ) // f!(E ⊗Y F )

alors que b′ est simplement la composée :

f!(E ⊗Y f∗f!(F )) // f!(E ⊗Y f∗f∗(F )) // f!(E ⊗Y F )

Pour montrer que a′ = b′, on démontre que le diagramme suivant est commutatif :

f!(E ⊗Y f∗f!(F )) ∼ //

��

f!(E)⊗X f!(F ) //

��
(1)

f∗(E)⊗X f!(F )

��
f!(E ⊗Y f∗f∗(F )) ∼ //

SSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSS
f!(E)⊗X f∗(F ) // f!(E ⊗Y F )

f!(E ⊗X f∗f∗(F ))

∼

OO 55kkkkkkkkkkkkkk
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Le carré (1) commute par le corollaire 2.3.49. L’autre carré commute pour des raisons triviales. La partie restante du
diagramme commute par le définition même du morphisme structural du module [f∗, f!].

Étape 2 : Avec le résultat de l’étape 1 en main, on prouvera notre lemme. On considère le diagramme :

f!A // Homg,X(Homd,X(f!A,R),Homd,X(f!A,R)⊗ f!(A)) //

∼
��

Homg,X(Homd,X(f!A,R), R)

∼
��

f!A //

(2)

��

Homg,X(f∗Homd,X(A, f !R), f∗Homd,X(A, f !R)⊗X f!(A))

��

Homg,X(f∗Homd,Y (A, f !R), R)

(3)

��
Homg,X(f!Homd,X(A, f !R), f!(Homd,X(A, f !R)⊗Y A))

∼
��

Homg,X(f!Homd,Y (A, f !R), R)

∼
��

f∗Homg,X(Homd,X(A, f !R), f !f!(Homd,X(A, f !R)⊗Y A))

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
f∗Homg,X(Homd,Y (A, f !R), f !R)

��
f∗A // f∗Homg,X(Homd,X(A, f !R), (Homd,X(A, f !R)⊗Y A))

OO

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
f∗Homg,X(Homd,X(A, f !R), f !f!f

!R)

��
f∗Homg,X(Homd,X(A, f !R), f !R)

Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que le bord de ce diagramme commutatif. Le partie (2) de ce diagramme
n’est rien d’autre que le diagramme commutatif de l’étape 1 appliqué à F = A et E = Homg,X(A, f !(R)). Le petit
parallélogramme en bas et le petit rectangle en haut sont clairement commutatifs. Ainsi, le lemme sera vrai si le
sous-diagramme (3) est commutatif. Malheureusement, le diagramme (3) ne commute pas. Mais pour la preuve du
lemme, on peut se contenter de prouver que le morphisme :

(2.38) f∗Homg,X(Homd,X(A, f !R), f !f!f
!R) // f∗Homg,X(Homd,Y (A, f !R), f !R)

égalise les deux composées du bord du sous-diagramme (3). Pour démontrer cela, on factorise le diagrammes (3)
(auquel on rajoute la flèche (2.38)) en plusieurs petits diagrammes. On obtient alors le diagramme ci-dessous. Pour
des raisons de place, on s’est débarrassé des décorations évidentes en écrivant Hom à la place de Homg,X , Homg,Y ,
Homd,X , Homd,Y et ⊗ à la place de ⊗X , ⊗Y .

Hom(Hom(f!A,R),Hom(f!A,R)⊗ f!(A)) //

∼
��

(4)

Hom(Hom(f!A,R), R)

∼
��

Hom(Hom(f!A,R), f∗Hom(A, f !R)⊗ f!(A))

��

Hom(f∗Hom(A, f !R), R)

��
Hom(Hom(f!A,R), f!(Hom(A, f !R)⊗A))

∼
��

// Hom(Hom(f!A,R), f!f
!R)

77pppppppppppppppppppppppppppp

∼
��

Hom(f!Hom(A, f !R), R)

∼
��

Hom(f∗Hom(A, f !R), f!(Hom(A, f !R)⊗A)) //

��

Hom(f∗Hom(A, f !R), f!f
!R)

77pppppppppppppppppppppppppppp

��

f∗Hom(Hom(A, f !R), f !R)

��
Hom(f!Hom(A, f !R), f!(Hom(A, f !R)⊗A)) //

∼
��

Hom(f!Hom(A, f !R), f!f
!R)

77pppppppppppppppppppppppppppp

∼
��

f∗Hom(Hom(A, f !R), f !f!f
!R)

��
f∗Hom(Hom(A, f !R), f !f!(Hom(A, f !R)⊗A)) // f∗Hom(Hom(A, f !R), f !f!f

!R)

77pppppppppppppppppppppppppppp
// f∗Hom(Hom(A, f !R), f !R)

Toutes les composantes de ce diagramme commutent pour des raisons triviales sauf la partie (4). Ainsi on achèvera la
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preuve du lemme lorsqu’on prouvera que le diagramme suivant :

Homd,X(f!(A), R)⊗X f!(A) //

∼
��

R

f∗Homd,Y (A, f !R)⊗X f!(A)

��
f!(Homd,Y (A, f !R)⊗Y f !(A)) // f!f

!R

OO

est commutatif. Pour cela, on écrit le diagramme en question en explicitant le morphisme structural du module [f∗, f!] :

Homd,X(f!(A), R)⊗X f!(A) //

∼
��

R

f∗Homd,X(A, f !R)⊗X f!(A)

∼
��

f!(f∗f∗Homd,X(A, f !R)⊗Y A) // f!(Homd,X(A, f !R)⊗Y A) // f!f
!R // R

On voit alors apparaître, les morphismes de counité des quatre adjonctions :

(−⊗X f!A,Homd,X(f!(A),−)) , (f∗, f∗) , (−⊗Y A,Homd,Y (A,−)) et (f!, f
!)

Le diagramme considéré est celui exprimant la compatibilité des 2-morphismes de counité avec l’isomorphisme de
couples de foncteurs adjoints :

(−⊗X f!A,Homd,X(f!(A),−)) ' (f! ◦ (−⊗Y A) ◦ f∗, f∗ ◦ Homd,Y (A,−) ◦ f !)

Le lemme est finalement prouvé. c.q.f.d

Le théorème d’existence d’objets Λ-dualisants est le suivant :

Theoreme 2.3.73 — On suppose que l’hypothèse 2.3.71 est satisfaite.
1- Soit X est un S-schéma quasi-projectif avec X régulier, l’objet 1X ∈ Ob(H(X)) est Λ-dualisant.
2- Pour tout S-schéma quasi-projectif a : X // S , l’objet a!1S ∈ Ob(H(X)) est Λ-dualisant.
3- Soient f : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et R un objet Λ-dualisant de H(X). Alors

f !R est un objet Λ-dualisant de H(Y ).

Demonstration 1- Par ⊗-dualité, il suffit de prouver que la transformation naturelle (de foncteurs triangulés) :

(2.39) idH(X)
// Homg,X(Homd,X(−,1X),1X)

est inversible lorsqu’elle est évaluée en un objet Λ-constructible de H(X). Par la proposition 2.2.27, il suffit en fait
d’évaluer en un objet de Λ∗,proj−reg(X).

Soit donc f : Y // X un S-morphisme projectif de source un schéma régulier. On montrera que (2.39) est un
isomorphisme lorsqu’on l’évalue en f∗AY (n) avec A ∈ Λ. On se ramène immédiatement au cas n = 0. Par le lemme
2.3.72, on a un diagramme commutatif :

f!AY //

��

Homg,X(Homd,X(f!AY ,1X),1X)

∼
��

Homg,X(f∗Homd,Y (AY , f !1X),1X)

��
Homg,X(f!Homd,Y (AY , f !1X),1X)

∼
��

f∗AY // f∗Homg,Y (Homd,Y (AY , f !1X), f !1X)
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Étant donné que f est projectif, les flèches verticales de ce diagramme sont inversibles. Ceci nous ramène à prouver
que le morphisme :

AY // Homg,Y (Homd,Y (AY , f !1X), f !1X)

est inversible. Par l’hypothèse 2.3.71, l’objet f !1X est inversible étant donné que X et Y sont réguliers. Il suffit de
prouver que :

AY // Homg,Y (Homd,Y (AY ,1Y ),1Y )

est inversible (voir pour cela la preuve de la proposition 2.1.138). Ceci est vrai puisque la classe Λ est bonne pour la
dualité.

2- Par la partie 1, l’objet a!1 est dualisant lorsque S est régulier. En effet, puisque le schéma de base S est régulier,
on sait que a!1S est un objet inversible et Λ-constructible. Mais on vient de démontrer que 1X est dualisant. Pour
traiter le cas général, on choisit une immersion fermée de X dans un S-schéma W avec W régulier (ou même lisse sur
S) :

X
i //

a
  BBBBBBBB W

b

��
S

Il suffit alors de prouver l’énoncé de 3 pour i. En effet, on sait que b!1S est dualisant et a!1S ' i!b!1S . On suppose
donc donné un objet Λ-dualisant R de H(W ). Soit A un objet Λ-constructible de H(X). On sait par la proposition
2.2.8 que i∗A est Λ-constructible. Il vient que :

i∗A // Homg,W (Homd,W (i∗A,R), R)

est inversible. Mais en appliquant encore une fois le lemme 2.3.72, on a un diagramme commutatif :

i!A //

��

Homg,W (Homd,W (i!A,R), R)

∼
��

Homg,W (i∗Homd,X(A, i!R), R)

��
Homg,W (i!Homd,X(A, i!R), R)

∼
��

i∗A // i∗Homg,X(Homd,X(A, i!R), i!R)

Ceci prouve que :
A // Homg,X(Homd,X(A, i!R), i!R)

devient un isomorphisme lorsqu’on lui applique le foncteur i∗. Le résultat découle alors du fait que i∗ est conservatif
puisqu’il admet un quasi-inverse à gauche, à savoir i∗.

3- Il est maintenant aisé de prouver la troisième partie du théorème. En effet si R est un objet Λ-dualisant de
H(X), on sait par la proposition 2.3.68 qu’il existe un objet inversible et Λ-constructible U tel que R ' U ⊗X a!1S
(avec a le morphisme structural du S-schéma X). Si V est un inverse de U , on a également R ' Homd,X(V, a!1S). En
utilisant la proposition 2.3.55, on obtient des isomorphismes :

f !(R) ' f !Homd,X(V, a!1S) ' Homd,Y (f∗V, f !a!1S)

L’objet f !(R) est donc Λ-dualisant puisque f∗V est un objet inversible et Λ-constructible et f !a!1S ' (f ◦ a)!1S est
Λ-dualisant par la partie 2. Le théorème est prouvé. c.q.f.d

Definition 2.3.74 — On suppose que l’hypothèse 2.3.71 est satisfaite. Pour tout S-schéma quasi-projectif X de
morphisme structural a : X // S , on notera Dg,X et Dd,X les foncteurs de dualité :

Homg,X(−, a!1S) : Hct
Λ(X) // Hct

Λ(X)op et Homd,X(−, a!1S) : Hct
Λ(X) // Hct

Λ(X)op

qu’on a restreint aux sous-catégories des objets Λ-constructibles.
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On résume les propriétés essentielles des foncteurs de dualités dans le théorème suivant :

Theoreme 2.3.75 — On suppose que l’hypothèse 2.3.71 est satisfaite. Soit X un S-schéma quasi-projectif.
Les foncteurs de dualité Dg,X et Dd,X sont des équivalences de catégories inverses l’une de l’autre. De plus, si f :
Y // X est un morphisme de S-schémas quasi-projectifs, on des isomorphismes de commutation à la dualité :

– Dg,Y ◦ f∗
∼ // f ! ◦ Dg,X et Dd,Y ◦ f∗

∼ // f ! ◦ Dd,X ,

– f∗ ◦ Dg,X
∼ // Dg,Y ◦ f ! et f∗ ◦ Dd,X

∼ // Dd,Y ◦ f ! ,

– Dg,X ◦ f!
∼ // f∗ ◦ Dg,Y et Dd,X ◦ f!

∼ // f∗ ◦ Dd,Y ,

– f! ◦ Dg,Y
∼ // Dg,X ◦ f∗ et f! ◦ Dd,Y

∼ // Dd,X ◦ f∗ .
On fera attention que dans les 2-isomorphismes ci-dessus, les notations f∗, f∗, f! et f ! désignent les restrictions des
quatre opérations usuelles aux objets Λ-constructibles.

Demonstration Le fait que les foncteurs de dualité sont des équivalences lorsqu’on se restreint aux objets Λ-
constructibles est clair.

On note a (resp. b) le morphisme structural du S-schéma quasi-projectifX (resp. Y ). Ainsi b = a◦f . L’isomorphisme
f !Dg,X

∼ // Dg,Y f∗ est la composée :

f !Homg,X(A, a!1S) ∼ // Homg,Y (f∗(A), f !a!1S) ∼ // Homg,Y (f∗(A), b!1S)

En utilisant les adjonctions (Dg,Dd) et (Dd,Dg) on déduit la deuxième ligne d’isomorphismes.
L’isomorphisme Dg,X ◦ f!

∼ // f∗ ◦ Dg,Y est la composée :

Homg,X(f!A, a
!1S) ∼ // f∗Homg,Y (A, f !a!1S) ∼ // f∗Homg,Y (A, b!1S)

En utilisant les adjonctions (Dg,Dd) et (Dd,Dg) on déduit la dernière ligne d’isomorphismes. c.q.f.d

On note le résultat de cohérence suivant :

Proposition 2.3.76 — On suppose l’hypothèse 2.3.71 satisfaite. Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs :

Y ′
g′ //

f ′

��

Y

f

��
X ′

g // X

Le diagramme ci-dessous commute :

g!Dg,Xf!
∼ // g!f∗Dg,Y

∼ // f ′∗g
′!Dg,Y

Dg,Y g
∗f!

∼

OO

∼ // Dg,Y f ′! g
′∗ ∼ // f ′∗Dg,Y ′g

′∗

∼

OO

Demonstration On note a le morphisme structural du S-schéma quasi-projectif X. Par la proposition 2.3.57, on a
un diagramme commutatif :

g!f∗Hom(A, f !a!1S) ∼ // f ′∗g
′!Hom(A, f !a!1S) ∼ // f ′∗Hom(g′∗A, g′!f !a!1S)

∼
��

f ′∗Hom(g′∗A, f ′!g!a!1S)

g!Hom(f!A, a
!1S) ∼ //

∼

OO

Hom(g∗f!A, g
!a!1S) ∼ // Hom(f ′! g

′∗A, g!a!1S)

∼

OO

On obtient le diagramme de l’énoncé en composant par des 2-isomorphismes de connexion de h!. Les détails sont faciles
et laissés en exercice. c.q.f.d
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2.4 Dérivateurs algébriques homotopiques et stables
La notion de dérivateurs algébriques est un mariage entre la notion de dérivateurs de Grothendieck et celle de

2-foncteurs homotopiques stables. Comme pour les dérivateurs habituels, un dérivateur motivique constitue le cadre
idéal pour faire de l’homotopie motivique de "façon propre", i.e., sans avoir besoin de retourner à la catégorie de
modèles.

Dans le chapitre suivant, on a choisi de développer la théorie des cycles évanescents dans un dérivateur algébrique
homotopique et stable, plutôt que de le faire pour SH et pour DM qui sont sans aucun doute les deux cas les plus
importants. Nous renvoyons le lecteur à l’introduction pour la justification de ce choix.

Ainsi, les dérivateurs algébriques apparaîssent dans cette thèse comme un outil et non comme un objet d’étude en
soi. Pour cela, l’exposition sera axée sur les résultats utiles pour le chapitre suivant. La définition proposée est loin
d’être la meilleure possible.

2.4.1 Les 2-catégories de diagrammes de S-schémas
Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant les

conditions suivantes :
– D0 : La catégorie vide ∅, la catégorie ponctuelle e, et la catégorie 1 = {0→ 1} sont des objets de Dia.
– D1 : La 1-catégorie sous-jacente à Dia est stable par coproduits finis et produits fibrés.
– D2 : Pour tout foncteur u : A // B de Dia et b ∈ Ob(B), les catégories A/b et b\A sont dans Dia.

Remarque 2.4.1 — Rappelons que la catégorie A/b de D2 a pour objets les couples (a, f) avec a ∈ Ob(A) et
f : u(a)→ b ∈ Fl(B). Une flèche de A/b entre deux objets (a, f) et (a′, f ′) est simplement une flèche g : a→ a′ ∈ Fl(A)
telle que f = f ′ ◦ u(g). On définit b\A de telle sorte que (b\A)op = Aop/b. Les deux faces :

e B

AA/b

//b

//

�� ��

u����{�
α

e B

Ab\A

//b

//

�� ��

u����
;Cβ

jouent un rôle important dans la théorie des dérivateurs à cause de l’axiome 4 de la définition 2.1.34.

On appellera dans la suite Dia la 2-catégorie des diagrammes.

Definition 2.4.2 — Soit I une petite catégorie. La catégorie des I-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs est
la catégorie des foncteurs covariants de I dans Sch/S. La catégorie I est appelée parfois la catégorie d’indices.

Remarque 2.4.3 — Plus généralement on a la catégorie des I-diagrammes en objets de C pour n’importe quel
catégorie C. En particulier on peut parler de I-diagrammes de schémas pas forcément de type fini sur une base.

Lorsqu’on fait varier la catégorie d’indices, on obtient la catégorie des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs :

Definition 2.4.4 — La 2-catégorie DiaSch/S des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs est définie de la
manière suivante :

– Un objet de DiaSch/S est un couple (F , I) avec I une catégorie de Dia et F : I // Sch/S un foncteur
covariant.

– Un 1-morphisme d’un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (G , J) vers (F , I) est la donnée d’un foncteur
α : J // I et d’une transformation naturelle f : G // F ◦ α . En d’autres termes, un 1-morphisme de
DiaSch/S est une face dans la 2-catégorie des catégories :

I

J

Sch/S

��

α
UUUUUUUUUUUUUU

**

G

iiiiiiiiiiiiii

44

F

����{�
f

– Supposons donnés deux 1-morphismes (f, α) et (f ′, α′) entre les diagrammes de S-schémas (G , J) et (F , I). Un
2-morphisme dans DiaSch/S de (f, α) vers (f ′, α′) est la donnée d’une transformation naturelle t : α // α′

telle que le carré suivant :
G

f

��

G

f ′

��
F ◦ α t // F ◦ α′
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soit commutatif.
La 2-catégorie DiaSch/S ainsi définie est une 2-catégorie stricte.

Remarque 2.4.5 — Il va sans dire qu’on peut définir de la même façon la 2-catégorie stricte Dia C des diagrammes
en objets de C pour toute catégorie C. On peut ainsi parler des diagrammes de schémas pas forcément de type fini sur
une base.

Remarque 2.4.6 — Il est possible de définir une autre variante de la 2-catégorie de diagrammes de schémas ayant
pour objets les mêmes couples (F , I) mais pour 1-morphismes les faces :

I

J

Sch/S

��

α
UUUUUUUUUUUUUU

**

G

iiiiiiiiiiiiii

44

F

����
;Cf

Cette 2-catégorie est simplement la 2-opposée de la 2-catégorie Dia(Sch/S)op dans la notation de la remarque précé-
dente, avec (Sch/S)op la catégorie opposée à Sch/S. Il est probable que cette deuxième catégorie de "diagrammes de
S-schémas" doit jouer un rôle dans une définition complète de la notion de dérivateurs algébriques. L’auteur avoue ne
pas avoir trop réfléchi à la question étant donné que son objectif est d’avoir une définition fonctionnelle et suffisante
pour développer le formalisme des cycles évanescents.

Remarque 2.4.7 — 1- Supposons donnés un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (F , I) et un foncteur
p : I′ // I . On obtient un deuxième diagramme de S-schémas en prenant la composée F ◦ p. On a même un
morphisme évident p = (id, p) : (F ◦ p, I′) // (F , I) .

2- Tout 1-morphisme (f, α) : (G , J) // (F , I) de DiaSch/S se factorise de la manière suivante :

(G , J)
f // (F ◦ α, J) α // (F , I)

avec f un morphisme de J-diagrammes de S-schémas. On dira que f est la partie géométrique et α la partie catégorique.
Cette factorisation est fonctorielle pour les 2-morphismes de DiaSch/S. Ces derniers agissent par l’identité sur la partie
géométrique.

Remarque 2.4.8 — Si X est un S-schéma quasi-projectif et I une catégorie de Dia, on note (X, I) le diagramme
de S-schémas défini par le foncteur constant de valeur X.

Le lemme suivant est trivial :

Lemme 2.4.9 — La catégorie sous-jacente à la 2-catégorie DiaSch/S admet des coproduits finis. Si (F , I) et (G , J)
sont deux diagrammes de S-schémas quasi-projectifs, leur coproduit (F , I)

∐
(G , J) est représenté par (F

∐
G , I

∐
J).

On a également :

Lemme 2.4.10 — La catégorie sous-jacente à la 2-catégorie DiaSch/S admet des produits fibrés finis.

Demonstration Considérons un diagramme dans DiaSch/S :

(G2, J2)

(f2,α2)

��
(G1, J1)

(f1,α1)
// (F , I)

ainsi qu’un quatrième objet (H ,K). On se donne deux flèches (g1, β1) et (g2, β2) rendant commutatif le carré :

(H ,K)
(g2,β2)//

(g1,β1)

��

(G2, J2)

(f2,α2)

��
(G1, J1)

(f1,α1)
// (F , I)

Le couple de foncteurs (β1, β2) est équivalent à un foncteur :

β : K // J1 ×I J2
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Notons J le produit fibré J1 ×I J2, pi la projection de J sur Ji et α le morphisme évident de J vers I. Le couple
((g1, β1), (g2, β2)) est équivalent au couple de morphismes ((g1, β), (g2, β)) :

(H ,K)
(g2,β) //

(g1,β)

��

(G2 ◦ p2, J)

(f2,id)

��
(G1 ◦ p1, J)

(f1,id)
// (F ◦ α, J)

Si G désigne le produit fibré des J-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs (G1◦p1)×F◦p (G2◦p2), on voit facilement
que le couple (g1, g2) est équivalent à un morphisme de diagrammes de S-schémas :

(H ,K)
(g,β) // (G , J)

Ceci prouve que (G , J) représente la limite du diagramme considéré. c.q.f.d

Definition 2.4.11 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de DiaSch/S.
1- On dit que (f, α) est cartésien lorsque α est une équivalence et pour toute flèche j′ → j de J le carré :

G (j′) //

��

G (j)

��
F (α(j′)) // F (α(j))

est cartésien.
2- Si (P ) est une propriété des morphismes de S-schémas quasi-projectifs, on dira que (f, α) est (P ) argument par

argument si pour tout objet j de J, le morphisme de S-schémas quasi-projectifs G (j) // F (α(j)) est (P ).

2.4.2 Pré-dérivateurs et dérivateurs algébriques
On fait la définition suivante :

Definition 2.4.12 — Soit D une 2-catégorie stricte. On appelle pré-dérivateur algébrique à valeurs dans D
un 2-foncteur (non forcément stricte) D de la 2-catégorie DiaSch/S vers D, 1-contravariant et 2-contravariant. En
termes explicites, un pré-dérivateur D est l’ensemble des données suivantes :

– Un objet D(F , I) de D pour tout diagramme de S-schémas (F , I).
– Un 1-morphisme (f, α)∗ : D(F , I) // D(G , J) dans D pour tout 1-morphisme de diagrammes de S-schémas

(f, α) : (F , I) // (G , J) .
– A un 2-morphisme de diagrammes de S-schémas :

(F , I) (G , J)
((

(f, α)

66

(f ′, α′)

�� ��
�� t

un 2-morphisme dans D :

D(F , I) D(G , J)
ww

(f, α)∗

gg

(f ′, α′)∗

� �� �KS
t∗

– A une suite composable de 1-morphismes de diagrammes de S-schémas :

(F , I)
(f,α) // (G , J)

(g,β) // (H ,K)

un 2-isomorphisme de connexion c((f, α), (g, β)) : (f, α)∗ ◦ (g, β)∗ ∼ // (g ◦ f, β ◦ α)∗ dans D.
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Ces données doivent vérifier les propriétés 1-opposées et 2-opposées de la définition 2.1.32.

Soit D : DiaSch/S // TR un pré-dérivateur algébrique à valeurs dans la 2-catégorie des catégories triangulées.
On introduit maintenant un certain nombre d’axiomes que peut vérifier un tel pré-dérivateur algébrique :

DerAlg 0 : Soit (F , I) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Si I est une catégorie discrète, alors les
1-morphismes i : (F (i), e) // (F , I) pour i ∈ Ob(I) induisent une équivalence de catégories :

D(F , I)
Q
i∈Ob(I) i

∗

// ∏
i∈Ob(I) D(F (i))

DerAlg 1 : Soient (F , I) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs et α : J // I un foncteur essentiellement
surjectif. Le foncteur triangulé :

α∗ : D(F , I) // D(F ◦ α, J)

est conservatif.

DerAlg 2d : Pour tout 1-morphisme (f, α) : (F , I) // (G , J) de DiaSch/S, le foncteur (f, α)∗ admet un
adjoint à droite (f, α)∗.

DerAlg 2g : Pour tout 1-morphisme lisse argument par argument (f, α) : (F , I) // (G , J) de DiaSch/S, le
foncteur (f, α)∗ admet un adjoint à gauche (f, α)#.

Soient f : G // F un morphisme de I-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs et α : J // I un foncteur
dans Dia. On a un carré :

(G ◦ α, J)

f|J

��

α // (G , I)

f

��
(F ◦ α, J) α // (F , I)

commutatif (et même cartésien) dans DiaSch/S.

DerAlg 3d : Le 2-morphisme d’échange α∗f∗ // (f|J)∗ ◦ α∗ , associé au carré commutatif ci dessus, est un
2-isomorphisme.

DerAlg 3g : Supposons que f est cartésien et lisse argument par argument. Alors le 2-morphisme d’échange
(f|J)# ◦ α∗ // α∗f# est un 2-isomorphisme.

DerAlg 4 : Pour tout S-schéma quasi-projectif X le 2-foncteur :

D(X,−) : Dia // TR

qui à une catégorie I de Dia associe D(X, I) est un dérivateur triangulé au sens de la définition 2.1.34.

DerAlg 5 : Le 2-foncteur :
D(−, e) : Sch/S // TR

qui à un S-schéma quasi-projectif X associe D(X, e) est un 2-foncteur homotopique stable.

Definition 2.4.13 — Le pré-dérivateur algébrique D est un dérivateur algébrique homotopique stable lorsque
les axiomes DerAlg 0 à DerAlg 5 sont satisfaits.

Remarque 2.4.14 — On aurait pu imposer à la place de l’axiome DerAlg 4 l’axiome (apparemment) plus fort :
DerAlg 4’ : Pour tout diagramme de S-schémas quasi-projectifs (F , I), le 2-foncteur :

D(F ,I)(−) : Dia // TR

qui à une catégorie J de Dia associe D(F ◦ pr1, I× J) est un dérivateur triangulé au sens de la définition 2.1.34.
Il est possible de montrer que l’axiome DerAlg 4’ découle des axiomes DerAlg 0 à DerAlg 5.

Remarque 2.4.15 — Le lecteur attentif a sûrement remarqué que dans l’axiome DerAlg 3d on ne met aucune
hypothèse sur le 1-morphisme (f, α) alors que dans l’axiome DerAlg 3g on suppose, en plus de l’hypothèse de lissité,
que (f, α) est cartésien. Pour expliquer cette asymétrie, il faut considérer le dérivateur algébrique homotopique et
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stable SH qui sera construit au quatrième chapitre. Soit U un S-schéma lisse et considérons les deux 1-diagrammes
de schémas :

F = ( U
p // S ) et S S

ainsi que le morphisme p de 1-diagrammes de schémas induit par le carré commutatif (mais non cartésien en général) :

(U //

��

S)

(S S)

L’objet unité 1F de SH(F ,1) est représenté par l’objet ( S S , 1) de Sm/F . Il vient que p#1F est l’objet unité
de SH(S,1). Ainsi le morphisme :

p#1U // 0∗p#1F

est isomorphe à la classe du morphisme p : U // S qui est non inversible en général.

Remarque 2.4.16 — Au lieu d’invoquer les définitions d’un dérivateur triangulé et d’un 2-foncteur homotopique
stable dans les axiomes DerAlg 4 et DerAlg 5 on aurait pu généraliser les propriétés correspondantes au cadre des
pré-dérivateurs algébriques. A titre d’exemple, on expliquera un axiome qui généralise une partie de l’axiome DerAlg
4 et qui ne découle pas à priori de notre définition :

DerAlg 4’g : Supposons donné un 1-morphisme (f, α) : (G , J) // (F , I) de DiaSch/S et i ∈ Ob(I). On
construit à partir de la face carrée de DiaSch/S :

F (i) (F , I)

(G , J)(G /i, J/i)

//
(idF(i), i)

//
(id, ui)

��

(f/i)

��

(f, α)oooos{
r

une face carrée de TR :

D(F (i)) D(F , I)

D(G , J)D(G /i, J/i)

oo
(idF(i), i)∗

oo
(id, ui)∗

��

(f/i)∗

��

(f, α)∗PPPPck

La face carrée ainsi obtenue est un 2-isomorphisme.
Remarquons par ailleurs que la construction duale avec les catégories i\I ne fonctionne pas puisqu’on ne dispose

pas d’un 1-morphisme évident de (i\G , i\J) vers (F (i), e). On peut envisager que l’axiome dual concerne l’autre
2-catégorie des diagrammes de S-schémas discutée dans la remarque 2.4.6.

2.4.3 Quelques conséquences faciles de la définition
On se donne un dérivateur algébrique homotopique et stable :

H : DiaSch/S // TR

On regroupe dans cette section quelques conséquences élémentaires des axiomes DerAlg 0 à DerAlg 5. Le lemme
suivant est une conséquence immédiate de DerAlg 0 et DerAlg 1. Il sera constamment utilisé dans la suite :

Lemme 2.4.17 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Alors la famille de foncteurs i∗ :
H(F , I) // H(F (i), e) indicée par l’ensemble Ob(I) est conservative.

Demonstration On identifie l’ensemble Ob(I) à la sous-catégorie discrète de I ayant les mêmes objets que ceux de
I. On applique alors l’axiome DerAlg 1 à l’inclusion essentiellement surjective Ob(I) ⊂ I. Il suffit alors d’appliquer
DerAlg 0 à la catégorie discrète Ob(I) pour conclure. c.q.f.d
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Corollaire 2.4.18 — Soit s : Z // Y une immersion fermée cartésienne de I-diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs. On note u : U // Y le I-diagramme complémentaire argument par argument à s. Alors le couple
(s∗, u∗) est conservatif.

Demonstration Soit A un objet de H(Y , I) annulé par s∗ et u∗. Pour tout i ∈ Ob(I) on a :

s(i)∗i∗A ' i∗s∗A ' 0 et u(i)∗i∗A ' i∗u∗A ' 0

Mais le couple de foncteurs (s(i)∗, u(i)∗) est conservatif puisque (s(i), u(i)) est une paire complémentaire d’immersions
du S-schéma Y (i). Il vient que i∗(A) est nul pour tout i ∈ Ob(I). Par le lemme 2.4.17, A est forcément nul. c.q.f.d

Corollaire 2.4.19 — Soit u : E // F un immersion argument par argument de I-diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs. Le morphisme de counité u∗u∗ // id est inversible.

Demonstration En effet, pour i ∈ Ob(I) on a un diagramme commutatif :

i∗u∗u∗

��

∼ // u(i)∗i∗u∗
Ex∗∗ // u(i)∗u(i)∗i∗

��
i∗ i∗

Le 2-morphisme d’échange Ex∗∗ ci-dessus est inversible par DerAlg 3d. De même le morphisme de counité de l’ad-
jonction (u(i)∗, u(i)∗) est inversible. D’où le résultat par le lemme 2.4.17. c.q.f.d

On continue avec une variante améliorée de l’axiome DerAlg 3g :

Proposition 2.4.20 — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas :

(G ′, I′)
(g′,β) //

f ′

��

(G , I)

f

��
(F ′, I′)

(g,β)
// (F , I)

avec f un morphisme de I-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. Le morphisme de changement de
base Ex∗# : f ′# ◦ (g′, β)∗ // (g, β)∗ ◦ f# est inversible.

Demonstration On peut factoriser le carré cartésien de l’énoncé de la manière suivante :

(G ′, I′)
g′ //

f ′

��

(G ◦ β, I′)

f ′

��

β // (G , I)

f

��
(F ′, I′) g

// (F ◦ β, I′)
β
// (F , I)

Par l’axiomeDerAlg 3g le morphisme d’échange associé au carré de droite est inversible. Ceci nous ramène à traiter le
cas8 où I = I′. Par le lemme 2.4.17, il suffit de prouver que le morphisme d’échange devient inversible après application
de i∗ pour tout i ∈ Ob(I). Le diagramme suivant est commutatif :

i∗f ′#g
′∗

��

f ′(i)#i
∗g′∗

(1)oo f ′(i)#g
′(i)∗i∗∼oo

��
i∗g∗f# g(i)∗i∗f#

∼oo g(i)∗f(i)#i
∗(1)oo

De plus, les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3g. Il suffit donc de montrer que le morphisme
d’échange f ′(i)#g

′(i)∗ // g(i)∗f(i)# est inversible. Ceci est vrai par la définition des 2-foncteurs homotopiques
stables. c.q.f.d

Comme corollaire on a immédiatement l’extension suivante du théorème de changement de base par un morphisme
lisse :

8Cette réduction n’est pas nécessaire mais simplifiera les notations.
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Corollaire 2.4.21 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas :

(G ′, J)
g′ //

(f ′,α)

��

(G , J)

(f,α)

��
(F ′, I)

g // (F , I)

avec g un morphisme de I-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. Le morphisme de changement de
base Ex∗∗ : g∗(f, α)∗ // (f ′, α)∗g′∗ est un 2-isomorphisme.

Plus important de ce qui précède est :

Theoreme 2.4.22 — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas :

(G ′, I′)
(g′,β) //

f ′

��

(G , I)

f

��
(F ′, I′)

(g,β)
// (F , I)

tel que l’une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
– le morphisme de I-diagrammes f est projectif argument par argument,
– le morphisme de diagrammes de S-schémas (g, β) est lisse arguments par arguments.

Alors le morphisme de changement de base Ex∗∗ : (g, β)∗f∗ // f ′∗(g
′, β)∗ est inversible.

Demonstration On peut factoriser le carré cartésien de l’énoncé de la manière suivante :

(G ′, I′)
g′ //

f ′

��

(G ◦ β, I′)

f ′

��

β // (G , I)

f

��
(F ′, I′) g

// (F ◦ β, I′)
β
// (F , I)

Par l’axiomeDerAlg 3d le morphisme d’échange associé au carré de droite est inversible. Ceci nous ramène à traiter le
cas9 où I = I′. Par le lemme 2.4.17, il suffit de prouver que le morphisme d’échange devient inversible après application
de i∗ pour tout i ∈ Ob(I). Le diagramme suivant est commutatif :

i∗g∗f∗

��

∼ // g(i)∗i∗f∗
(1) // g(i)∗f(i)∗i∗

��
i∗f ′∗g

′∗ (1) // f ′(i)∗i∗g′∗
∼ // f ′(i)∗g′(i)∗i∗

De plus les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3d. Il suffit donc de montrer que le morphisme
d’échange g(i)∗f(i)∗ // f ′(i)∗g′(i)∗ est inversible. Ceci est vrai pas le théorème de changement de base pour un
morphisme projectif ou par un morphisme lisse suivant le cas. c.q.f.d

Remarque 2.4.23 — On notera bien que dans le théorème précédent le morphisme f n’est pas supposé cartésien
contrairement à la proposition 2.4.20. Ceci est conséquence de l’asymétrie dans les axiomes DerAlg 3d et DerAlg
3g.

On obtient le corollaire suivant, qui complète la proposition 2.4.20 dans une direction partielle :

Corollaire 2.4.24 — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas :

(G ′, J)
g′ //

(f ′,α)

��

(G , J)

(f,α)

��
(F ′, I) g

// (F , I)

9Cette réduction n’est pas nécessaire mais simplifiera les notations.
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avec (f, α) un morphisme de diagrammes de schémas, lisse argument par argument. Le morphisme de changement de
base Ex∗# : f ′# ◦ (g′, β)∗ // (g, β)∗ ◦ f# est inversible.

En reprenant mot à mot la preuve de la proposition 1.4.9, on peut démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.25 — Soit s : Z // Y une immersion fermée cartésienne de I-diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs. Le foncteur s∗ admet un adjoint à droite s!. De plus si u : U // Y est l’inclusion du I-diagramme
complémentaire argument par argument à s, on a deux 2-triangles distingués canoniques :

u#u
∗ // id // s∗s∗ // u#u

∗[+1] et s∗s
! // id // u∗u∗ // s∗s![+1]

On a également l’analogue du corollaire 1.4.17 :

Lemme 2.4.26 — On suppose donné un carré cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs :

(Z ′, I′)
(g′,β) //

s′

��

(Z , I)

s

��
(Y ′, I′)

(g,β)
// (Y , I)

avec s une immersion fermée cartésienne de I-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs et g un 1-morphisme de
DiaSch/S lisse argument par argument. Alors, le morphisme de changement de base Ex∗,! : (g′, β)∗s! // s′!(g, β)∗

est inversible.

Demonstration On appelle u l’immersion ouverte de I-diagrammes de S-schémas complémentaire à s et u′ le pull-
back de u par (g, β). On utilise le fait qu’on a un morphisme de 2-triangles distingués (comme dans l’énoncé de la
proposition 1.4.16) :

(g, β)∗s∗s! //

��

(g, β)∗ // (g, β)∗u∗u∗ //

(1)

��

(g, β)∗s∗s![+1]

��
s′∗s
′!(g, β)∗ // (g, β)∗ // u′∗u

′∗(g, β)∗ // s′∗s
′!(g, β)∗[+1]

Le 2-morphisme (1) est une composée de Ex∗∗ et Ex∗,∗. Il est donc inversible par le théorème 2.4.22. Il vient que le
2-morphisme (g, β)∗s∗s! // s′∗s

′!(g, β)∗ est inversible. Mais ce 2-morphisme est la composée :

(g, β)∗s∗s!
Ex∗∗ // s′∗(g

′, β)∗s! Ex!,∗
// s′∗s

′!(g, β)∗

Le premier 2-morphisme est inversible par le théorème 2.4.22. Il vient que le second est également inversible. Le résultat
découle alors du fait que s′∗ est pleinement fidèle (donc conservatif). c.q.f.d

Proposition 2.4.27 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. On note p la projection de
(F , I)×S A1

S sur le premier facteur et s la section nulle. Alors :
– le morphisme d’unité id // p∗p∗ est inversible,
– le foncteur p#s∗ est une équivalence de catégories.

Demonstration Pour la première propriété, on montre que le morphisme d’unité de (p∗, p∗) devient un isomorphisme
après application de i∗ pour tout i ∈ Ob(I). On utilise pour cela le diagramme commutatif :

i∗

��

i∗

��
i∗p∗p

∗ ∼ // p(i)∗i∗p∗
∼ // p(i)∗p(i)∗i∗

Le résultat découle de l’axiome d’homotopie et du fait que p(i) est la projection de la droite affine relative sur le
S-schéma F (i).

On passe maintenant à la seconde assertion. On prouvera que p#s∗ est une équivalence en montrant que les
morphismes d’unité et de counité de l’adjonction (p#s∗, s

!p∗) sont inversibles. On procède par la même méthode
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en utilisant la conservation de la famille de i∗ pour i ∈ Ob(I). Pour le morphisme d’unité, on utilise le diagramme
commutatif :

i∗

��

i∗

��
i∗s!s∗

��

∼ // s(i)!i∗s∗

��

s(i)!i∗s∗
∼ //

��

s(i)!s(i)∗i∗

��
i∗s!p∗p#s∗

∼ // s(i)!i∗p∗p#s∗
∼ // s(i)!p(i)∗i∗p#s∗

∼ // s(i)!p(i)∗p(i)#i
∗s∗

∼ // s(i)!p(i)∗p(i)#s(i)∗i∗

et le fait que le morphisme d’unité de (p(i)#s(i)∗, s(i)!p(i)∗) est inversible par l’axiome de stabilité. Le morphisme de
counité est traité par la même méthode. c.q.f.d

Comme conséquence de ce qui précède, on a la variante améliorée de l’axiome DerAlg 5 :

Theoreme 2.4.28 — Soient (F , I) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs et (F , I) // (X, e) un
1-morphisme vers un S-schéma quasi-projectif X. Le 2-foncteur :

H(F ,I)/X : Sch/X // TR

qui à un X-schéma Y associe la catégorie triangulée H((F , I)×X Y ) est un 2-foncteur homotopique stable.

Remarque 2.4.29 — On garde les hypothèses du théorème précédent. Supposons donné un morphisme de X-
schémas quasi-projectifs :

Y ′
g //

f ′   AAAAAAAA Y

f

��
X

On obtient par pull-back un 1-morphisme cartésien de I-diagrammes de S-schémas :

gF : (F , I)×X Y ′ // (F , I)×X Y

on a les quatre opérations g∗F , gF∗, gF ! et g!
F entre les deux catégories triangulées H((F , I)×X Y ) et H((F , I)×X Y ′).

Dans le numéro suivant ce résultat sera généralisé et précisé.

2.4.4 Extension des résultats du premier chapitre
Vu la remarque 2.4.29, il est naturel d’espérer que tout morphisme cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-

projectifs (f, α) : (G , J) // (F , I) induit deux opérations :

(f, α)! : H(G , J) // H(F , I) et (f, α)! : H(F , I) // H(G , J)

et que ces foncteurs s’organisent naturellement en deux 2-foncteurs globalement adjoints :

CartH! : (DiaSch/S)Cart // TR et CartH!
: (DiaSch/S)Cart // TR

où (DiaSch/S)Cart désigne la sous-2-catégorie 2-pleine de DiaSch/S ayant pour objets les diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs (vérifiant peut-être une condition technique) et pour 1-morphismes ceux qui sont cartésiens.

Dans cette sous-section on montre que la quasi-totalité de la construction entreprise dans le premier chapitre
s’étend mot à mot à cette nouvelle situation. Toutefois, à quelques rares endroits, des arguments nouveaux doivent
être rajoutés. On précisera alors ces endroits et on décrit rapidement ces arguments. On commence d’abord par un petit
paragraphe concerant quelques notions élémentaires de géométrie algébrique au-dessus d’un diagramme de schémas.

La géométrie des S -schémas

Soient I une petite catégorie et S un I-diagramme de schémas. On fait la définition suivante :

Definition 2.4.30 — On note I−SCH/S la catégorie définie par :
– Les objets de I−SCH/S sont les morphismes cartésiens de I-diagrammes de schémas π : X // S ,
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– Les flèches de I−SCH/S sont des triangles commutatifs de morphismes de I-diagrammes :

Y
f //

!!BBBBBBBB X

��
S

Les objets de cette catégorie seront simplement appelés des S -schémas.

Remarque 2.4.31 — Si la catégorie I admet un objet final o, la catégorie des S -schémas est équivalente à la
catégorie des S (o)-schémas.

Remarque 2.4.32 — La catégorie I−SCH/S admet des produits fibrés donnés par le produit fibré des I-diagrammes
de schémas. On dispose plus généralement d’un foncteur de changement de base :

I−SCH/S // J−SCH/T

pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas (T , J) // (S , I) donné par le produit fibré des diagrammes
de schémas.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition :

Lemme 2.4.33 — Un morphisme de S -schémas est automatiquement un morphisme cartésien de I-diagrammes
de schémas.

Demonstration Ceci découle découle immédiatement du fait général suivant. Soit un diagramme commutatif dans
une catégorie C :

C ′ //

��
(2)

C

��
B′ //

��
(1)

B

��
A′ // A

On suppose que les carrés (1) et (1) ◦ (2) sont cartésiens. Alors le carré (2) est cartésien.
Pour la preuve de ce fait, on considéré le morphisme évident C ′ // B′ ×B C . Ce morphisme est isomorphe au

morphisme évident C ′ // A′ ×A C , puisque (1) est cartésien. Mais ce dernier est inversible puisque (1) ◦ (2) est
cartésien. c.q.f.d

Le but de ce paragraphe est de montrer que pour certaines questions, on peut penser aux S -schémas comme à des
S-schémas habituels. On étendra en particulier tous les résultats géométriques (sauf un10 !) sur les S-schémas utilisés
dans le chapitre 1 au cadre des S -schémas. Il sera pratique de faire la convention suivante :

Definition 2.4.34 — 1- Soit (P ) une propriété des S-schémas avec S un schéma de base. On dit qu’un S -schéma
X est (P ) si pour tout i ∈ Ob(I), le S (i)-schéma X (i) est (P ).

2- Soit (P ′) une propriété des morphismes de S-schémas avec S un schéma de base. On dit qu’un morphisme
Y // X de S -schémas est (P ′) si pour tout i ∈ Ob(I) le morphisme Y (i) // X (i) de S (i)-schémas est

(P ′).

Remarque 2.4.35 — Supposons que la propriété (P ) (resp. (P ′)) dans la définition précédente est invariante par
changement du schéma de base, i.e., si T // S est un morphisme de schémas, le foncteur de changement de base
SCH/S // SCH/T conserve la propriété (P ) (resp. (P ′)). Alors, il en est de même des foncteurs I−SCH/S // J−SCH/T

pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas (T , J) // (S , I) .

Remarque 2.4.36 — Comme premier exemple, on note le fait important suivant. Étant donnée une immersion
fermée de S -schémas Z // Y , on peut parler de l’immersion ouverte complémentaire de Z dans Y . En effet,
l’immersion fermée en question est cartésienne par le lemme 2.4.33. La même chose s’applique pour les immersions
ouvertes.

10Le résultat qui ne s’étend pas aux S -schémas est le suivant. Un couple lisse (Y,X) au dessus d’un schéma Z, est localement pour la
topologie de Nisnévich isomorphe à un couple lisse trivial, i.e., à (AmZ ,A

n
Z) avec m ≤ n. Ce résultat est généralement faux pour les couples

lisses de I-diagrammes de schémas.
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Remarque 2.4.37 — Soit s : Z // Y une immersion de S -schémas. On peut définir un I-diagramme de
schémas Z̄ en prenant pour Z̄ (i) l’adhérence schématique de l’immersion s(i) : Z (i) // Y (i) (où i ∈ Ob(I)). Il
est clair que le morphisme de I-diagramme de schémas s se factorise par Z̄ . On fera attention toutefois que Z̄ n’est
pas en général un S -schéma car le I-morphisme évident Z̄ // S n’est pas forcément cartésien. Le lecteur pourra
facilement vérifier qu’on a jamais eu besoin de prendre l’adhérence d’une immersion tout au long du chapitre 1.

Étant donné un I-diagramme de schémas X , on notera XZar le site défini de la manière suivante :
– Les objets de XZar sont les couples (U, i) avec i un objet de I et U un ouvert Zariski de X (i).
– Une flèche (U ′, i′) → (U, i) est une flèche a : i′ → i de I telle que U ′ est envoyé dans U par le morphisme

X (a) : X (i′) // X (i) .
– La topologie de XZar est engendrée par les familles (idi : (Uk, i)→ (U, i))k où (Uk)k est un recouvrement Zariski
de U .

Ainsi, un préfaisceau F sur XZar est un faisceau si et seulement si pour tout objet i de I la restriction F (i) de F à
X (i)Zar est un faisceau.

Definition 2.4.38 — Soit X un I-diagramme de schémas. Le faisceau structural de X , noté OX , est le faisceau
sur XZar qui à un couple (U, i) associe OX (i)(U).

On adoptera la notion suivante de OX -modules quasi-cohérents :

Definition 2.4.39 — Soient X un diagramme de I-schémas et M un OX -module.
1- On dit que M est quasi-cohérent (resp. cohérent , localement libre, etc) argument par argument si pour tout

i ∈ Ob(I), la restriction M (i) de M à X (i) est un OX (i)-module quasi-cohérent (resp. cohérent, localement libre,
etc).

2- On dit que M est quasi-cohérent (resp. cohérent) s’il est quasi-cohérent (resp. cohérent) argument par argument
et si pour toute flèche a : i′ → i de I, le morphisme évident X (a)∗M (i) //M (i′) est un isomorphisme de
OX (i′)-modules.

Le faisceau OX est lui-même un OX -module cohérent. On fera attention que la catégorie des OX -modules quasi-
cohérents n’est pas une catégorie abélienne en général. En effet, lorsque les morphismes X (i′) // X (i) dans le
I-diagramme ne sont pas tous plats, la deuxième condition de la définition ci-dessus n’est pas stable par passage au
noyau d’un morphisme de OX -modules. Pour les OX -modules localement libres arguments par arguments la situation
est meilleure :

Lemme 2.4.40 — Soit X un I-diagramme de schémas. On se donne une suite exacte courte de OX -modules
localement libres arguments par arguments :

0 // N //M // L // 0

On suppose que deux des trois OX -modules L , M et N sont quasi-cohérents (resp. cohérents). Alors, il en est de
même du troisième.

Demonstration Les trois modules en question sont localement libres. Il vient que pour tout i ∈ Ob(I) les OX (i)-
modules L (i), M (i) et N (i) sont quasi-cohérents (resp. cohérents). Il s’agit donc de vérifier la seconde propriété de
la définition 2.4.39. Pour toute flèche a : i′ → i de I on a un diagramme commutatif :

0 // X (a)∗N (i) //

��

X (a)∗M (i) //

��

X (a)∗L (i) //

��

0

0 // N (i′) //M (i′) // L (i′) // 0

Les lignes de ce diagramme sont exactes puisque les modules L (i), M (i) et N (i) sont localement libres. Le résultat
découle alors du lemme des cinq. c.q.f.d

Remarque 2.4.41 — 1- Étant donné un I-diagramme de schémas X et un OX -module M cohérent argument par
argument on peut définir un I-diagramme de schémas V(M ) en prenant V(M )(i) = V(M (i)) pour tout objet i de I.
On a alors une projection évidente V(M ) // X . On vérifie alors facilement que V(M ) est un X -schéma au sens
de la définition 2.4.30 si et seulement si M est un OX -module cohérent. Le X -schéma ainsi obtenu est affine et de
type fini.

2- En ce qui concerne le projectivisé de M , la situation est légèrement plus délicate. En effet, le diagramme de
schémas P(M ) vérifiant P(M )(i) = P(M (i)) n’existe que lorsque M est cohérent. Dans ce cas, P(M ) est un X -schéma
projectif.
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Les deux modules qui jouent un rôle important dans la construction des deux foncteurs H! et H! du chapitre 1,
sont :

– le faisceau normal Ns associé à une immersion fermée s entre Z-schémas lisses (avec Z un certain S-schéma
quasi-projectif),

– le faisceau des différentielles relatives Ωf associé à un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs f .

Definition 2.4.42 — 1- Soit s : Z // Y une immersion fermée argument par argument entre I-diagrammes
de schémas. On définit un OZ -module Ns quasi-cohérent argument par argument en prenant Ns = Is/I 2

s où Is est
l’idéal quasi-cohérent argument par argument de l’immersion s. On a alors les identifications Ns(i) = Ns(i) pour tout
i ∈ Ob(I). On dira que Ns est le faisceau normal de l’immersion s.

2- Soit f : Y // X un morphisme séparé argument par argument de I-diagrammes de schémas. On définit un
OY -module Ωf quasi-cohérent argument par argument en posant Ωf = N∆ où ∆ : Y // Y ×X Y est l’immersion
fermée diagonale. On a alors les identifications Ωf (i) = Ωf(i) pour tout i ∈ Ob(I). On dira que Ωf est le faisceau des
différentielles relatives.

Les modules Ns et Ωf ne sont pas en général cohérents (ni quasi-cohérents) même lorsque s et f sont cartésiens
et de présentation finie. Heureusement, dans les cas considérés au chapitre 1, la situation est meilleure :

Lemme 2.4.43 — Soit S un I-diagramme de schémas.
1- On suppose donné un triangle commutatif de S -schémas :

Y
s //

g
!!BBBBBBBB X

f

��
Z

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le OY -module Ns est localement libre et cohérent.
2- On suppose donné un morphisme lisse f : Y // X de S -schémas. Alors le OY -module Ωf est localement

libre et cohérent.

On termine ce paragraphe par une discussion sur les éclatements. Étant donné un carré cartésien de schémas :

Z2
//

s2

��

Z1

s1

��
X2

// X1

avec s1 et s2 des immersions fermées, on peut déduire un morphisme EZ2(X2) // EZ1(X1) entre les éclatés.
Ceci permet alors de parler de l’éclaté EZ (X ) d’un sous-S -schéma fermé Z d’un S -schéma X . En général, le
I-diagramme de schémas EZ (X ) n’est pas un S -schéma étant donné que le morphisme EZ (X ) // X n’est pas
toujours cartésien. On a toute fois :

Lemme 2.4.44 — Soit S un I-diagramme de schémas. On suppose donné un triangle commutatif de S -schémas :

Z
s //

g
!!BBBBBBBB X

f

��
T

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le I-diagramme de schémas EZ (X ) est un S -schéma.

Ce lemme permet alors d’étendre la déformation au cône normal utilisée au numéro 1.6, dans le contexte des
S -schémas.

Les quatre opérations pour les S -morphismes

On se donne un I-diagramme de S-schémas quasi-projectifs S . On note I−Sch/S la catégorie des S -schémas quasi-
projectifs (arguments par arguments). On appellera I−Sch′/S la sous-catégorie formée des S -schémas admettant une
immersion dans un P(M ) avec M un OS -module localement libre et cohérent. Les objets de cette catégorie seront
appelés les S -schémas fortement quasi-projectifs.
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Dans ce paragraphe, on va survoler la construction du 2-foncteur H! : Sch/S // TR dans le cadre des S -
schémas en expliquant comment on peut la modifier pour obtenir un 2-foncteur :

CartH!

S : I−Sch′/S // TR

Comme on l’a déjà affirmé, la quasi-totalité de la construction s’étend mot à mot aux S -schémas. Bien que le
résultat final concerne les morphismes de S -schémas fortement quasi-projectifs, une grande partie reste valable pour les
morphismes de S-schémas quasi-projectifs voire pour les morphismes de diagrammes de S-schémas. Ainsi les sections
1.4 et 1.5 seront survolées dans un cadre un peu plus général que celui des S -schémas.

Pour simplifier, le lecteur pourra négliger les 2-morphismes des 2-catégories DiaSch/S. Ainsi dans la suite de
ce paragraphe, DiaSch/S désignera la catégorie sous-jacente à la 2-catégorie des diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs. On considérera les sous-catégories suivantes de DiaSch/S :

– (DiaSch/S)Cart ayant les même objets que DiaSch/S et pour morphismes ceux qui sont de la forme :

f : (Y ,E) // (X ,E)

avec f un morphisme cartésien de E-schémas.
– (DiaSch/S)LissCart : la même chose que la première avec en plus f lisse,
– (DiaSch/S)ImmCart : la même chose que la première avec en plus f une immersion fermée,
– (DiaSch/S)Cart′ : la même chose que la première avec en plus le X -schéma Y fortement quasi-projectif.

On utilisera le dictionnaire suivant (que le lecteur pourra facilement compléter si besoin) qui permet le passage du cas
des S-schémas vers celui des diagrammes de S-schémas.

H∗ : Sch/S // TR H∗ : DiaSch/S // TR

H∗ : Sch/S // TR H∗ : DiaSch/S // TR

LissH# : (Sch/S)Liss // TR LissCartH# : (DiaSch/S)LissCart // TR

LissH
∗ : (Sch/S)Liss // TR LissCartH∗ : (DiaSch/S)LissCart // TR

ImmH∗ : (Sch/S)Imm // TR ImmCartH∗ : (DiaSch/S)ImmCart // TR

ImmH
! : (Sch/S)Imm // TR ImmCartH! : (DiaSch/S)ImmCart // TR

H! : Sch/S // TR CartH! : (DiaSch/S)Cart′ // TR

H! : Sch/S // TR CartH! : (DiaSch/S)Cart′ // TR

OX -module localement libre de type fini OX -module localement libre et cohérent
M , N , L ... etc de type fini M , N , L ... etc

1- La section 1.4 : Comme on l’a déjà remarqué dans le numéro précédent, le numéro 1.4.4 se transcrit mot
à mot dans le cadre des immersions fermées cartésiennes des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On obtient
ainsi le 2-foncteur :

ImmCartH!
: (I−Sch/S )Imm // TR

Le numéro 1.4.5 s’étend également mot à mot au cas des diagrammes de S-schémas. On obtient un foncteur croisé :

(H∗,H∗, LissCartH#,
LissCartH∗)

pour la classe des carrés cartésiens.
Le numéro 1.4.6 s’étend également mot à mot pour fournir un foncteur croisé :

(H∗,H∗, ImmCartH∗, ImmCartH!
)

Dans le numéro 1.4.7, on établit la proposition 1.4.19 avec à la place de f un morphisme arbitraire de diagramme
de S-schémas et à la place de i et j une des immersions cartésiennes complémentaires. La proposition 1.4.20 sera
seulement valable pour s une immersion fermée cartésienne.

2- La section 1.5 : Les définitions ne changent pas et seront faites avec s et p tous les deux cartésiens. Dans la
proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3 on prendra à la place de f un morphisme de diagrammes de schémas (f, α). La
conclusion du lemme 1.5.4 est alors valable pour (f, α) lisse argument par argument.
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Pour prouver le théorème 1.5.7, on se ramène immédiatement au cas des S-schémas en utilisant le lemme 2.4.17 et
en invoquant pour i un objet de la catégorie d’indice, le diagramme commutatif :

i∗

��

i∗

��
i∗Th−1(s, p)Th(s, p) // Th−1(s(i), p(i))i∗Th(s, p) // Th−1(s(i), p(i))Th(s(i), p(i))i∗

ainsi que son analogue pour le morphisme de counité.
Pour le reste de la section on se place dans la catégorie des S -schémas I−Sch/S . Les résultats de la section

s’étendent mots à mots aux morphismes de S -schémas.
Notons toutefois que l’isomorphisme de commutation avec les équivalences de Thom peut être défini pour des

changements de base par des morphismes arbitraires de diagramme de S-schémas. On obtient en fin de compte
foncteur croisé :

(H∗,H∗, LissCartH!,
LissCartH!

)

3- La section 1.6 : Dans cette section on se place dans la catégorie des S -schémas. Le début de la section
jusqu’au lemme 1.6.14 exclu, s’étend sans aucune difficulté aux S -schémas. Notons tout de même que la proposition
1.6.7 reste valable pour les changements de base par des morphismes généraux (a, α) de diagrammes de S-schémas.

La seconde partie du lemme 1.6.14 s’étend sans difficulté aux cadre des S -schémas. Pour la première assertion, il
faudra se ramener au cas des S-schémas.

Pour chaque objet k de la catégorie d’indices I, on prend la section :

σk∗A : s(k)!f(k)∗(k∗A) // i(k)∗j(k)∗q(k)∗s(k)!f(k)∗(k∗A)

faisant commuter le carré :

k∗s!f∗(A) //

∼
��

k∗i∗j∗s
!f∗(A)

∼
��

s(k)!f(k)∗(k∗A) // i(k)∗j(k)∗q(k)∗s(k)!f(k)∗(k∗A)

Il vient alors qu’on a un carré commutatif :

k∗s!f∗(A) //

∼
��

k∗s!
0f
∗
0 (A)

∼
��

s(k)!f(k)∗(k∗A) // s0(k)!f0(k)∗(k∗A)

Ceci nous ramène immédiatement aux cas des S-schémas.
Ensuite, le raisonnement se transcrit mot à mot au cadre des S -schémas jusqu’à la fin de la construction du

2-foncteur H! en prenant uniquement des S -schémas fortement quasi-projectifs pour pouvoir appliquer le critère de
prolongement du théorème 1.3.1. Notons que la proposition 6.19 reste valable pour les changements de base par des
morphismes généraux de diagrammes de S-schémas. Ceci permet permet alors de définir les morphismes d’échange
Ex∗,! pour des carrés cartésiens de DiaSch/S :

(G ′, I′)
(g′,β) //

f ′

��

(G , I)

f

��
(F ′, I′)

(g,β) // (F , I)

avec f un morphisme cartésien et fortement quasi-projectif de I-diagrammes de schémas. On obtient finalement un
foncteur croisé :

(H∗,H∗,Cart′H!,
Cart′H

!
)

Remarque 2.4.45 — En lisant le bref survole qu’on vient de faire, on remarque le fait suivant. Lorsqu’on passe des
S -schémas aux diagrammes de S-schémas les seules étapes de la construction où un changement est nécessaire sont :
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1. Le théorème 1.5.7 affirmant que les 1-morphismes Th(s, p) et Th−1(s, p) étaient des équivalences inverses l’une
de l’autre.

2. Le lemme 1.6.14 et plus précisément la partie affirmant que τA est inversible.

La raison pour laquelle l’argument initial n’est pas suffisant est directement lié au fait qu’il impossible en général de
trouver des recouvrements Zariski ou Nisnevich de X par des S -schémas qui soient suffisamment fins. Ainsi, tous les
arguments qui nécessitent de trivialiser des X -modules localement libres, ou des couples lisses ne sont plus valables
tels quels. Nous avions contourné cette difficulté en utilisant la conservation de la famille des foncteur i∗ pour i un
objet de la catégorie d’indice.

Notons le résultat intéressant suivant :

Proposition 2.4.46 — Soit un carré cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs :

(G ′, I′)
(g′,β) //

f ′

��

(G , I)

f

��
(F ′, I′)

(g,β) // (F , I)

avec f un morphisme cartésien, fortement projectif et (g, β) lisse argument par argument. Le 2-morphisme d’échange :

Ex#,∗ : (g, β)#f
′
∗

// f∗(g′, β)#

est inversible.

Demonstration On dispose d’un morphisme d’échange Ex#,! : (g, β)#f
′
!

// f!(g′, β)# obtenu via les adjonctions

((g, β)#, (g, β)∗) et ((g′, β)#, (g′, β)∗) à partir de l’isoéchange Ex∗! : f ′! (g
′, β)∗ // (g, β)∗f! . On vérifie facilement

que le diagramme suivant est commutatif :

(g, β)#f
′
!

//

��

f!(g′, β)#

��
(g, β)#f

′
∗

// f∗(g′, β)#

Ce qui nous ramène à montrer que Ex#,! est inversible. Par adjonction, il suffit de monter que le 2-morphsime
Ex!,∗ : (g′β)∗f ! // f ′!(g, β) est inversible. En utilisant la conservation de la famille des i′∗ avec i′ ∈ Ob(I′) on se
ramène aux cas des schémas. L’énoncé correspondant est alors vrai puisque g(i′) est lisse. c.q.f.d

Remarque 2.4.47 — Comme cas particulier de la proposition précédente, on voit que pour f cartésien et fortement
projectif, le foncteur f∗ commute aux Dia-colimites. En fait, l’hypothèse "cartésien" est probablement superflue.

2.4.5 Dérivateurs algébriques monoïdaux homotopiques et stables
On termine cette section sur les dérivateurs algébriques par l’étude des structures monoïdales sur eux :

Definition 2.4.48 — Un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable est un pré-dérivateur algébrique :

(H∗,⊗) : DiaSch/S //MonoTR

vérifiant les deux conditions suivantes :
1. Le pré-dérivateur composé :

DiaSch/S //MonoTR
oubli // TR

est un dérivateur homotopique et stable.
2. (Formules de projection) Soit (f, α) : (G , J) // (F ,I ) un 1-morphisme lisse argument par argument. Les

morphismes :
pg : (f, α)#((f, α)∗A⊗G ,J B

′) // A⊗F ,I (f, α)#B
′

pd : (f, α)#(A′ ⊗G ,J (f, α)∗B) // (f, α)#A
′ ⊗F ,I B

sont inversibles pour (A,B,A′, B′) ∈ Ob(H(F , I))2 × Ob(H(G , J))2 dans l’un des cas suivants :
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(a) α est le foncteur identité et f est cartésien,
(b) les foncteurs F et G sont constants de valeur un même S-schéma X et f est l’identité de X.

Remarque 2.4.49 — Les transformations binaturelles pg et pd ci-dessus sont les morphismes structuraux du
(f, α)∗-projecteur bilatère (f, α)# obtenu à partir du module tautologique via l’adjonction ((f, α)#, (f, α)∗).

Dans le reste du paragraphe, on se donne un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable (H,⊗). De la
formule de projection, on déduit immédiatement le lemme suivant :

Lemme 2.4.50 — Supposons que Dia contient les petites catégories discrètes. Alors les catégories H(−) admettent
les petites sommes et pour tout A ∈ Ob(H(−)), les foncteurs A⊗− et −⊗A commutent aux petites sommes.

Corollaire 2.4.51 — On suppose que Dia contient les petites catégories et que les catégories triangulées H(−)
sont compactement engendrées. Alors, pour tout objet (X , I) de DiaSch/S, la catégorie monoïdale (H(X , I),⊗X ,I)
est fermée à gauche et à droite. De plus, les bifoncteurs homomorphisme interne HomX ,I,g(−,−) et HomX ,I,d(−,−)
sont triangulés par rapport aux deux variables.

Demonstration Ceci découle immédiatement de la proposition 2.1.152. c.q.f.d

On peut bien évidemment reprendre l’étude menée pour les 2-foncteurs monoïdaux homotopiques et stables, dans
le cadre des dérivateurs algébriques monoïdaux homotopiques et stables. Ceci n’est pas utile à la théorie des cycles
évanescents du chapitre suivant. Notons tout de même le résultat suivant :

Lemme 2.4.52 — Soit g : Y // X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On suppose donné un carré
cartésien de diagrammes de S-schémas :

(G , I)×X Y
(f ′,α) //

g′′

��

(F , I)×X Y

g′

��
(G , J)

(f,α) // (F , I)

avec g′ et g′′ obtenu par pull-back de g suivant un 1-morphisme (F , I) // (X, e) . Considérons les modules bilatères

[g′∗, g′!] et [g′′∗, g′′!] obtenues en appliquant le théorème 2.3.38 aux 2-foncteurs monoïdaux homotopiques et stables
HF/X et HG/X . Les 2-morphismes d’échange Ex∗,∗ et Ex!,∗ induisent un morphisme de modules :

[(f ′, α)∗, (f ′, α)∗] ◦ [g′∗, g′!] // [g′′∗, g′′!] ◦ [(f, α)∗, (f, α)∗]

Demonstration Notons que les opérations g′! et g′′! coïncident avec les opérations construites dans la section
précédente et que le 2-morphisme Ex!,∗ est donné par l’échange sur (H∗,Cart′H

!
).

Pour démontrer le lemme on peut supposer que g est une immersion fermée ou un morphisme lisse. Ces deux cas
se traitent exactement comme pour le cas des schémas. c.q.f.d
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Chapitre 3

La théorie des foncteurs cycles proches dans
un cadre motivique

Introduction. On a vu dans les chapitres précédents que l’on disposait dans le monde motivique du formalisme
des six opérations de Grothendieck, à savoir f∗, f∗, f!, f !, ⊗ et Hom. Il est alors naturel de se demander si l’on
dispose également de la septième opération, à savoir les foncteurs cycles proches Ψ. Le présent chapitre est consacré
à la construction et à l’étude des foncteurs cycles proches motiviques. Pour rester fidèle à l’esprit de cette thèse, on a
évité de se restreindre aux cas des 2-foncteurs homotopiques stables SH ou DM. Malheureusement, pour définir les
foncteurs Ψ, il est nécessaire de sortir de la catégorie des schémas. Ceci ne pose pas de problèmes lorsqu’on considère
SH ou DM puisqu’on peut faire les constructions nécessaires au niveau des catégories de modèles. Une solution
satisfaisante est de travailler dans un dérivateur algébrique plutôt que dans un 2-foncteur homotopique. Au début, le
prix peut paraître cher, mais en réalité on gagne beaucoup à travailler dans une telle généralité. En effet, parmi les
avantages on peut noter :

– Notre construction s’applique ainsi à la plupart des 2-foncteurs homotopiques stables connus. En particulier on
peut l’appliquer en cohomologie étale, en théorie de Hodge, etc. Ceci peut être particulièrement intéressant si on
s’intéresse à la compatibilité de notre définition avec les réalisations.

– Le fait de travailler dans un cadre abstrait facilite les problèmes de cohérence. Ainsi, la construction de la structure
pseudo-monoïdale sur les Ψf se fait beaucoup plus facilement que si l’on avait travaillé avec des modèles.

Un autre point à retenir sur ce chapitre est la théorie des systèmes de spécialisation. En effet, la plupart des théorèmes
importants sur les foncteurs Ψ seront plus ou moins des traductions des résultats sur des systèmes de spécialisation
généraux. Faisons un bref aperçu de ce chapitre :

1- Dans la section 3.1, on introduit la notion centrale de systèmes de spécialisation. Il s’agit en gros d’une gé-
néralisation des propriétés formelles de commutation avec les opérations f∗ et f∗ vérifiées par les foncteurs Ψf en
cohomologie étale. Pour plus de détails, le lecteur est invité à consulter la définition 3.1.1. On s’intéresse ensuite à
quelques problèmes de cohérence et on définit la notion de système de spécialisation pseudo-monoïdale puis on en
dérive quelques conséquences.

2- Dans la section 3.2, on décrit un procédé de construction des systèmes de spécialisation. Plus précisément, on
montre comment la donnée d’un diagramme de schémas permet de construire à partir d’un système de spécialisation
donné, un nouveau système de spécialisation. Là, évidement, il faut que le système de spécialisation de départ soit
défini entre deux dérivateurs algébriques (voir la définition 3.2.1 pour plus de détails). Notre construction des foncteurs
cycles proches sera un cas particulier de ce procédé.

3- La section 3.3 est sans doute le cœur de ce chapitre. C’est ici qu’on fera le calcul fondamental, à savoir le
théorème 3.3.10, sur lequel reposent tous les résultats importants sur les systèmes de spécialisation et les foncteurs
cycles proches. Pour expliquer de quoi il s’agit, on raisonne en cohomologie étale et on considère le premier cas non
trivial. On se donne un schéma strictement hensélien S de point générique η et de point fermé s. Soit f : X // S
une courbe semi-stable, génériquement lisse et de fibre spéciale Xs réunion de deux branches D1 et D2. On voudrait
calculer le complexe de faisceaux étale RΨfΛ. Le théorème 3.3.10, nous dit que la restriction à D1 du complexe RΨfΛ
est isomorphe à Rv1∗Λ avec v1 l’inclusion de D1 − (D1 ∩D2) dans D1. Ce résultat sera donc généralisé à n’importe
quel système de spécialisation entre deux 2-foncteurs homotopiques stables avec f semi-stable à un nombre arbitraire
de branches (voir le théorème 3.3.10 pour plus de détails). Comme conséquence de ce calcul, on obtient un théorème
d’unicité (voir les théorèmes 3.3.4, 3.3.45 et 3.3.45 ) donnant un critère simple pour décider si un morphisme de
systèmes de spécialisation est un isomorphisme. De même, on obtient un critère simple pour la constructibilité et la
pt-exactitude à gauche des systèmes de spécialisation (voir le théorème 3.3.6 et les corollaires 3.3.48 et 3.3.49).
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4- Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées à la définition et à l’étude de deux systèmes de spécialisations Υ et Ψ. Les
Υf sont appelés les foncteurs cycles proches unipotents tandis que les Ψf sont les foncteurs cycles proches totaux. Ce
sont ceci qui jouent le rôle des foncteurs cycles proches classiques en cohomologie étale. On prouvera que Ψf envoie
un objet constructible sur un objet constructible, qu’il commute à la dualité et au produit tensoriel extérieur.

5- On termine ce chapitre par une section consacrée à la construction d’un 2-triangle distingué de monodromie
pour les foncteurs cycles proches unipotents (à coefficients rationnelles) :

Υ?(−1)[−1] // χ?
// Υ N // Υ?(−1)

La flèche N est l’opérateur de monodromie pour les cycles proches unipotents. La construction de ce 2-triangle
passe par un système de spécialisation auxiliaire log qu’on appellera le système de spécialisation logarithmique. Il
est démontré, sous les bonnes hypothèses, que que log est isomorphe à Υ. Ainsi, la définition de log fournit une
deuxième construction des cycles proches. Il est important de noter, que cette construction n’utilise pas le formalisme
des dérivateurs algébriques. Par contre, on est obligé de travailler dans un 2-foncteur homotopique stable Q-linéaire
(vérifiant quelques conditions techniques supplémentaires).

3.1 Les systèmes de spécialisation : définition et propriétés de cohérence
Dans cette section, on introduit la notion de système de spécialisation entre deux 2-foncteurs homotopiques stables.

On verra dans ce chapitre beaucoup d’exemples de systèmes de spécialisations. L’exemple des foncteurs cycles proches
est probablement le plus intéressant. Toutefois, un grand nombre de résultats sur les cycles proches sont en fait des
résultats généraux sur les systèmes de spécialisation. On verra à plusieurs reprises, comment cette généralité portera
des fruits même en ce qui concerne des questions spéciales aux foncteurs cycles proches.

3.1.1 Définition et premiers exemples
On suppose donné un diagramme de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés en droite :

(3.1) η
j // B σ

ioo

ainsi que deux 2-foncteurs homotopiques stables :

H1 : Sch/η // TR et H2 : Sch/σ // TR

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (et il n’y en aura jamais !) on notera par les mêmes symboles : f∗, f∗, f! et
f ! les quatre opérations relativement à H1 ou à H2.

Definition 3.1.1 — Un système de spécialisation sp (au dessus de (B, j, i)) de H1 vers H2 est l’ensemble des
données suivantes :

(SPE1) pour chaque diagramme commutatif à carrés cartésiens :

(3.2) Xη

fη

��

j // X

f

��

Xσ
ioo

fσ

��
η

j // B σ
ioo

d’un foncteur triangulé spf : H1(Xη) // H2(Xσ) ,
(SPE2) pour chaque diagramme commutatif à carrés cartésiens :

(3.3) X ′η

gη

��

j // X ′

g

��

X ′σ
ioo

gσ

��
Xη

fη

��

j // X

f

��

Xσ
ioo

fσ

��
η

j // B σ
ioo
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d’un 2-morphisme :

H1(X ′η) H2(X ′σ)

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦g

//spf

��

g∗η

��

g∗σqqqqt|
αg

tel que les conditions ci-dessous soient vérifiées.

1. La famille des 2-morphismes αg est compatible avec la composition verticale des diagrammes commutatifs à carrés
cartésiens de base (B, j, i) de la manière évidente, i.e., pour tout diagramme commutatif à carrés cartésiens :

X ′′η

hη

��

j // X ′′

h

��

X ′′σ
ioo

hσ

��
X ′η

gη

��

j // X ′

g

��

X ′σ
ioo

gσ

��
Xη

fη

��

j // X

f

��

Xσ
ioo

fσ

��
η

j // B σ
ioo

les composées des deux diagrammes planaires :

H1(X ′η) H2(X ′σ)

H1(Xη) H2(Xσ)

H1(X ′′η ) H2(X ′′σ )

//
spf◦g

//spf

//
spf◦g◦h

��

g∗η

��

g∗σ

��

h∗η

��

h∗σ
((

(gη◦hη)∗ ____ks
(c∗)−1

vv

(gσ◦hσ)∗____ks
c∗

qqqqt|
αg

qqqqt|
αh

et

H1(X ′′η ) H2(X ′′σ )

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦g◦h

//spf

��

(gη◦hη)∗

��

(gσ◦hσ)∗����}�
αg◦h

sont égales.
2. Lorsque le B-morphisme g est lisse, le 2-morphisme αg est inversible.
3. Notons βg le 2-morphisme obtenu par adjonction à partir de αg :

H1(Xη) H2(Xσ)

H1(X ′η) H2(X ′σ)

//
spf

//spf◦g

��

gη∗

��

gσ∗qqqq 4<
βg

Lorsque g est projectif, βg est inversible.

Un morphisme entre deux systèmes de spécialisation sp et sp′ est la donnée pour tout digramme (3.2) d’un 2-
morphisme :

spf
// sp′f

compatible au sens évident avec les 2-morphismes αg, i.e., tel que les carrés suivants soient commutatifs :

g∗σspf
αg //

��

spf◦gg
∗
η

��
g∗σsp

′
f

α′g // sp′f◦gg
∗
η
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Remarque 3.1.2 — Il n’est pas nécessaire de supposer que j est une immersion ouverte et i l’immersion fermée
complémentaire. Il existe en effet des systèmes de spécialisation très intéressants avec σ le fibré normal d’un sous-schéma
de B.

Remarque 3.1.3 — Souvent, mais pas toujours, les B-schémas η et σ sont quasi-projectifs et H1 et H2 sont les
restrictions d’un même 2-foncteur homotopique stable :

H : Sch/B // TR

Dans ce cas, on dit simplement que sp est un système de spécialisation au dessus de (B, j, i) dans H.

Voici deux exemples de systèmes de spécialisations. Le premiers jouera un rôle important dans la suite. Le second,
servira comme fil conducteur, pour la théorie développée :

Exemple 3.1.4 — L’exemple le plus simple de systèmes de spécialisation est le suivant. On suppose que η et σ sont
des B-schémas quasi-projectifs et que H1 et H2 sont la restriction d’un même 2-foncteur homotopique stable défini
sur Sch/B (voir la remarque 3.1.3) . On définit alors un système de spécialisation χ en associant à tout digramme
(3.2), le foncteur triangulé χf = i∗j∗ et en prenant pour αg la composée de morphismes d’échange Ex∗∗ ◦ Ex∗,∗. Ce
système de spécialisation sera appelé le système de spécialisation canonique. Notons que pour vérifier les conditions
de la définition 3.1.1, on utilise le théorème de changement de base pour un morphisme projectif.

Exemple 3.1.5 — L’exemple qui nous motive vient de la cohomologie étale. On prend pour B = S un trait
strictement hensélien, η son point générique et σ son point fermé (σ est le spectre d’un corps séparablement clos). On
fixe une clôture séparable η̄ // η et on note S̄ le normalisé de S dans η̄. On forme à partir du diagramme (3.2) le
diagramme commutatif suivant :

Xη̄

fη̄

��

j̄ // X̄

f̄

��

Xσ
īoo

fσ

��
η̄

j̄ // S̄ σ
īoo

Pour tout objet A de Dbc(Xη,Λ) (où Λ est un anneau fini de torsion première à la caractéristique du corps résiduel de
S) on pose :

Ψf (A) = ī∗Rj̄∗(A|Xη̄ )

Les foncteurs Ψf sont connus sous le nom du foncteur cycles proches. Ils définissent un système de spécialisation sur
le foncteur croisé homotopique stable Dbc(−,Λ). On verra dans la suite comment on pourra définir un système de
spécialisation sur SH (et DM) qui jouira de la plupart des bonnes propriétés des cycles proches du formalisme étale.

Notons le résultat utile suivant qui permet de construire un système de spécialisation donné à partir d’un autre :

Proposition 3.1.6 — Gardons les notations de la définition 3.1.1. On fixe un B-schéma quasi-projectif b :
B′ // B et on définit deux 2-foncteurs homotopiques stables :

H′1 : Sch/η // TR et H′2 : Sch/σ // TR

tels que :
– pour un η-schéma quasi-projectif X1, on a H′1(X1) = H1(X1×BB′) avec X1×BB′ muni de la structure évidente
de η-schémas,

– pour un σ-schéma quasi-projectif X2, on a H′2(X2) = H2(X2×BB′) avec X2×BB′ muni de la structure évidente
de σ-schémas,

Pour tout diagramme (3.2), posons sp′f = spb◦f ′ ◦ b∗η avec f ′ le pull-back de f par b. Alors sp′ est naturellement un
système de spécialisation au dessus de B′ de H′1 vers H′2.

3.1.2 Propriétés de cohérence
Les résultats de ce paragraphe peuvent être vus comme cas particuliers de résultats concernant les morphismes de

2-foncteurs homotopiques stables. En effet, on peut voir un système de spécialisation sp comme un morphisme entre
deux 2-foncteurs sur Sch/B. Ces deux 2-foncteurs associent à X/B les catégories H1(Xη) et H2(Xσ).

On fixe un système de spécialisation sp au dessus de (B, j, i), de H1 vers H2. On garde les notations de la définition
3.1.1. Il est clair que la famille (β?) est compatible au sens évident avec les compositions verticales. On dispose
également de cubes commutatifs ayant pour faces α?, β? et les morphismes d’échange Ex∗∗. On laissera aux lecteurs le
soin de les écrire.
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Lorsque le morphisme g est lisse, on obtient par adjonction à partir de α−1
g un 2-morphisme :

(3.4) H1(Xη) H2(Xσ)

H1(X ′η) H2(X ′σ)

//
spf

//spf◦g

��

gη#

��

gσ#qqqqt|
γg

La famille (γ?) est également compatible au sens évident avec les compositions verticales et on dispose de cubes
commutatifs décrivant la compatibilité avec les morphismes d’échange Ex∗#.

Lorsqu’à la place du morphisme g, on a une immersion fermée s : Y // X , on obtient à partir de β−1
s un

2-morphisme νs :

(3.5) H1(Yη) H2(Yσ)

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦s

//spf

��

s!
η

��

s!
σ

qqqq 4<
νs

Bien entendu, on a les compatibilités évidentes avec la composition verticale ainsi que les morphismes d’échange Ex!
∗

et Ex!,∗.
Étant donné un OX -module localement libre de type fini M sur le B-schéma X, on définit par les formules

habituelles des morphismes de commutation avec les équivalences de Thom :

(3.6) ωf : spf ◦ Th−1(Mη) // Th−1(Mσ) ◦ spf et ωf : Th(Mσ) ◦ spf
// spf ◦ Th(Mη)

On vérifie sans peine que ces morphismes sont compatibles aux isomorphismes de commutation avec les opérations
f∗ et s! (pour s une immersion fermée). On en déduit en particulier une compatibilité avec les isomorphismes de
composition.

Sans savoir que ces morphismes sont inversibles, on peut déjà définir pour g lisse une face carrée (dans le mauvais
sens) :

(3.7) H1(X ′η) H2(X ′σ)

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦g

//spf

��

g!
η

��

g!
σ

qqqqt|
α′g

en prenant la composée :

g!
σspf

∼ // Th((Ωg)σ)g∗σspf
αg

∼
// Th((Ωg)σ)spf◦gg∗η

ωf◦g // spf◦gTh((Ωg)σ)g∗η
∼ // spf◦gg

!
η

On vérifie par la méthode habituelle que ces faces sont compatibles avec la composition verticale et les morphismes
d’échange de type Ex!,∗.

Proposition 3.1.7 — Les 2-morphismes ω? de (3.6) sont inversibles.

Demonstration Il suffit de traiter le cas de l’équivalence de Thom inverse Th−1(−). Le cas de l’équivalence de
Thom Th(−) découle alors par adjonction. On se ramène au cas où M est libre en prenant un recouvrement Zariski
suffisamment fin u : U // X et en utilisant le diagramme commutatif :

u∗σspfTh−1(Mη)

��

∼ // spf◦uu
∗
ηTh−1(Mη) ∼ // spf◦uTh−1((u∗M )η)u∗η

��
u∗σTh−1(Mσ)spf

∼ // Th−1((u∗M )σ)u∗σspf
∼ // Th−1((u∗M )σ)spf◦uu∗η
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ainsi que la conservation du foncteur u∗η. On se ramène ensuite au cas M = OX en utilisant la compatibilité avec
l’isomorphisme de composition des équivalences de Thom. Pour traiter ce cas particulier, on procède de la manière
suivante.

On appelle p : P1
X

// X la projection de la droite projective relative sur X. Notons que p est lisse et projectif.

On déduit alors un isomorphisme spfpη∗p
∗
η

∼ // pσ∗p∗σspf en prenant la composée suivante :

spfpη∗p
∗
η

βp

∼
// pσ∗spf◦pp

∗
η ∼

α−1
p // pσ∗p∗σspf

L’idée est de déduire que le 2-morphisme de commutation spf ◦ (−1)[−2] // (−1)[−1] ◦ spf est inversible du fait

que p∗p∗ ' id⊕(−1)[−2]. On note pour cela s l’immersion de la section nulle de P1
X et on considère les deux diagrammes

commutatifs suivants :
spf

��

spf

��
spfpη∗p

∗
η

βp // pσ∗spf◦pp
∗
η pσ∗p

∗
σspf

αpoo

spf ◦ (−1)[−2]

∼
��

spf ◦ (−1)[−2] //

��

(−1)[−2] ◦ spf

��
spfpη∗sη∗s

!
ηp
∗
η

��

// pσ∗spf◦psη∗s
!
ηp
∗
η

��

// pσ∗sσ∗spfs
!
ηp
∗
η

// pσ∗sσ∗s!
σspf◦pp

∗
η

��

pσ∗sσ∗s
!
σp
∗
σspf

��

oo

spfpη∗p
∗
η

// pσ∗spfp
∗
η pσ∗spfp

∗
η pσ∗p

∗
σspf

oo

On en déduit immédiatement un carré commutatif :

spf ⊕ spf ◦ (−1)[−2]
id⊕cf //

��

spf ⊕ (−1)[−2] ◦ spf

��
spfpη∗p

∗
σ

∼ // pσ∗p∗σspf

montrant ainsi que notre morphisme ωf est rétraction d’un isomorphisme. Ceci prouve la proposition. c.q.f.d

En particulier la face (3.7) est inversible. On notera νg son inverse :

(3.8) H1(X ′η) H2(X ′σ)

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦g

//spf

��

g!
η

��

g!
σ

qqqq 4<
νg

L’étape suivante, consiste à recoller les faces (3.5) et (3.8) pour obtenir les transformations naturelles νg avec g quasi-
projectif quelconque. On factorise alors g par une immersion fermée s suivie d’une projection lisse p. On prend alors
pour νg la composée de νs et νp modulo les isomorphismes de connexion de H!. Le point est de prouver l’indépendance
du choix de la factorisation. On se ramène alors à prouver le résultat suivant :

Lemme 3.1.8 — (Compatibilité avec l’isomorphisme de pureté) On suppose donné un triangle commutatif de
B-schémas :

V
t //

h   AAAAAAAA W

g

��
X
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avec t une immersion fermée et g et h lisses. Le diagramme suivant est commutatif :

spf◦ht
!
ηg
∗
η

//

Π

��

t!σspf◦gg
∗
η

∼ // t!σg
∗
σspf

Π

��
spf◦hTh−1(Ntσ )h∗η // Th−1(Ntη )spf◦hh∗η

∼ // Th−1(Ntη )h∗σspf

Demonstration La preuve de ce lemme est complètement analogue à celle de la proposition 1.6.22. On se ramène
à prouver la compatibilité correspondante avec le 2-morphisme π. Les détails sont laissés aux lecteurs. c.q.f.d

On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 3.1.9 — Il existe une unique famille de faces carrées :

(3.9) H1(X ′η) H2(X ′σ)

H1(Xη) H2(Xσ)

//
spf◦g

//spf

��

g!
η

��

g!
σ

qqqq 4<
νg

prolongeant les faces (3.5) et (3.8) et compatible à la composition verticale. De plus, les νg et les αg sont compatibles
à la structures d’échange Ex∗,! dans le sens évident.

On déduit par adjonction de (3.9) des faces carrées :

(3.10) H1(Xη) H2(Xσ)

H1(X ′η) H2(X ′σ)

//
spf

//spf◦g

��

gη!

��

gσ!qqqqt|
µg

De la compatibilité avec la structure d’échange Ex!,∗, on déduit en revenant à la définition du 2-morphisme g!
// g∗

le résultat suivant :

Proposition 3.1.10 — Le diagramme suivant est commutatif :

gσ!spf◦g
//

��

spfgη!

��
gσ∗spf◦g spfgη∗

oo

En particulier, pour g projectif la face µg est inversible.

Retenons, la conséquence suivante :

Corollaire 3.1.11 — Le système de spécialisation sp est également un système de spécialisation spop du
2-foncteur homotopique stable Hop

1 = (G?1,G1?,G1∇,G
∇
1 ) opposé à H1 vers le 2-foncteur homotopique stable Hop

2 =
(G?2,G2?,G2∇,G

∇
2 ) opposé à H2 (voir la page 157 pour la définition du 2-foncteur homotopique stable opposé).

3.1.3 Systèmes de spécialisation monoïdaux

Dans ce numéro, on suppose que H1 et H2 sont des 2-foncteurs monoïdauxl homotopiques et stables. Faisons la
définition suivante :

Definition 3.1.12 — Un système de spécialisation pseudo-monoïdal de H1 vers H2 est la donnée :

1. d’un système de spécialisation sp de H1 vers H2 au sens de la définition 3.1.1,

2. pour chaque diagramme à carrés cartésiens (3.2), d’un accouplement a sur le foncteur spf faisant de lui un
foncteur pseudo-monoïdal et tel que les αg soient des transformations naturelles de foncteurs pseudo-monoïdaux.
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Les deux résultats simples suivants seront utiles :

Proposition 3.1.13 — On suppose donné un système de spécialisation pseudo-monoïdal sp de H1 vers H2 et
on garde les notations de la définition 3.1.1.

1- Soit A1 un objet de H1(η). On obtient un système de spécialisation spA1 en posant :

spA1
f (−) = spf (f∗η (A1)⊗Xη −)

2- Soit A2 un objet de H2(σ). On obtient un système de spécialisation A2sp en posant :

A2spf (−) = f∗σA2 ⊗Xσ spf (−)

Demonstration On prendra pour αg les composées suivantes :

g∗σspf (f∗η (A1)⊗−) // spf◦g(g∗η(f∗ηA1)⊗−) // spf◦g(g∗ηf
∗
ηA1 ⊗ g∗η(−)) ' spf◦g((f ◦ g)∗ηA1 ⊗ g∗η(−))

g∗σ(f∗σA2 ⊗ spf (−)) // g∗σf
∗
σA2 ⊗ g∗σspf (−) // g∗σf

∗
σA2 ⊗ spf◦gg

∗
η(−) ' (f ◦ g)∗σA1 ⊗ spf◦gg

∗
η(−)

La preuve de la compatibilité avec la composition verticale est laissée en exercice. Lorsque g est lisse, on voit immé-
diatement que ces composées sont inversibles. Pour vérifier le troisième axiome, on remarque d’abord que βg est donné
par les composées :

spf (f∗ηA1 ⊗ gη∗(−)) // spf (gη∗(g∗ηf
∗
ηA1 ⊗−)) // gσ∗spf◦g(g∗ηf

∗
ηA1 ⊗−) ' gσ∗spf◦g((f ◦ g)∗ηA1 ⊗−)

f∗σA2 ⊗ spfgη∗(−) // f∗σA2 ⊗ gσ∗spf◦g(−) // gσ∗(g∗σf
∗
σA2 ⊗ spf◦g(−)) ' gσ∗((f ◦ g)∗ηA2 ⊗ spf◦g(−))

Pour vérifier que ces composées sont bien inversibles pour g projectifs, il suffira de montrer que les morphismes
structuraux des coprojecteurs [g∗η , gη∗] et [g∗σ, gσ∗] sont inversibles. C’est effectivement le cas et les projecteurs inverses
sont donnés par [g∗η , gη!] et [g∗σ, gσ!] modulo les isomorphismes gη! ' gη∗ et gσ! ' gσ∗. c.q.f.d

On a également le résultat facile suivant dont la preuve est laissée en exercice :

Proposition 3.1.14 — On garde les notations de la proposition 3.1.13. Soit A un objet de H1(η). Les transfor-
mations naturelles :

f∗σspidA⊗Xσ spf (−) // spff
∗
ηA⊗ spf (−) // spf (f∗ηA⊗−)

définissent un morphisme de systèmes de spécialisation spidAsp // spA .

Notons le résultat suivant :

Proposition 3.1.15 — On suppose donné un système de spécialisation sp au dessus de B de H1 vers H2. Avec
les notations de la définition 3.1.1, le diagramme suivant :

g∗σspfA⊗ spf◦gg
!
ηB

//

��

g∗σspfA⊗ g!
σspfB

// g!
σ(spfA⊗ spfB) // g!

σspf (A⊗B)

spf◦gg
∗
ηA⊗ spf◦gg

!
ηB

// spf◦g(g∗ηA⊗ g!
ηB) // spf◦gg

!
η(A⊗B) // g!

σspf (A⊗B)

est commutatif.

Demonstration On se ramène immédiatement au cas où g est lisse ou une immersion fermée.
Pour une immersion fermée s, on se ramène par adjonction à la commutation de :

sσ∗(s∗σspfA⊗ spf◦sB) //

��

spfA⊗ sσ∗spf◦sB // spfA⊗ spfsη∗B
// spf (A⊗ sη∗B)

sσ∗(spf◦ss∗ηA⊗ spf◦sB) // sσ∗spf◦s(s∗ηA⊗B) // spf (sη∗(s∗ηA⊗B)) // spf (A⊗ sη∗B)
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Cela découle immédiatement du lemme 2.1.110.
Pour g lisse, on a la formule g! = Th(Ωg)g∗. En utilisant la commutation du diagramme analogue obtenu en

remplaçant g! par g∗ dans le diagramme de l’énoncé, on se ramène à une question qui concerne des équivalences de
Thom. En passant aux équivalences de Thom inverses on voit qu’il faut prouver la commutation des diagrammes
suivants :

spfA⊗ spfTh−1(Mη)A //

��

spfA⊗ Th−1(Mσ)spfB // Th−1(Mσ)(spfA⊗ spfB)

��
spf (A⊗ Th−1(Mη)B) // spfTh−1(Mη)(A⊗B) // Th−1(Mσ)spf (A⊗B)

En revenant à la définition de Th−1(−), on voit qu’il suffit de prouver la commutation du diagramme de l’énoncé dans
lequel on a remplacé g! par s! (avec s une immersion fermée) et p∗. Mais on a déjà traité le cas des immersions fermées.
D’où le résultat annoncé. c.q.f.d

On supposera dans la suite que H1 et H2 sont tous les deux fermés à droite. On notera Hom sans décorations les
foncteurs homomorphismes internes. Par la définition 2.1.140, on a des transformations naturelles :

spfHom(A,B) // Hom(spfA, spfB)

Étant donné un objet R1 de H1(η) et R2 de H2(σ) on pose :
– DR1

f (−) = Hom(−, f !
ηR1),

– DR2
f (−) = Hom(−, f !

σR2).

Proposition 3.1.16 — Les foncteurs :
– spf ◦ DR1

f : H1(Xη) // H2(Xσ)op

– DR2
f ◦ spf : H1(Xη) // H2(Xσ)op

définissent deux systèmes de spécialisation de H1 vers Hop
2 .

Demonstration En effet, on peut les voir comme des composées :

H1
DR1

// Hop
1

spop

// Hop
2 et H1

sp // H2
DR2

//// Hop
2

Les détails seront laissés aux lecteurs. c.q.f.d

Fixons un objet R de H1(η). On dispose ainsi d’une transformation naturelle spf ◦ DRf
// DspidR
f ◦ spf en

prenant la composée :

(3.11) spfHom(−, f !
ηA) // Hom(spf (−), spff !

ηR) // Hom(spf (−), f !
σspidR)

On a le résultat de cohérence suivant :

Proposition 3.1.17 — Le diagramme suivant1 :

spf◦gD
R
f◦gg

∗
η

∼ //

��

spf◦gg
!
ηD

R
f

// g!
σspfD

R
f

��
D

spidR
f◦g spf◦gg

∗
η

// DspidR
f◦g g∗σspf

// g!
σD

spidR
f spf

est commutatif.

Demonstration En dégageant les isomorphismes de connexion, on se ramène immédiatement à montrer que le

1Noter bien que la première flèche de la ligne inférieure n’est pas dans le mauvais sens comme on peut le croire à première vue. En effet,
les foncteurs de dualité sont contravariants.
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diagramme suivant :

spf◦gHom(g∗η(−), g!
ηf

!
ηR) //

��

spf◦gg
!
ηHom(−, f !

ηR) // g!
σspfHom(−, f !

ηR)

��

Hom(spf◦gg∗η(−), spf◦gg!
ηf

!
ηR)

��
Hom(spf◦gg∗η(−), g!

σspff
!
ηR) //

��

Hom(g∗σspf (−), g!
σspff

!
ηR) //

��

g!
σHom(spf (−), spff !

ηR)

��
Hom(spf◦gg∗η(−), g!

σf
!
σspidR) // Hom(g∗σspf (−), g!

σf
!
σspidR) // g!

σHom(spf (−), f !
σspidR)

est commutatif. La commutation des petits carrés en bas est triviale. La commutation du gros rectangle se démontre
en utilisant la méthode de la preuve de 2.3.57 c.q.f.d

On a le corollaire intéressant suivant :

Corollaire 3.1.18 — Les transformations naturelles (3.11) définissent un morphisme de systèmes de spéciali-
sations :

sp ◦ DR // DspidR ◦ sp

3.2 Une technique de construction de structures de spécialisation
Dans cette section, on décrira une méthode générale pour construire des systèmes de spécialisation. Cette méthode

utilise le formalisme des dérivateurs algébriques homotopiques et stables. Comme application de cette construction, on
obtiendra les foncteurs cycles proches à partir du système de spécialisation canonique. On suppose donné un diagramme
de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés en droite :

η // B σoo

et deux dérivateurs algébriques :

H1 : DiaSch/η // TR et H2 : DiaSch/σ // TR

La définition suivante est une extension évidente de la définition 3.1.1 :

Definition 3.2.1 — Un système de spécialisation sp (au dessus de (B, j, i)) de H1 vers H2 est l’ensemble des
données suivantes :

(SPE1) pour chaque diagramme commutatif de DiaSch/B à carrés cartésiens :

(3.12) (Xη, I)

(fη,pI)

��

j // (X , I)

(f,pI)

��

(Xσ, I)ioo

(fσ,pI)

��
η

j // B σ
ioo

d’un foncteur triangulé sp(f,I) : H1(Xη, I) // H2(Xσ, I) ,
(SPE2) pour chaque diagramme commutatif de DiaSch/B à carrés cartésiens :

(3.13) (X ′
η , I
′)

(gη,τ)

��

j // (X ′, I′)

(g,τ)

��

(X ′
σ, I
′)ioo

(gσ,τ)

��
(Xη, I)

(fη,pI)

��

j // (X , I)

(f,pI)

��

(Xσ, I)ioo

(fσ,pI)

��
η

j // B σ
ioo
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d’un 2-morphisme :

H1(X ′
η , I
′) H2(X ′

σ, I
′)

H1(Xη, I) H2(Xσ,I )

//
sp(f◦g,pI′ )

//
sp(f,pI)

��

(gη, τ)∗

��

(gσ, τ)∗nnnnrz
α(g,τ)

tel que les conditions ci-dessous soient vérifiées.

1. La famille des 2-morphismes α(g,τ) est compatible avec la composition verticale des diagrammes commutatifs à
carrés cartésiens de base (B, j, i) de la manière évidente.

2. Lorsque le B-morphisme (g, τ) est lisse argument par argument, le 2-morphisme α(g,τ) est inversible.
3. Notons β(g,τ) le 2-morphisme obtenu par adjonction à partir de α(g,τ). Lorsque (g, τ) est projectif argument par

argument, ce 2-morphisme est inversible.

Exemple 3.2.2 — Lorsque η, et σ sont de type fini et que H1 et H2 proviennent d’un même dérivateur algébrique
homotopique et stable H défini sur DiaSch/B, on définit un système de spécialisation canonique χ par la formule
χf = i∗j∗.

Pour i ∈ {1, 2}, on note Hi(−) le 2-foncteur homotopique et stable Hi(−, e). Dans la suite, on fixe un système de
spécialisation sp de H1 et H2. On construira à partir de sp de nouveaux systèmes de spécialisation de H1 vers H2.

3.2.1 La construction. Vérification des axiomes
On se donne un diagramme de η-schémas quasi-projectifs (F , I). On va définir un système de spécialisation qu’on

notera F • sp (lorsqu’il y a pas d’ambiguïté sur la catégorie d’indice I) de H1 vers H2.
Notons (π, pI) : (F , I) // (η, e) la projection structurale de notre diagramme de η-schémas. On a ainsi la

factorisation évidente (voir remarque 2.4.7) :

(F , I) π //

(π,pI)

  (η, I)
pI // η

Pour tout B-schéma quasi-projectif f : X // B , on considère le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Xη

j //

fη

��

X

f

��

Xσ
ioo

fσ

��
η

j // B σ
ioo

Le foncteur F • spf à définir est un foncteur de H1(Xη) dans H2(Xs). On commence par considérer le diagramme
commutatif de 1-morphismes de diagrammes de schémas :

(F ×η Xη, I)

fη

��

πf // (Xη, I)

fη

��

pI

""FFFFFFFFF

j // (X, I)
pI

!!CCCCCCCC
(Xs, I)ioo

pI

""EEEEEEEEE

(F , I) π
// (η, I)

pI

""FFFFFFFFFF
Xη

fη

��

j // X

f

��

Xs
ioo

fs

��
η

j // B σ
ioo

Dans lesquels tous les carrés (et losanges) sont cartésiens. Suivant notre convention de noter les 1-morphismes de
diagramme de schémas, la composée pI ◦ πf sera notée (πf , pI) : (F ×η Xη, I) // Xη .

Definition 3.2.3 — Le 1-morphisme F • spf : H1(Xη) // H2(Xs) est la composée suivante :

H1(Xη)
(πf , pI)∗

// H1(F ×η X, I)
(πf )∗ // H1(Xη, I)

sp(f,pI) // H2(Xs, I)
(pI)# // H2(Xs)
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Remarque 3.2.4 — Il est clair que si l’on prend à la place d’un B-schéma X un diagramme de B-schémas X , la
définition précédente grade son sens. Le lecteur vérifiera même que F • sp s’étend de cette manière en un système de
spécialisation entre dérivateurs algébriques homotopiques stables. On a quand même préféré se restreindre à H1 et H2

pour éviter les complications au niveau des notations.

Remarque 3.2.5 — La définition de F • spf peut paraître arbitraire. C’est peut-être bien le cas, puisqu’à la place
de pI# on aurait pu prendre pI∗ ou même tout simplement le 1-morphisme : spf (πf , pI)∗(πf , pI)∗. Notons quand même
que la définition choisie a la propriété de commuter aux petites sommes (du moins pour SH) ce qui n’est pas le cas
(sauf pour I particulier) pour les deux autres définitions. De plus, la définition choisie est celle qui donne la bonne
formule dans le cas des foncteurs cycles proches.

Remarque 3.2.6 — Le lecteur attentif a sûrement remarqué qu’on s’est donné plus de structures que nécessaire.
En effet, pour définir les foncteurs F • spf on utilise uniquement la restriction de sp au 2-foncteur

H1 : Sch/η × Dia // TR

i.e., le système de spécialisation induit sur le 2-foncteur homotopique stable H1(−, I) à valeurs dans H2(−, I). En effet,
le lecteur vérifiera facilement que pour ce qui sera fait dans cette section, on aurait bien pu partir d’un système de
spécialisation sp entre 2-foncteurs homotopiques stable en dérivateurs2. Notons que le cas qui nous motive est celui du
système de spécialisation canonique χ qui lui est définit sur H1 tout entier.

Le reste de la sous-section sera consacré à étendre la famille des foncteurs F•sp? en une structure de spécialisation. Il
s’agit donc de définir les faces carrées α? et de vérifier les axiomes de la définition 3.1.1. Supposons donné un diagramme
commutatif à carrés cartésiens :

Yη
j //

gη

��

Y

g

��

Yσ
ioo

gσ

��
Xη

j //

fη

��

X

f

��

Xσ
ioo

fσ

��
η

j // B σ
ioo

Pour définir le 2-morphisme αg : g∗σF • spf
// F • spf◦gg

∗
η , on forme d’abord le diagramme commutatif à carrés

cartésiens :

Yη

gη

��

(F ×η Yη, I)
(πf◦g,pI)oo πf◦g //

gη

��

(Yη, I)
j //

gη

��

(Y, I)

g

��

(Yσ, I)ioo

gσ

��

pI // Yσ

gσ

��
Xη (F ×η Xη, I)

(πf ,pI)oo πf // (Xη, I)
j // (X, I) (Xσ, I)ioo pI // Xσ

On prend alors pour αg la composée du diagramme planaire :

(3.14)

H1(Yη) H1(F ×η Yη, I) H1(Yη, I) H2(Yσ, I) H2(Yσ)

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

��

g∗η

��

g∗η

��

g∗η

��

g∗σ

��

g∗σ

//
(πf◦g, pI)∗

//
(πf◦g)∗

//
sp(f◦g,pI)

//
(pI)#

//
(πf , pI)∗

//
(πf )∗ //

sp(f,pI)
//

(pI)#

qqqqt|
Ex∗,∗

∼
qqqqt|

Ex∗∗ ttttv~
αg ttttv~

(Ex∗#)−1

∼

Notons que le 2-morphisme d’échange Ex∗# est inversible par le corollaire 2.4.24 appliqué au 1-morphisme pI lisse
argument par argument et au morphisme de I-diagrammes de schémas gs. Les deux premières conditions de la définition
3.1.1 sont vérifiées :

Lemme 3.2.7 — 1- La famille des 2-morphismes α? est compatible à la composition verticale au sens de la
définition 3.1.1.

2La notion de 2-foncteur homotopique stable en dérivateurs est la notion évidente qui se trouve à mis-chemin entre les 2-foncteurs
homotopiques stables et les dérivateurs algébriques homotopiques et stables. Ainsi un tel 2-foncteur prendra ses valeurs dans une certaine
2-catégorie de dérivateurs triangulés ou d’une façon équivalente sera défini sur des couples (X, I).
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2- Lorsque le morphisme g est lisse, le 2-morphisme αg est inversible.

Demonstration Pour montrer la compatibilité à la composition des carrés, on considère un troisième morphisme
de S-schémas h : Z // Y . On forme alors le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Zη

hη

��

(F ×η Zη, I)
(πfgh,pI)oo πfgh //

hη

��

(Zη, I)
j //

hη

��

(Z, I)

h

��

(Zσ, I)ioo

hσ

��

pI // Zσ

hσ

��
Yη

gη

��

(F ×η Yη, I)
(πf◦g,pI)oo πf◦g //

gη

��

(Yη, I)
j //

gη

��

(Y, I)

g

��

(Yσ, I)ioo

gσ

��

pI // Yσ

gσ

��
Xη (F ×η Xη, I)

(πf ,pI)oo πf // (Xη, I)
j // (X, I) (Xσ, I)ioo pI // Xσ

Il s’agit de montrer que la composée du diagramme planaire :

H1(Zη) H1(F ×η Zη, I) H1(Zη, I) H2(Zσ, I) H2(Zσ)

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

��

(gh)∗η

��

(gh)∗η

��

(gh)∗η

��

(gh)∗σ
��

(gh)∗σ

//
(πfgh, pI)∗

//
(πfgh)∗

//
sp(fgh,pI)

//
(pI)#

//
(πf , pI)∗

//
(πf )∗ //

sp(f,pI)
//

(pI)#

qqqqt|
∼

qqqqt|
Ex∗∗ ttttv~

αgh
ttttv~

∼

coïncide avec la composée de :

H1(Zη) H1(F ×η Zη, I) H1(Zη, I) H2(Zσ, I) H2(Zσ)

H1(Yη) H1(F ×η Yη, I) H1(Yη, I) H2(Yσ, I) H2(Yσ)

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

��

g∗η

��

g∗η

��

g∗η

��

g∗σ

��

g∗σ

��

h∗η

��

h∗η

��

h∗η

��

h∗σ

��

h∗σ

//
(πfgh, pI)∗

//
(πfgh)∗

//
sp(fgh,pI)

//
(pI)#

//
(πfg, pI)∗

//
(πfg)∗ //

sp(fg,pI)
//

(pI)#

//
(πf , pI)∗

//
(πf )∗ //

sp(f,pI)
//

(pI)#

qqqqt|
∼

qqqqt|
Ex∗∗ ttttv~

αg ttttv~
∼

qqqqt|
∼

qqqqt|
Ex∗∗ ttttv~

αh ttttv~
∼

modulo les 2-isomorphismes de connexions que l’on pense. Ceci est clair étant donné que chacune des faces carrées qui
composent le 2-morphisme α? est compatible à la composition verticale. Le premier point du lemme est donc vrai.

Pour établir la seconde assertion, il suffit de montrer que la face du type Ex∗∗ est inversible lorsque g est lisse. Ceci
découle immédiatement du théorème de changement de base par un morphisme lisse. c.q.f.d

Il nous reste à vérifier la troisième propriété de la définition 3.1.1. Le 2-morphisme βg : F • spfgη∗
// gs∗F • spf◦g

obtenu à partir de αg par adjonction est la composée :

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

H1(Yη) H1(F ×η Yη, I) H1(Yη, I) H2(Yσ, I) H2(Yσ)

��

gη∗

��

gη∗

��

gη∗

��

gσ∗

��

gσ∗

//
(πf , pI)∗

//
(πf )∗

//
sp(f,pI)

//
(pI)#

//
(πf◦g, pI)∗

//
(πf◦g)∗ //

sp(f◦g,pI) //
(pI)#

qqqq 4<
Ex∗∗ qqqq 4<Ex∗,∗

∼
tttt 6>

βg tttt 6>
Ex#,∗

Le morphisme d’échange Ex#,∗ ci-dessus est obtenu via les adjonctions (g∗σ, gσ∗) de l’inverse de l’isoéchange Ex∗#.
C’est donc aussi l’échange obtenu à partir de l’inverse de l’isoéchange Ex∗∗ via les adjonctions (pI#, p

∗
I). On a :

Lemme 3.2.8 — Lorsque le S-morphisme g est projectif, le 2-morphisme βg est inversible.

Demonstration En effet, la face de type Ex∗∗ est inversible par le théorème de changement de base pour un
morphisme projectif argument par argument. La face Ex#,∗ est inversible puisqu’elle s’identifie à Ex−1

#,!. c.q.f.d



340 La théorie des foncteurs cycles proches dans un cadre motivique

Ainsi, on a démontré le résultat suivant :

Proposition 3.2.9 — La famille des F • sp ainsi que celle des faces α? données par la composée de (3.14),
forment un système de spécialisation au dessus de (B, j, i) de H1 vers H2.

Notons au passage le lemme suivant :

Lemme 3.2.10 — On suppose que les catégories H1(−) et H2(−) admettent les petites sommes et que H1 est
parfait pour les petites sommes. On suppose également que le foncteur sp? commute aux petites sommes pour tout
B-morphisme quasi-projectif f . Alors, le foncteur (F • sp)f commute également aux petites sommes.

Demonstration Rappelons que (F • sp)f = (pI)#sp(f,pI)(πf )∗(πf , pI)∗. Les foncteurs (pI)# et (πf , pI)∗ sont des
adjoints à gauche. Ils commutent donc aux petites sommes. Pour prouver que les foncteurs sp(f,pI) et (πf )∗ commutent
aux petites sommes, on peut le faire après application de i∗ pour i ∈ Ob(I). Ceci nous ramène immédiatement à montrer
que spf et πf (i)∗ commutent aux petites sommes. Ceci découle de l’énoncé. c.q.f.d

3.2.2 Fonctorialité par rapport aux diagrammes des schémas
Dans cette section, on étudie la fonctorialité du système de spécialisation F • sp par rapport au diagramme de

η-schémas (F , I). L’utilisation d’une image directe cohomologique (πf )∗ et d’une image directe homologique (pI)#

dans la définition de F • sp?, nous force à distinguer deux cas :

1. celui d’un morphisme de I-diagrammes de η-schémas (G , I) // (F , I) ,

2. celui d’un morphisme de diagrammes de η-schémas (F ◦ α, J) // (F , I) induit par un foncteur α : J // I

de Dia.
En effet, l’association (F , I) F • sp sera contravariante par rapport au morphismes du premier type et covariante
par rapport à ceux du second type.

Contravariance par rapport aux morphismes de I-diagrammes

On fixe la catégorie d’indices I et on garde les notations de la section précédente. On se donne un morphisme de
I-diagrammes de η-schémas :

u : (G , I) // (F , I)

On notera (πF , pI) et (πG , pI) les projections structurales sur η de telle sorte que πG = πF ◦ u. On fait la définition
suivante :

Definition 3.2.11 — Soit f : X // B un B-schémas quasi-projectif. On définit une transformation naturelle
γuf : F • spf

// G • sp par la composée du diagramme planaire :

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

H1(Xη) H1(G ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

��

u∗

//
(πF
f , pI)∗

//
(πF
f )∗

//
sp(f,pI)

//
(pI)#

//
(πG
f , pI)∗

//
(πG
f )∗ //

sp(f,pI)
//

(pI)#

qqqq 4<
Ex∗∗ qqqq 4<

Ex∗,∗

∼
tt tt

La première face Ex∗∗ étant essentiellement la counité de l’adjonction (u∗, u∗) puisqu’elle est égale à la composée :

(πF
f , pI)∗ // u∗u∗(πF

f , pI)∗ ' u∗(πG
f , pI)∗

La proposition suivante est facile et sera laissée en exercice :

Proposition 3.2.12 — La famille des γu? définit un morphisme de systèmes de spécialisation :

γu : F • sp // G • sp

De plus, les associations :
– F  F • sp
– (u : G → F ) (γu : F • sp 7−→ G • sp)

définissent un foncteur contravariant de la catégorie des I-diagrammes de η-schémas quasi-projectifs dans celle des
systèmes de spécialisation de H1 vers H2.
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Covariance par rapport au changement des catégories d’indices

On se donne un I-diagramme de η-schémas quasi-projectifs F ainsi qu’un foncteur ι : J // I de Dia. On a
alors un 1-morphisme de diagrammes de η-schémas :

ι : (F ◦ ι, J) // (F , I)

On fait la définition suivante :

Definition 3.2.13 — Soit f : X // B un B-schéma quasi-projectif. On définit un 2-morphisme γι,f :
F ι • spf

// F • spf par la composée du diagramme planaire :

H1(Xη) H1(Fι×η Xη, J) H1(Xη, J) H2(Xσ, J) H2(Xσ)

H1(Xη) H1(F ×η Xη, I) H1(Xη, I) H2(Xσ, I) H2(Xσ)

��

ι∗

��

ι∗

��

ι∗

//
(πFι
f , pJ)∗

//
(πFι
f )∗

//
sp(f,pJ)

//
(pJ)#

//
(πF
f , pI)∗

//
(πF
f )∗ //

sp(f,pI)
//

(pI)#

qqqq 4<Ex∗,∗

∼
qqqqt|

Ex∗∗

∼
ttttv~

αι

∼
tttt 6>

Ex∗#

Notons que αι est bien inversible puisque ι est lisse argument par argument et que la dernière face carrée est simplement
la composée :

pJ#ι
∗ // pJ#ι#ι

∗ // pJ#

La proposition suivante est facile et laissée aux lecteurs :

Proposition 3.2.14 — La famille des γι,? définit un morphisme de systèmes de spécialisation :

γι : F ι • sp // F • sp

De plus, les associations :
– (ι : J→ I) Fι • sp
– (a : K→ J) (γa : (F ιa) • sp 7−→ F ι • sp)

définissent un foncteur covariant de Dia/I dans la catégorie des systèmes de spécialisation de H1 vers H2.

3.2.3 Structures pseudo-monoïdales

Dans ce paragraphe, on supposera que H1 et H2 sont des dérivateurs algébriques monoïdaux homotopiques et stables
au sens de la définition 2.4.48. On dispose donc d’une structure de catégories monoïdales sur chacune des catégories
Hi(−) telle que les foncteurs images inverses soient monoïdales et que certaines images directes homologiques vérifient
la formule de projection.

On supposera dans la suite que le système de spécialisation sp est pseudo-monoïdal au sens analogue de celui de la
définition 3.1.12. On donne alors une condition suffisante permettant de définir une structure pseudo-monoïdale sur le
système de spécialisation F • sp. La condition est la suivante :

Hypothèse 3.2.15 — Le foncteur pseudo-comonoïdal pI# est comonoïdal. Plus précisément, pour tout σ-schéma
quasi-projectif F et tout (A,B) ∈ Ob(H(F, I))2, le coaccouplement :

pI#(A⊗B) ∼ // pI#A⊗ pI#B

est inversible.

Notons que la structure pseudo-comonoïdale sur le foncteur pI# provient par adjonction de celle sur le foncteur
monoïdal (et donc aussi comonoïdal) p∗I.

Definition 3.2.16 — Soit (F , I) un diagramme de η-schémas quasi-projectifs avec I vérifiant l’hypothèse 3.2.15.
Soient f : X // B un B-schéma quasi-projectif et (A,B) ∈ Ob(H(Xη))2.

On définit un accouplement naturel en A et B :

mf : F • spf (A)⊗Xσ F • spf (B) // F • spf (A⊗Xη B)
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en prenant la composée :

[(pI)#sp(f,pI)(πF
f )∗(πF

f , pI)∗A]⊗ [(pI)#sp(f,pI)(πF
f )∗(πF

f , pI)∗B]

(pI)#([sp(f,pI)(πF
f )∗(πF

f , pI)∗A]⊗ [sp(f,pI)(πF
f )∗(πF

f , pI)∗B])

∼

OO

��
(pI)#sp(f,pI)([(πF

f )∗(πF
f , pI)∗A]⊗ [(πF

f )∗(πF
f , pI)∗A])

��
(pI)#sp(f,pI)(πF

f )∗[(πF
f , pI)∗A]⊗ [(πF

f , pI)∗A])

∼
��

(pI)#sp(f,pI)(πF
f )∗(πF

f , pI)∗(A⊗B)

Muni de cet accouplement, F • spf est le foncteur pseudo-monoïdal composé des foncteurs pseudo-monoïdaux :
(πF
f , pI)∗, (πF

f )∗, sp(f,pI) et pI#.

Proposition 3.2.17 — Les foncteurs pseudo-monoïdaux F • sp? définissent un système de spécialisation
pseudo-monoïdal au sens de la définition 3.1.12.

Demonstration En effet, toutes les faces du diagramme planaire (3.14) définissant les 2-morphismes

αg : g∗σF • spf
// F • spf◦gg

∗
η

sont des faces dans la 2-catégorie pMono. Il vient que les αg sont bien des transformations naturelles de foncteurs
pseudo-monoïdaux. C’est la seule propriété à vérifier. c.q.f.d

Proposition 3.2.18 — On suppose que les catégories I et J vérifient l’hypothèse 3.2.15. Sous les hypothèses des
définitions 3.2.11 et 3.2.13, les morphismes de systèmes de spécialisation :

F • sp // G • sp et F ι • sp // F • sp

sont des morphismes de systèmes de spécialisations pseudo-monoïdaux.

Demonstration Ceci découle du fait que les faces des diagrammes planaires des définitions 3.2.11 et 3.2.13 sont des
faces de la 2-catégorie pMono. c.q.f.d

3.2.4 Autour de l’hypothèse 3.2.15
Dans cette section, on donne une condition simple sur la catégorie d’indice I impliquant l’hypothèse 3.2.15. No-

tons que l’hypothèse en question est indépendante de la situation considérée dans le paragraphe précédent. Par
soucis de généralité on se place donc dans un nouveau dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable H :
DiaSch/S // TR . On profite de l’occasion pour introduire l’accouplement externe :

Definition 3.2.19 — 1- Supposons donné un diagramme dans DiaSch/S :

(G , J)
(f2,α2)//

(f1,α1)

��

(F2, I2)

(F1, I1)

Pour i ∈ {1, 2} et Ai ∈ H(Fi, Ii) on pose A1 �A2 = (f1, α1)∗A1 ⊗G ,J (f2, α2)∗A2.
2- Étant donné un carré commutatif de DiaSch/S :

(G , J)
(f2,α2)//

(f1,α1)

��

(F2, I2)

(g2,β2)

��
(F1, I1)

(g1,β1)
// (E ,H)
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on note (h, γ) = (g1, β1) ◦ (f1, α1) = (g2, β2) ◦ (f2, α2). On définit un coaccouplement extérieur :

(h, γ)#(A1 �A2) // (g1, β1)#(A1)⊗E ,H (g2, β2)#(A2)

par la composée suivante :

(h, γ)#((f1, α1)∗A1 ⊗G ,J (f2, α2)∗A2)

��
[(h, γ)#(f1, α1)∗A1]⊗ [(h, γ)#(f2, α2)∗A2]

��
[(g1, β1)#(f1, α1)#(f1, α1)∗A1]⊗ [(g1, β2)#(f2, α2)#(f2, α2)∗A2]

��
(g1, β1)#(A1)⊗ (g2, β2)#(A2)

La relation du coaccouplement habituel avec le coaccouplement extérieur est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.2.20 — On suppose donné un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs (f, α) :
(G , J) // (F , I) . On forme le carré cartésien :

(G ×F G , J×I J)
(pr2,pr2) //

(pr1,pr1)

��

(G , J)

(f,α)

��
(G , J)

(f,α)
// (F , I)

et on appelle (∆,∆) l’inclusion de la diagonale (G , J) // (G ×F G , J×I J) et (p, p) = (f, α) ◦ (pri, pri) pour
i ∈ {1, 2}. Pour A et B des objets de H(G , J) le diagramme suivant est commutatif :

(f, α)#(∆,∆)∗(A�B)

∼
��

∼ // (p, p)#(∆,∆)#(∆,∆)∗(A�B) // (p, p)#(A�B)

��
(f, α)#(A⊗B) (f, α)#(A⊗B)

La condition qui assurera la validité de l’hypothèse 3.2.15 est basée sur les deux lemmes suivants. D’une part on
a :

Lemme 3.2.21 — Sous les hypothèses de la définition précédente, le coaccouplement :

(h, γ)#(A1 �A2) // (g1, β1)#(A1)⊗E ,H (g2, β2)#(A2)

est inversible lorsque le 2-morphisme de changement de base :

Ex∗# : (f1, α1)#(f2, α2)∗ // (g1, β1)∗(g2, β2)#

est inversible.

Demonstration En effet, on vérifie immédiatement que le coaccouplement qu’on a défini est donné par la composée
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suivante :
(h, γ)#((f1, α1)∗A1 ⊗G ,J (f2, α2)∗A2)

∼
��

(g1, β1)#(f1, α1)#((f1, α1)∗A1 ⊗G ,J (f2, α2)∗A2)

∼
��

(g1, β1)#(A1 ⊗ (f1, α1)#(f2, α2)∗A2)

Ex∗#

��
(g1, β1)#(A1 ⊗ (g1, β1)∗(g2, β2)#A2

∼
��

(g1, β1)#A1 ⊗ (g2, β2)#A2

D’où le lemme. c.q.f.d

D’autre part on a le résultat général sur les dérivateurs triangulés :

Lemme 3.2.22 — Soit D un dérivateur (triangulé) de domaine Dia. Étant donnée deux catégories I et J de Dia,
on forme le carré cartésien :

I× J
pr2 //

pr1

��

J

pJ

��
I

pI // e

Le morphisme de changement de base Ex∗# : pr1#pr
∗
2

// p∗IpJ# est inversible.

Demonstration On montrera que pour tout objet i de I le 2-morphisme :

i∗pr1#pr
∗
2

// i∗p∗IpJ#

est inversible. En appliquant l’axiome 4 de la définition 2.1.34 à la face carrée :

e I

I× Ji\I× J

//i

//ji\I×J

��

pi\I×J

��

pr1wwww
7?

on obtient un isomorphisme d’échange Ex∗# : (pi\I×J)#(ji\I×J)∗ // i∗pr1# . Ceci nous ramène à montrer que
l’isomorphisme d’échange Ex∗# associé au carré commutatif :

i\I× J
pr2◦ji\I×J //

pi\I×J

��

J

pJ

��
e e

est inversible. En d’autres termes, il s’agit de montrer que le foncteur évident i\I× J // J est filtrant au sens de
la définition 2.1.50. Par la proposition 2.1.49, il suffit de montrer que pour tout j ∈ Ob(J) la transformation naturelle
évidente R#(i\(I× J)/j) // id est inversible. Ceci est effectivement la cas puisque i\(I× J)/j = (i\I)× (J/j) est
un produit d’une catégorie admettant un objet initial par une autre admettant un objet final (on pourra par exemple
utiliser la proposition 2.1.51 en remarquant que pour K une petite catégorie, pK est filtrant ssi R#(K) ' id). c.q.f.d

On en déduit le corollaire suivant :
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Proposition 3.2.23 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. Étant données deux catégories I et J de Dia, on
forme le carré cartésien :

I× J
pr2 //

pr1

��

J

pJ

��
I

pI // e

Pour tout A et B dans H(X, I) et H(X, J) respectivement, le coaccouplement extérieur :

(pI×J)#(A�B) ∼ // (pI)#A⊗ (pJ)#B

est inversible.

En utilisant le lemme 3.2.20 et la proposition 3.2.23, on déduit le critère simple suivant :

Proposition 3.2.24 — Pour que I vérifie l’hypothèse 3.2.15, il suffit que le foncteur diagonal I // I× I soit
filtrant.

Exemple 3.2.25 — Voici quelques exemples de catégories vérifiant la condition de la proposition précédente :

∆ , N× et N× ×∆

avec N× l’ensemble des entiers non nuls ordonné par l’opposé de la relation de divisibilité. Ces catégories apparaîtrons
dans la construction des foncteurs cycles proches.

3.3 Le calcul des systèmes de spécialisation pour les schémas standards
Les axiomes imposés dans la définition d’un système de spécialisation sp permettent dans certains cas de "calculer"

le foncteur spf en fonction de spidB et les quatre opérations. Pour plus de précision sur ce qu’on entend par le mot
"calcul" le lecteur pourra consulter l’énoncé du théorème 3.3.10. Comme conséquence de ce "calcul" on obtiendra deux
résultats intéressants à savoir les théorèmes 3.3.4 et 3.3.6. Ces résultats acquièrent leur véritable importance lorsqu’on
se place au dessus d’un trait (sous réserve de pouvoir résoudre les singularités).

3.3.1 Les B-schémas standards. Notations et énoncés des théorèmes
On se donne une base (B, j, i) comme dans 3.1.1 et deux 2-foncteurs homotopiques stables H1 : Sch/η // TR

et H2 : Sch/σ // TR . On supposera qu’il existe une section globale π ∈ Γ(B,OB) qui soit nulle sur σ et inversible
sur η. Ceci implique en particulier que le produit fibré η ×B σ est vide (puisque le zéro est inversible sur ce schéma).
Une telle section sera fixée une fois pour toutes. On notera B/(π) le sous-schéma fermé de B défini par l’annulation
de π. Le morphisme i : σ // B se factorise par B/(π) :

(3.15) σ
i0 //

i
""EEEEEEEEE B/(π)� _

��
B

et l’image de j : η // B ne rencontre pas B/(π). Voici les schémas standards dont il sera question dans la suite :

Definition 3.3.1 — Soient k un entier naturel non nul et a = (a1, . . . , ak) un k-uplet dans N\{0}. Le B-schéma
π-standard à réduction semi-stable de type a est le B-schéma noté StBa et défini par :

stBa : StBa = B[T1, . . . , Tk]/(T a1
1 . . . T akk − π) // B

Lorsqu’il y a pas de confusion sur B, il nous arrivera de noter simplement sta et Sta à la place de stBa et StBa .

Pour énoncer les théorèmes, on aura également besoin des B-schémas suivants :

Definition 3.3.2 — 1- Pour n ∈ N\{0} on pose Bn = B[T ]/(Tn − π) et on note bn sa projection sur B. La
classe de T dans OBn sera notée π1/n. Il est clair que Bn est isomorphe à StB(n).

2- Pour n ∈ N\{0} et m ∈ Z on pose Bmn = B[U,U−1][T ]/(Tn − Um.π) et on note bmn sa projection sur B.
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Remarque 3.3.3 — Il est facile de voir que les morphismes stBa sont plats. En effet stBa peut être obtenu par
changement de base de Spec(Z[T1, . . . , Tk, P ]/(T a1

1 . . . T ann − P )) // Spec(Z[P ]) (qui est clairement plat) par le

morphisme B // Spec(Z[P ]) qui envoie P sur la section π. Par contre les B-schémas StBa ne sont en général ni
lisses ni réguliers. La même remarque s’applique également aux bn et bmn .

Pour un schéma X notons Nn.i.(X) l’ensemble des entiers naturels non nuls n tels que tout diviseur premier de n
est non inversible sur X. En particulier si X est de caractéristique 0, l’ensemble Nn.i.(X) est réduit à {1}. L’un des
buts de la section est de prouver les deux théorèmes 3.3.4 et 3.3.6 :

Theoreme 3.3.4 — Soit sp // sp′ un morphisme de systèmes de spécialisation au dessus de B de H1 vers
H2. Soient a un k-uplet d’entiers non nuls et A un objet de H1(η).

1- Supposons que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les morphismes :

spbn(bn)∗ηA // sp′bn(bn)∗ηA

sont inversibles, alors le morphisme spstBa (stBa )∗ηA // sp′stBa (stBa )∗ηA est également inversible.

2- Pour a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers ai et r le maximum des ai/d. On suppose que
les morphismes :

spbn(bn)∗ηA // sp′bn(bn)∗ηA et spbmn (bmn )∗ηA // sp′bmn (bmn )∗ηA

sont inversibles pour n = d.l avec 1 ≤ l ≤ r et m = d0.l0 avec d0 le plus grand diviseur de d appartenant à Nn.i.(B)
et 1 ≤ l0 ≤ r appartenant également à Nn.i(B). Alors, le morphisme spstBa (stBa )∗ηA // sp′stBa (stBa )∗ηA est également

inversible.

On se donne pour tout σ-schéma quasi-projectif T une sous-catégorie (pleine) H2(T )′ ⊂ H2(T ) telle que l’hypothèse
suivante est satisfaite :

Hypothèse 3.3.5 — La sous-catégorie H2(T )′ est cosuspendue (voir la définition 2.1.1). Si f : R // T est un
morphisme de σ-schémas quasi-projectifs, alors :

– f∗ envoie H2(R)′ dans H2(T )′,
– f∗ envoie H2(T )′ dans H2(R)′ lorsque f est lisse.

Enfin, pour tout entier n ∈ Z les sous-catégories H2(T )′ sont stables par l’opération A A(n)[n].

Un cas important où l’hypothèse 3.3.5 est vérifiée est lorsque H2(−)′ est un sous-2-foncteur homotopique stable de
H2. Notons que dans ce cas, les sous-catégories en question sont triangulées (et non seulement cosuspendues).

Theoreme 3.3.6 — Soit sp un système de spécialisation au dessus de B de H1 vers H2. Soient a un k-uplet et
A un objet de H1(η).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets spbn(bn)∗ηA sont dans H2((Bn)σ)′, alors l’objet
spstBa (stBa )∗ηA est également dans H2((Sta)σ)′.

2- Supposons en plus de l’hypothèse 3.3.5 que les sous-catégories H2(−)′ sont stables par facteurs directs. Pour
a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers ai et r le maximum des ai/d. On suppose que les objets :
spbn(bn)∗ηA et spbmn (bmn )∗ηA sont respectivement dans H2((Bn)σ)′ et H2((Bmn )σ)′, pour n = d.l avec 1 ≤ l ≤ r et
m = d0.l0 avec d0 le plus grand diviseur de d appartenant à Nn.i.(B) et 1 ≤ l0 ≤ r appartenant également à Nn.i(B).
Alors, l’objet spstBa (stBa )∗ηA est également dans H2((Sta)σ)′.

La version duale du théorème précédent est plus intéressante. On se donne pour tout σ-schéma quasi-projectif T
une sous-catégorie (pleine) H2(T )′′ ⊂ H2(T ) satisfaisant l’hypothèse duale de 3.3.5, à savoir :

Hypothèse 3.3.7 — La sous-catégorie H2(T )′′ est suspendue (voir la définition 2.1.1). Si f : R // T est un
morphisme de σ-schémas quasi-projectifs, alors :

– f! envoie H2(R)′′ dans H2(T )′′,
– f ! envoie H2(T )′′ dans H2(R)′′ lorsque f est lisse.

Enfin, pour tout entier n ∈ Z les sous-catégories H2(T )′′ sont stables par l’opération A A(n)[n].

Remarque 3.3.8 — 1- Étant donnée une classe d’objets Λ ⊂ H2(σ) quasi-stable par twist de Tate (voir la définition
2.2.17), les catégories (H2)ct

Λ(−) vérifient les conditions de l’hypothèse 3.3.7.
2- Un autre exemple important où l’hypothèse 3.3.7 est satisfaite est le suivant. Soit G un ensemble d’objets de

H2(σ). On suppose que l’hypothèse 2.2.58 est vérifiée. Alors, les sous-catégories suspendues p(H2)≥0(−) des objets
pt-positifs vérifient l’hypothèse 3.3.7 par la proposition 2.2.62.
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Pour i ∈ {1, 2}, on note Hop
i le 2-foncteur homotopique stable opposé à Hi. On sait par le corollaire 3.1.11 que les

foncteurs spop
f induisent un système de spécialisation de Hop

1 vers Hop
2 . On vérifie immédiatement que les sous-catégories

(H2(T )′′)op vérifient l’hypothèse 3.3.5 relativement à Hop
2 . Lorsqu’on applique le théorème 3.3.6 à cette situation, on

obtient l’énoncé suivant :

Theoreme 3.3.9 — Soit sp un système de spécialisation au dessus de B de H1 vers H2. Soient a un k-uplet et
A un objet de H1(η).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets spbn(bn)!
ηA sont dans H2((Bn)σ)′′, alors

l’objet spstBa (stBa )!
ηA est également dans H2((Sta)σ)′′.

2- Supposons en plus de l’hypothèse 3.3.7 que les sous-catégories H2(−)′ sont stables par facteurs directs. Pour
a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers ai et r le maximum des ai/d. On suppose que les objets :
spbn(bn)!

ηA et spbmn (bmn )!
ηA sont respectivement dans H2((Bn)σ)′′ et H2((Bmn )σ)′′, pour n = d.l avec 1 ≤ l ≤ r et

m = d0.l0 avec d0 le plus grand diviseur de d appartenant à Nn.i.(B) et 1 ≤ l0 ≤ r appartenant également à Nn.i(B).
Alors, l’objet spstBa (stBa )!

ηA est également dans H2((Sta)σ)′′.

Les démonstrations des deux théorèmes 3.3.4 et 3.3.6 reposent sur le théorème 3.3.10. Pour l’énoncer on a besoin
d’introduire des notations supplémentaires. Ces notations servirons également dans tout le reste de la section.

1- Pour tout B-schéma X, notons X/(π) (resp. Xσ, Xη) le schéma X ×B B/(π) (resp. X ×B σ, X ×B η). Le
σ-schéma Xσ est canoniquement un produit fibré : X/(π)×B(π) σ via le morphisme σ // B/(π) . Ainsi (StBa )/(π)

est le sous-schéma de StBa défini par l’idéal (π) et (StBa )σ le produit fibré StBa ×B σ.

2- Pour 1 ≤ i ≤ k, on notera Dπ
a,i le sous-schéma de StBa d’équation (Ti = 0) qu’on appellera la i-ème branche de

StBa . Le B-schéma Dπ
a,i est naturellement un B/π-schéma inclus dans (StBa )/(π). En effet, π est nul sur Dπ

a,i puisque
Ti = 0 et π =

∏k
j=1 T

aj
j (on utilise le fait que l’entier ai est non nul (revoir la définition 3.3.1)). Le petit calcul :

B[T1, . . . , Tk]/(T a1
1 . . . T akk − π, Ti) = B[T1, . . . , Tk]/(π, Ti) = B/(π)[T1, . . . , Ti−1, Ti+1, . . . , Tk]

montre que Dπ
a,i est isomorphe à l’espace affine de dimension k − 1 sur B/(π). On notera également Da,i le produit

fibré Dπ
a,i ×B/(π) σ (le morphisme σ // B/(π) utilisé est le i0 du triangle commutatif (3.15)). Le σ-schéma Da,i

est isomorphe à l’espace affine Ak−1
σ . On appellera uπa,i et ua,i les inclusions de Dπ

a,i et Da dans (StBa )/(π) et (StBa )σ
respectivement. On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Da,i

i0

��

ua,i // (StBa )σ

i0

��

(stBa )σ // σ

i0

��
Dπ
a,i

uπa,i // (StBa )/(π) //

��

B/(π)

��
StBa

stBa // B

3- Plus généralement, pour I ⊂ {1, . . . , k} non vide, on posera Dπ
a,I = ∪

i∈I
Dπ
a,i et Da,I = ∪

i∈I
Da,i. Évidement, Dπ

a,I

est encore un B/(π)-schéma et Da,I = Dπ
a,I ×B/(π) σ. En notant uπa,I et ua,I comme tout à l’heure, on a le diagramme

commutatif à carrés cartésiens :

Da,I

i0

��

ua,I // (StBa )σ

i0

��

(stBa )σ // σ

i0

��
Dπ
a,I

uπa,I // (StBa )/(π) //

��

B/(π)

��
StBa

stBa // B

On fera attention que uπa,{1,...,n} n’est pas en général un isomorphisme, mais seulement une immersion fermée
d’idéal nilpotent.
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4- On aura également besoin d’introduire pour i ∈ {1, . . . , k} les ouverts Dπ,0
a,i et D0

a,i de Dπ
a,i et Da,i qu’on définit

par D?,0
a,i = D?

a,i\D?
a,{1,...,k}−{i} pour ? ∈ {∅, π}. On a toujours la formule D0

a,i = Dπ,0
a,i ×B/(π) σ.

Plus généralement si I ⊂ {1, . . . , k} et J son complémentaire, on notera Dπ,0
a,I l’ouvert de Dπ

a,I (et même de
Dπ
a,{1,...,k}) égal à D

π
a,I\Dπ

a,J (ou encore à Dπ
a,{1,...,k}\D

π
a,J). On notera également D0

a,I l’ouvert de Da,I (et même de
Da,{1,...,k}) égal à Da,I\Da,J (ou encore à Da,{1,...,k}\Da,J). Il est clair que dans D?

a,{1,...,k} l’ouvert D
?,0
a,I et le fermé

D?
a,J sont complémentaires. On notera vπa,I et va,I les inclusions de Dπ,0

a,I et D0
a,I dans Dπ

a,I et Da,I respectivement. La
situation se résume alors par le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

D0
a,I

va,I //

i0

��

Da,I

i0

��

ua,I // (StBa )σ

i0

��

(stBa )σ // σ

i0

��
Dπ,0
a,I

vπa,I // Dπ
a,I

uπa,I // (StBa )/(π) //

��

B/(π)

��
StBa

stBa // B

Voici l’énoncé du "calcul des systèmes de spécialisations pour les B-schémas standards" :

Theoreme 3.3.10 — Soit sp une structure de spécialisation de base B de H1 vers H2. On fixe des entiers
naturels non nuls n et k et on notera nk le k-uplet constant de valeur n. Pour I ⊂ {1, . . . , k} une partie non vide, le
2-morphisme d’adjonction id // vnk,I∗v

∗
nk,I

appliqué au 1-morphisme u∗nk,IspstBnk (stBnk)∗η :

[u∗nk,IspstBnk
(stBnk)∗η] ∼ // vnk,I∗v

∗
nk,I

[u∗nk,IspstBnk
(stBnk)∗η]

est inversible.

On obtient l’énoncé dual de 3.3.10, en appliquant le corollaire 3.1.11. On en déduit :

Theoreme 3.3.11 — On garde les notations et hypothèses du théorème 3.3.10. Le 2-morphisme vnk,I!v
!
nk,I

// id

appliqué au 1-morphisme u!
nk,I

spstBnk
(stBnk)!

η :

vnk,I!v
!
nk,I

[u!
nk,I

spstBnk
(stBnk)!

η] ∼ // [u!
nk,I

spstBnk
(stBnk)!

η]

est inversible.

Remarque 3.3.12 — Il n’est pas tout à fait clair comment l’énoncé de théorème 3.3.10 permet de "calculer" le
foncteur spstBnk

. Avant d’expliquer cela, précisons tout de suite qu’on ne "calculera" pas le foncteur spstBnk
mais plutôt

ses valeurs lorsqu’on l’applique sur des objets de H1((StBnk)η) constants (voire localement constant) relativement à η,
i.e., des objets de la forme (stBnk)∗η(?). De plus, on ne calculera pas ces valeurs mais seulement leurs restrictions aux
branches Dnk,i

pour i ∈ {1, . . . , k} qui recouvrent tout de même (StBnk)σ.
Pour simplifier, on prendra dans la suite n = 1 et I = {i} ⊂ {1, . . . , k}. Dans ce cas, le B-schéma StB1k est lisse

en tout point de D0
1k,i

. Appelons w la projection structurale du B-schéma lisse (StB1k −∪j 6=iD
π
1k,j

) et m son inclusion
dans StB1 . On voit alors immédiatement que mσ = u1k,i

◦ v1k,i
de sorte que :

v∗1k,iu
∗
1k,i

spstB1k
(stB1k)∗η ' m∗σspstB1k (stB1k)∗η

∼ // spwm
∗
η(stB1k)∗η ' spww

∗
η w∗σspidB

∼oo

En fin de compte le théorème 3.3.10 se traduit dans ce cas par un isomorphisme u∗1k,ispstB1 (stB1k)η ' v1k,i∗w
∗
σspidB .

Une bonne partie de cette section est consacrée à la preuve du théorème 3.3.10. La partie restante est consacrée
aux applications de ce théorème. On y verra les preuves de 3.3.4 et 3.3.6 ainsi que des généralisations dans le cas où
B est un trait (ou plus généralement de dimension 1).
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3.3.2 Quelques préparations

Le lemme simple suivant, nous sera utile :

Lemme 3.3.13 — Soit a = (a1, . . . , ak) un k-uplet d’entiers strictement positifs. Soit d un diviseur commun à
tout les ai. Il existe alors un B-morphisme canonique :

stBa,d : StBa // Bd

qui envoie la classe de T sur la classe de T a1/d
1 . . . T

ak/d
k . De plus, le Bd-schéma stBa,d est canoniquement isomorphe

au Bd-schéma π1/n-standard à réduction semi-stable de type a/d :

StBda/d = Bd[T1, . . . , Tk]/(T a1/d
1 . . . T

ak/d
k − π1/d) // Bd

avec a/d = (a1/d, . . . , ak/d). (L’isomorphisme consiste à envoyer Ti sur Ti)

Demonstration En effet le morphisme :
StBa

// B[T ]

qui envoie T sur le produit T a1/d
1 . . . T

ak/d
k se factorise par l’idéal (T d − π) vu la relation :

(T a1/d
1 . . . T

ak/d
k )d = T a1

1 . . . T akk = π

La seconde assertion du lemme résulte des identifications suivantes :
Bn[T1, . . . , Tk]/(T a1/d

1 . . . T
ak/d
k − π1/d) = B[T ]/(T d − π)[T1, . . . , Tk]/(T a1/d

1 . . . T
ak/d
k − T )

= B[T, T1, . . . , Tk](T a1/d
1 . . . T

ak/d
k − T ;T d − π) = B[T, T1, . . . , Tk]/(T a1/d

1 . . . , T
ak/d
k − T ;T a1

1 . . . T akk − π)
= B[T1, . . . , Tk]/(T a1

1 . . . T akk − π). c.q.f.d

On utilisera à plusieurs reprises le lemme facile suivant dont la preuve est laissée en exercice :

Lemme 3.3.14 — Soit g : Y // X un B-morphisme entre deux B-schémas h : Y // B et f : X // B .
Soit D un sous-schéma de Xσ et D0 ⊂ D un ouvert de D. On notera u l’inclusion de D dans Xσ et v celle de D0

dans D. On appelle également D′, D′0, u′ et v′ les pull-back par gσ. On considère les deux 2-morphismes suivants :

(3.16) u∗spff
∗
η

// v∗v∗u∗spff
∗
η

(3.17) u′∗sphh
∗
η

// v′∗v
′∗u′∗sphh

∗
η

On a les assertions suivantes :

1. Si g est lisse et si (3.16) est un 2-isomorphisme, alors il en est de même de (3.17).

2. Si g est un recouvrement pour la topologie de Nisnevich et si (3.17) est un 2-isomorphisme, alors il en est de
même de (3.16).

Terminons ces préparations en introduisant quelques notations. Pour I une partie non vide de {1, . . . , k}, on notera
UBa,I l’ouvert StBa \Dπ

a,I de StBa . On pose de même, VBa = StBa \ ∩
i∈{1,...,k}

Dπ
a,i. L’ouvert VBa est ainsi recouvert par

les Ua,i pour 1 ≤ i ≤ k. Dans la suite, on aura l’occasion d’appliquer le lemme 3.3.14 à ce recouvrement Zariski
g :

∐
i U

B
a,i

// VBa . Notons par ailleurs que :

UBa,I = B[T1, . . . , Tk][T−1
i , i ∈ I]/(T a1

1 . . . T akk − π) = B[Ti, T−1
i , i ∈ I][Tj , j /∈ I]/(

∏
j /∈I

T
aj
j − (

∏
i∈I

T−aii ).π))

ce qui prouve :

Lemme 3.3.15 — Le B-schéma UBa,I est canoniquement isomorphe à un B[Ti, T−1
i , i ∈ I]-schéma (

∏
i∈I T

−ai
i ).π-

standard à réduction semi-stable. De plus, le schéma standard en question est de type (aj , j /∈ I), et ses branches sont
les restrictions des branches Dπ

a,j (j /∈ I) de StBa .
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3.3.3 La preuve du théorème 3.3.10 : le cas I réduit à un élément
Rappelons que dans l’énoncé de 3.3.10, on a noté nk le k-uplet constant de valeur n. A partir du lemme ci-dessous,

on ne considérera que le cas n = 1. En effet :

Lemme 3.3.16 — Il suffit de prouver le théorème 3.3.10 dans le cas où n = 1.

Demonstration D’après le lemme 3.3.13, on a triangle commutatif :

StBnk

stBn1k //

stBnk !!DDDDDDD
Bn

bn

��
B

Notons spn le système de spécialisation de base Bn obtenu par restriction de sp. Supposons que l’on sait résoudre le
cas n = 1 pour tout système de spécialisation (en particulier pour spn). Il vient alors que le 2-morphisme suivant :

(3.18) u∗1k,Isp
n
stBn1k

(stBn1k
)∗η // v1k,I∗v

∗
1k,I

u∗1k,Isp
n
stBnk,1

(stBnk,1)∗η

est inversible. Mais spn
stBn1k

= spstBnk
par définition. De même les inclusions u1k,I

et v1k,I
pour le Bn-schéma stBn1k

sont simplement les inclusions unk,I et vnk,I pour le B-schéma stBnk . Enfin, (stBnk)∗η = (stBn1k
)∗η ◦ (bn)∗η. On obtient

ainsi le 2-morphisme u∗nk,IspstBnk
(stBnk)∗η // vnk,I∗v

∗
nk,I

u∗nk,IspstBnk
(stBnk)∗η en appliquant le 2-isomorphisme (3.18)

au 1-morphisme (bn)∗η. Ceci prouve le lemme. c.q.f.d

Jusqu’à la fin de la preuve de 3.3.10, n sera toujours égal à 1 et on écrira alors simplement stk, Stk, uk,I , vk,I , D?
k,I ,

etc à la place de stB1k , St
B
1k

, u1k,I
, v1k,I

, D?
1k,I

, etc. Lorsqu’on voudrait préciser la base B on la mettra en exposant.

Pour démontrer le théorème 3.3.10 dans le cas où I = {i} est un singleton, on raisonnera par récurrence sur l’entier
non nul k. Il s’agit de montrer que le 2-morphisme :

(?k,i) u∗k,ispstk(stk)∗η // vk,i∗v∗k,iu
∗
k,ispstk(stk)∗η

est inversible. Lorsque k = 1, le résultat est clair.

Deux résultats préliminaires On fixe l’entier k ≥ 1 et on supposera que (?k′,i) est inversible pour tout k′ ≤ k et
1 ≤ i ≤ k′. On va prouver que (?k+1,i) est inversible pour 1 ≤ i ≤ k + 1. Le lemme suivant est une évidence :

Lemme 3.3.17 — Il suffit de prouver que (?k+1,i) est un 2-isomorphisme pour un seul i ∈ {1, . . . , k + 1}.

Demonstration En effet si τ est une permutation de l’ensemble {1, . . . , k+1}, on peut lui associer un automorphisme
du B-schéma StBk+1 qui consiste à envoyer Ti sur Tτ−1i. On obtient ainsi une représentation du groupe symétrique
Σk+1 sur StBk+1. On voit facilement que cette représentation permute transitivement les branches. Il suffit alors (par
exemple) d’appliquer le lemme 3.3.14. c.q.f.d

Soit Oπ le sous-schéma de Stk+1 égal à l’intersection des branches Dπ
k+1,1 ∩ · · · ∩Dπ

k+1,k+1. Rappelons qu’on avait
posé VB1k+1

= Vk+1 = Stk+1\Oπ. Notons O le pull-back de Oπ par i0 : σ // B/(π) . Évidement O est l’intersection
Dk+1,1 ∩ · · · ∩ Dk+1,k+1. L’ouvert (Stk+1)σ\O de (Stk+1)σ s’identifie naturellement au σ-schéma (Vk+1)σ. On a le
lemme :

Lemme 3.3.18 — Soit A un objet de H1(η). Choisissons un triangle distingué :

[u∗k+1,ispstk+1
(stk+1)∗ηA] // vk+1,i∗v

∗
k+1,i[u

∗
k+1,ispstk+1

(stk+1)∗ηA] // CA //

L’objet CA est à support dans O.

Demonstration Soit a l’inclusion de Vk+1 dans Stk+1. On forme le diagramme commutatif suivant à carrés carté-
siens :

D0
k+1,i

v′k+1,i// Dk+1,i\O
u′k+1,i //

ai

��

(Vk+1)σ

aσ

��
D0
k+1,i

vk+1,i // Dk+1,i

uk+1,i // (Stk+1)σ
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Il s’agit de montrer que a∗iCA est nul, ou encore que le 2-morphisme :

a∗i u
∗
k+1,ispstk+1

(stk+1)∗η // a∗i vk+1,i∗v
∗
k+1,iu

∗
k+1,ispstk+1

(stk+1)∗η

est inversible. On voit facilement (en utilisant le théorème de changement de base par un morphisme lisse) que le
2-morphisme en question est isomorphe à :

(u′k+1,i)
∗a∗σspstk+1

(stk+1)∗η // (v′k+1,i)∗(v
′
k+1,i)

∗(u′k+1,i)
∗a∗σspstk+1

(stk+1)∗η

Par la définition 3.1.1, il en aussi isomorphe à :

(u′k+1,i)
∗spstk+1◦a(stk+1 ◦ a)∗η // (v′k+1,i)∗(v

′
k+1,i)

∗(u′k+1,i)
∗spstk+1◦a(stk+1 ◦ a)∗η

Maintenant l’ouvert Vk+1 est recouvert par les ouverts U1k+1,j
. Par le lemme 3.3.15, l’ouvert U1k+1,j

est à réduction
semi-stable standard de type 1k au dessus de B[Tj , T−1

j ] pour T−1
j .π. On conclut alors en utilisant l’hypothèse de

récurrence et le lemme 3.3.14. c.q.f.d

Une construction géométrique On considère :

X = A1 × StBk = B[T1, . . . , Tk]/(T1 . . . Tk − π)[Tk+1]

On a une projection canonique pr2 : X // StBk . On notera Dπ
X,I et Dπ,0

X,I les sous-schémas de X obtenus par pull-

back suivant pr2 de Dπ
k,I et Dπ,0

k,I . On notera également DX,I et D0
X,I les sous-schémas de Xσ obtenus par pull-back

suivant i : σ // B . On continue à avoir un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

D0
X,I

vX,I //

i0

��

DX,I

i0

��

uX,I // Xσ

i0

��

fσ // σ

i0

��
Dπ,0
X,I

vπX,I // Dπ
X,I

uπX,I // X/(π) //

��

B/(π)

��
X

f // B

avec f = stBk ◦ pr2 le morphisme structural du B-schéma X. En fait, on aura surtout besoin dans la suite des sous-
schémas DX,i et D0

X,i. Remarquons que la seule différence de notations pour les branches de X et ceux de Stk est
l’indice X ou k qui précède le numéro i de la branche Dπ

X,i ⊂ X et Dπ
k,i ⊂ Stk.

On note Zπ le sous-schéma de X = B[T1, . . . , Tk, Tk+1]/(T1 . . . Tk − π) défini par les équations Tk = Tk+1 = 0. Le
sous-schéma Zπ est de codimension 2 dans X, il est contenu dans Dπ

X,k et coupe les branches Dπ
X,i transversalement

pour 1 ≤ i ≤ k−1. Le projection pr2 : X // StBk envoie Z isomorphiquement sur son image : Dπ
k,k. On notera aussi

Z le pull-back de Zπ suivant i0 : σ // B/(π) . On a en particulier, le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Z //

i0

��

DX,k

i0

��

uX,k // Xσ

i0

��

fσ // σ

i0

��
Zπ // Dπ

X,k

uπX,k // X/(π) //

��

B/(π)

��
X

f // B

On définit également les ouverts Zπ,0 et Z0 de Zπ et Z respectivement comme étant les traces des ouverts Dπ,0
X,k

et D0
X,k. On obtient ainsi un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

Z0 vZ //

i0

��

Z
uZ //

i0

��

Xσ

i0

��
Zπ,0

vπZ // Zπ
uπZ // X/(π)
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On aimerait considérer l’éclaté de Z dans X. Afin d’éviter les problèmes qui peuvent intervenir pour B très général,
on optera plutôt pour le B-schéma :

[E(Tk,Tk+1)(Spec(Z[P ][T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk − P )))]×Spec(Z[P ]) B

C’est à dire, le pull-back de l’éclaté de l’idéal (Tk, Tk+1) dans le Z[P ]-schéma A1 × St
Z[P ]
1k

, suivant le morphisme

B // Spec(Z[P ]) qui envoie P sur π. Le B-schéma obtenu sera appelé X̃. On dispose d’un morphisme projectif

e : X̃ // X

qui n’est autre que le pull-back de l’éclatement :

E(Tk,Tk+1)(Spec(Z[P ][T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk − P ))) // Spec(Z[P ][T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk − P ))

On abusera et on dira que e : X̃ // X est l’éclaté de Z dans X. Remarquons que e induit un isomorphisme
X̃η ' Xη sur la fibre générique car le centre de l’éclatement est contenu dans X/(π) et π est inversible sur Xη. Le
morphisme structural de B-schéma f ◦ e sera noté f̃ . Le lemme qui suit décrit précisément le B-schéma X̃ :

Lemme 3.3.19 — Le B-schéma X̃ est recouvert par deux ouverts U1 et U2 affines sur B avec :

1. U1 = B[T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk − π)[Tk+1/Tk] ' B[T1, . . . , Tk, T
′
k+1]/(T1 . . . Tk − π) l’isomorphisme consiste à

envoyer T ′k+1 sur Tk+1/Tk.

2. U2 = B[T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk−π)[Tk/Tk+1] ' B[T1, . . . Tk−1, T
′
k, Tk+1]/(T1 . . . Tk−1T

′
kTk+1−π) l’isomorphisme

consiste à envoyer T ′k sur Tk/Tk+1.

En particulier, U1 est isomorphe3 à X et U2 est isomorphe à Stk+1 (en tant que B-schémas).

Demonstration Par construction, on se ramène à calculer l’éclatement de l’idéal (Tk, Tk+1) dans le schéma :

Z[P ][T1, . . . , Tk+1]/(T1 . . . Tk − P )

Mais ce schéma est clairement isomorphe à Spec(Z[T1, . . . , Tk+1]). Le calcul dans ce cas est classique. c.q.f.d

Pour 1 ≤ i ≤ k − 1, on notera D̃π
i le sous-schéma de X̃ transformé pur de Dπ

X,i. La projection D̃π
i

// Dπ
X,i

est canoniquement isomorphe à l’éclatement de Zπ ∩Dπ
X,i dans D

π
X,i. On notera également D̃π

k le sous-schéma de X̃
transformé pur du sous-schéma Dπ

X,k. Il est facile de voir que e envoie isomorphiquement D̃π
k sur Dπ

X,k. On notera
finalement Eπ = e−1(Zπ) le diviseur exceptionnel de e. On définit alors D̃i et E en prenant le pull-back suivant i0.
On pose Eπ,0 l’ouvert de Eπ égal à Eπ\ ∪

1≤i≤k
D̃π
i . De même, on pose E0 = E\ ∪

1≤i≤k
D̃i. On a alors le diagramme

commutatif à carrés cartésiens :

E0 vE //

i0

��

E

i0

��

uE // X̃σ

i0
��

f̃σ // σ

i0

��
Eπ,0

vπE // Eπ
uπE // X̃/(π) //

��

B/(π)

��
X̃

f̃ // B

Lemme 3.3.20 — Pour établir le cas k + 1 de la récurrence, il suffit de prouver que le 2-morphisme :

u∗Espf̃ f̃
∗
η

// vE∗v∗Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

est inversible.

Demonstration Il suffit d’appliquer le lemme 3.3.14 à l’immersion ouverte U2 ⊂ X̃. c.q.f.d

3L’isomorphisme en question n’est pas induit par e.
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Formons les deux diagrammes commutatifs :

Eπ,0
vπE //

pπ0
��

Eπ
uπE //

pπ

��

X̃/(π)

eπ

��
Zπ,0

vπZ // Zπ
uπZ // X/(π)

E0 vE //

p0

��

E
uE //

p

��

X̃σ

eσ

��
Z0 vZ // Z

uZ // Xσ

Le second carré dans chacun de ces deux diagrammes est cartésien. Par contre, il n’en est pas de même des premiers
carrés. Le lecteur pourra facilement voir que p est la projection d’une droite projective, alors que p0 est la projection
d’une droite affine. On a le lemme suivant :

Lemme 3.3.21 — Pour établir le cas k + 1 de la récurrence, il suffit de prouver que le 2-morphisme :

p∗u
∗
Espf̃ f̃

∗
η

// p∗vE∗v∗Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

est inversible.

Demonstration On note Oπ l’intersection Eπ ∩ ( ∩
1≤i≤k

D̃π
i ) et O son pull-back. Il est clair que Oπ est contenu dans

l’ouvert U2 et qu’il coïncide avec l’intersection des branches Dπ
k+1,i modulo l’isomorphisme U2 ' Stk+1.

Soit A un objet de H(η). On choisit un triangle distingué :

u∗Espf̃ f̃
∗
ηA

// vE∗v∗Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
ηA

// C //

Le lemme 3.3.14 appliqué à l’inclusion de U1 ainsi que l’hypothèse de récurrence montre que l’objet C de H2(E) est à
support dans X̃ − U1. D’autre part, le lemme 3.3.18 montre que la restriction de C à l’ouvert U2 est supportée dans
O. Ceci prouve que C est lui même à support dans O.

Étant donné que e envoie isomorphiquement O sur son image, il suffira donc de prouver que p∗C est nul. En
d’autres termes il suffira de prouver que le 2-morphisme :

p∗u
∗
Espf̃ f̃

∗
η

// p∗vE∗v∗Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

est un 2-isomorphisme. C’est exactement ce qu’affirme le lemme. c.q.f.d

La k + 1-ème étape de la récurrence On est en mesure de déduire l’étape k + 1 de la récurrence et donc de
prouver le théorème 3.3.10 dans le cas où I est un singleton. Formons le diagramme de 2-morphismes :

p∗vE∗v
∗
Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

p∗u
∗
Espf̃ f̃

∗
η

η
33ggggggggggggggggggggggggg

η

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW vZ∗p0∗v
∗
Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

Ex∗∗∼

OO

vZ∗v
∗
Zp∗u

∗
Espf̃ f̃

∗
η

Ex∗∗(4)

OO

u∗Zeσ∗spf̃ f̃
∗
η

Ex∗∗ (1)

OO

η // vZ∗v∗Zu
∗
Zeσ∗spf̃ f̃

∗
η

Ex∗∗(1)

OO

u∗Zspff
∗
η

η

(3)
//

(2)

OO

vZ∗v
∗
Zu
∗
Zspff

∗
η

(2)

OO

Tous les sous-diagrammes de ce diagramme sont commutatifs pour des raisons triviales. Il vient que notre diagramme
est commutatif. Les 2-morphismes désignés par (1) sont inversibles par le théorème de changement de base pour un
morphisme projectif appliqué au carré cartésien :

E
uE //

p

��

X̃σ

eσ

��
Z

uZ // Xσ
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Les 2-morphismes désignés par (2) sont inversibles car e est projectif. On voit donc que pour terminer la preuve du cas
k + 1 de la récurrence il suffit de prouver que les 2-morphismes (3) et (4) sont des 2-isomorphismes. On démontrera
d’abord :

Lemme 3.3.22 — Le 2-morphisme (3) est inversible.

Demonstration Il suffit de prouver que u∗Zspff
∗
ηA est isomorphe à un objet du type vZ∗(?). En effet le 2-morphisme

d’unité id // vZ∗v∗Z appliqué sur un objet de ce type est un isomorphisme.

Notons que puisque n = 1 , le morphisme f est lisse au voisinage de Dπ,0
X,i pour tout 1 ≤ i ≤ k. On appelle wZ la

restriction de fσ à Z0 et wX,k la restriction de f à D0
X,k. On montrera qu’il existe un isomorphisme :

u∗Zspff
∗
ηA ' vZ∗[w∗ZspidBA]

Pour cela, on part de l’isomorphisme u∗X,kspff
∗
ηA ' vX,k∗[w∗X,kspidBA] obtenu en composant le morphisme :

u∗X,kspff
∗
ηA

// vX,k∗v∗X,ku
∗
X,kspff

∗
ηA

avec l’isomorphisme v∗X,ku
∗
X,kspff

∗
ηA ' w∗X,kspidBA (voir remarque 3.3.12). Notons que l’inversibilité s’obtient en

utilisant l’hypothèse de récurrence et en appliquant le lemme 3.3.14 au morphisme lisse pr2 : X // Stk .

Appelons s l’inclusion Z // Dk . On déduit alors un isomorphisme :

s∗u∗X,kspff
∗
η ' s∗vX,k∗[w∗X,kspidBA]

On a clairement s∗u∗X,kspff
∗
η ' u∗Zspff

∗
ηA.

Il reste donc à voir pourquoi s∗vk∗[w∗kspidBA] est isomorphe vZ∗[w∗ZspidBA]. Il suffira pour cela de construire
un 2-isomorphisme entre s∗vk∗w∗k et vZ∗w∗Z . En revenant aux définitions, on voit que l’inclusion s : Z // DX,k

est isomorphe au dessus de σ à l’inclusion de la section nulle Tk+1 = 0 de Z dans A1
Z . De même pour l’inclusion

s0 : Z0 // D0
X,k . Il existe alors des rétractions r et r0 à s et s0 et un carré cartésien au dessus de σ :

D0
X,k

vX,k //

r0

��

DX,k

r

��
Z0 vZ // Z

Ceci donne une chaîne de 2-isomorphismes :

vX,k∗w
∗
X,k ' vX,k∗r∗0w∗Z ' r∗vZ∗w∗Z

Le dernier 2-isomorphisme étant donné par le théorème de changement de base par un morphisme lisse. On voit en
fin de compte que s∗vX,k∗w∗X,k est 2-isomorphe à s∗r∗vZ∗w∗Z ' vZ∗w∗Z . Le lemme est prouvé. c.q.f.d

Il nous reste donc à prouver que le 2-morphisme d’échange :

v∗Zp∗u
∗
Espf̃ f̃

∗
η

Ex∗∗ // p0∗v
∗
Eu
∗
Espf̃ f̃

∗
η

associé au carré commutatif (non cartésien) :

E0 vE //

p0

��

E

p

��
Z0

vZ // Z

est inversible. Étant donné le diagramme commutatif de 2-morphismes :

(uZ ◦ vZ)∗eσ∗
Ex∗∗ //

∼

��

p0∗(uE ◦ vE)∗

∼

��
v∗Zu

∗
Zeσ∗ Ex∗∗

(1) // v∗Zp∗u
∗
E Ex∗∗

// p0∗v
∗
Eu
∗
E
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et le fait que le 2-morphisme (1) est inversible par le théorème de changement de base pour un morphisme projectif,
on voit qu’il suffit de prouver que le 2-morphisme d’échange :

Ex∗∗ : (uZ ◦ vZ)∗eσ∗spf̃ f̃
∗
η

// p0∗(uE ◦ vE)∗spf̃ f̃
∗
η

associé au carré commutatif (non cartésien) :

E0 uE◦vE //

p0

��

X̃σ

eσ

��
Z0

uZ◦vZ // Xσ

est un 2-isomorphisme.
Formons le diagramme de 2-morphismes :

(uZ ◦ vZ)∗spff∗η
(2) // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗spf̃ f̃

∗
η

(?) // p0∗(uE ◦ vE)∗spf̃ f̃
∗
η

(uZ ◦ vZ)∗f∗σspidB

η //

(1)

OO

(uZ ◦ vZ)∗eσ∗e∗σf
∗
σspidB

∼ // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗f̃∗σspidB
//

OO

p0∗(uE ◦ vE)∗f̃∗σspidB

(1)

OO

Le carré de droite est clairement commutatif. De même le rectangle de gauche est commutatif. En effet, on a un
diagramme commutatif :

f∗σspidB
//

��

sp∗ff
∗
η

��
eσ∗e

∗
σf
∗
σspidB

// eσ∗f̃σ∗spidB
// eσ∗spf̃ f̃

∗
η

Notre diagramme est donc commutatif. D’après le lemme 3.3.14, les 2-morphismes désignés par (1) sont des 2-
isomorphismes étant donné que f (resp. f̃) est lisse au dessus de Zπ,0 (resp. Eπ,0). Comme e est projectif, le 2-
morphisme (2) est également inversible. Il vient que pour prouver que (?) est un 2-isomorphisme, il suffira de prouver
que la composée :

(uZ ◦ vZ)∗f∗σspidB

η // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗e∗σf
∗
σspidB

∼ // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗f̃∗σspidB
// p0∗(uE ◦ vE)∗f̃∗σspidB

est un 2-isomorphisme. Il est bien sûr plus général de prouver que la composée :

(uZ ◦ vZ)∗f∗σ
η // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗e∗σf

∗
σ

∼ // (u◦vZ)∗eσ∗f̃∗σ // p0∗(uE ◦ vE)∗f̃∗σ

est un 2-isomorphisme. Ceci est équivalent à prouver que la composée :

(uZ ◦ vZ)∗f∗σ
η // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗e∗σf

∗
σ

Ex∗∗ // p0∗(uE ◦ vE)∗e∗σf
∗
σ

est un 2-isomorphisme. En composant à droite par un 2-isomorphisme d’échange Ex∗∗, on se ramène au bout du
compte à prouver que la composée :

(uZ ◦ vZ)∗f∗σ
η // (uZ ◦ vZ)∗eσ∗e∗σf

∗
σ

Ex∗∗ // p0∗(uE ◦ vE)∗e∗σf
∗
σ

// p0∗p
∗
0(uZ ◦ vZ)∗f∗σ

est inversible. Cette composée n’est autre que le 2-morphisme d’unité associé à la paire (p∗0, p0∗) :

(uZ ◦ vZ)∗f∗σ
η // p0∗p

∗
0(uZ ◦ vZ)∗f∗σ

Mais on a vu que p0 était isomorphe à la projection A1
Z0

// Z0 . On conclut alors en utilisant l’axiome d’homotopie.
Le théorème 3.3.10 est prouvé dans le cas où I est un singleton.
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3.3.4 La preuve du théorème 3.3.10 : le cas général

Dans ce numéro on termine la preuve du théorème 3.3.10 en établissant le cas où I une partie quelconque non vide
de {1, . . . , k}.

On raisonnera par récurrence sur le cardinal card(I) de I. L’entier k ne jouera pas de rôle et sera fixé. Ceci nous
permettra d’alléger les notations. Ainsi, on notera Dπ

I , D
π,0
I , DI et D0

i à la place de Dπ
1k,I

, Dπ,0
1k,I

, D1k,I
et D0

1k,I
.

De même, les immersions u1k,I
et v1k,I

seront simplement notées uI et vI . On continue à noter stk : Stk // B le
B-schéma standard de type 1k.

Au cours de la preuve, on verra apparaître le système de spécialisation canonique χ (voir l’exemple 3.1.4) auquel on
lui appliquera l’hypothèse de récurrence. Il serait donc important de ne pas se restreindre à un système de spécialisation
particulier.

Pour card(I) = 1 le résultat a été prouvé (pour tous les systèmes de spécialisation). On supposera donc card(I) ≥ 2.
Soit i ∈ I et J = I\{i}. La conclusion du théorème 3.3.10 est supposée vraie pour J . On dispose donc des

2-isomorphismes :

u∗J spstk(stk)∗η
∼ // vJ∗v∗Ju

∗
J spstk(stk)∗η et u∗i spstk(stk)∗η

∼ // vi∗v∗i u
∗
i spstk(stk)∗η

Notons T = Di ∩DJ = ∪j∈J(Di ∩Dj) et t son inclusion dans (Stk)σ ainsi que ti (resp. tJ , tI) son inclusion dans Di

(resp. DJ , DI). On a ainsi un carré cartésien d’immersions fermées :

T
tJ //

tI

!!BBBBBBBB

ti

��

DJ

uJ:I

��
Di ui:I

// DI

Par le triangle distingué de Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de DI par DJ et Di on déduit pour tout
A ∈ H1(η) un triangle distingué :

u∗Ispstk(stk)∗ηA // ui:I∗u∗i spstk(stk)∗ηA⊕ uJ:I∗u
∗
J spstk(stk)∗ηA // tI∗t∗spstk(stk)∗ηA //

En appliquant le foncteur triangulée vI∗v∗I à ce triangle, on déduit un morphisme de triangles distingués :

u∗Ispstk(stk)∗ηA //

��

ui:I∗u
∗
i spstk(stk)∗ηA⊕ uJ:I∗u

∗
J spstk(stk)∗ηA //

��

tI∗t
∗spstk(stk)∗ηA //

��
vI∗v

∗
Iu
∗
Ispstk(stk)∗ηA // vI∗v∗Iui:I∗u

∗
i spstk(stk)∗ηA⊕ vI∗v∗IuJ:I∗u

∗
J spstk(stk)∗ηA // vI∗v∗I tI∗t

∗spstk(stk)∗ηA //

Ainsi pour prouver que le 2-morphisme u∗Ispstk(stk)∗η // vI∗v∗Iu
∗
Ispstk(stk)∗η est inversible, il suffira de prouver

que les trois 2-morphismes suivants :

(3.19) ui:I∗u
∗
i spstk(stk)∗η // vI∗v∗Iui:I∗u

∗
i spstk(stk)∗η , uJ:I∗u

∗
J spstk(stk)∗η // vI∗v∗IuJ:I∗u

∗
J spstk(stk)∗η

(3.20) tI∗t
∗spstk(stk)∗η // vI∗v∗I tI∗t

∗spstk(stk)∗η

sont des 2-isomorphismes. On divise alors la tâche en deux étapes : une première qui traite les deux 2-morphismes
(3.19) et une deuxième qui traite le 2-morphisme (3.20).

Étape 1 : Les deux 2-morphismes (3.19) Formons les carrés cartésiens suivants :

D0
i:I

vi:I //

u0
i:I

��

Di

ui:I

��
D0
I

vI // DI

D0
J:I

vJ:I //

u0
J:I

��

DJ

uJ:I

��
D0
I

vI // DI
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Les 2-morphismes d’échange Ex∗∗ : v∗Iui:I∗
// u0
i:I∗v

∗
i:I et Ex∗∗ : v∗IuJ:I∗ // u0

J:I∗v
∗
J:I sont inversibles (par le

théorème de changement de base pour une immersion fermée). D’autre part, les deux diagrammes suivants :

ui:I∗u
∗
i

��

ui:I∗u
∗
i

��
vI∗v

∗
Iui:I∗u

∗
i

Ex∗∗
∼
// vI∗u0

i:I∗v
∗
i:Iu
∗
i

Ex∗,∗

∼
// ui:I∗vi:I∗v∗i:Iu

∗
i

uJ:I∗u
∗
J

��

uJ:I∗u
∗
J

��
vI∗v

∗
IuJ:I∗u

∗
J

Ex∗∗
∼
// vI∗u0

J:I∗v
∗
J:Iu

∗
J

Ex∗,∗

∼
// uJ:I∗vJ:I∗v

∗
J:Iu

∗
J

sont commutatifs. Ceci nous ramène à prouver que les deux 2-morphismes suivants :

ui:I∗u
∗
i spstk(stk)∗η // ui:I∗vi:I∗v∗i:Iu

∗
i spstk(stk)∗η et uJ:I∗u

∗
J spstk(stk)∗η // uJ:I∗vJ:I∗v

∗
J:Iu

∗
J spstk(stk)∗η

sont inversibles. On montrera plus précisément que les 2-morphismes :

(3.21) [u∗i spstk(stk)∗η] // vi:I∗v∗i:I [u
∗
i spstk(stk)∗η] et [u∗J spstk(stk)∗η] // vJ:I∗v

∗
J:I [u

∗
J spstk(stk)∗η]

sont inversibles. Rappelons pour cela que vi:I (resp. vJ:I) est l’immersion de l’ouvert D0
i:I ⊂ Di (resp. D0

J:I ⊂ DJ)
et que cet ouvert contient D0

i (resp. D0
J). Or, on sait par l’hypothèse de récurrence que si on remplace dans (3.21)

vi:I (resp. vJ:I) par l’inclusion vi (resp. vJ) de D0
i (resp. D0

J) dans Di (resp. DJ) on obtient des isomorphismes.
L’inversibilité des 2-morphismes (3.21) découle alors du lemme général (et facile) suivant :

Lemme 3.3.23 — Soient H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable et X un S-schéma quasi-projectif.
Supposons données des immersions ouvertes :

U

jU

@@
// V

jV // X

Soit A est un objet de H(X) pour lequel le morphisme d’unité A // jU∗j∗UA est inversible. Alors, le morphisme

d’unité A // jV ∗j∗VA est également inversible.

Demonstration En effet, appelons a l’inclusion de U dans V de telle sorte que jU = jV ◦ a. Par hypothèse, on sait
que A est isomorphe à jU∗j∗UA et donc aussi à jV ∗a∗a∗j∗VA. Ainsi pour montrer que A // jV ∗j∗VA est également
inversible, il suffira de prouver que :

[jV ∗a∗a∗j∗VA] // jV ∗j∗V [jV ∗a∗a∗j∗VA]

est inversible. Ceci découle immédiatement du fait que jV ∗
∼ // jV ∗j∗V jV ∗ est un 2-isomorphisme. c.q.f.d

Étape 2 : Le 2-morphisme (3.20) Pour mettre la récurrence en marche et donc terminer la preuve du théorème
3.3.10 pour I quelconque, il nous reste à établir que le 2-morphisme :

tI∗t
∗spstk(stk)∗η // vI∗v∗I tI∗t

∗spstk(stk)∗η

est inversible. Considérons pour cela un carré cartésien :

T 0 vT //

t0I
��

T

tI

��
D0
I

vI // DI

Le 2-morphisme d’échange Ex∗∗ : v∗I tI∗
∼ // t0I∗v

∗
T est inversible par le théorème de changement de base pour une

immersion fermée. D’autre part, le diagramme suivant :

tI∗t
∗

��

tI∗t
∗

��
vI∗v

∗
I tI∗t

∗ Ex∗∗
∼
// vI∗t0I∗v

∗
T t
∗ Ex∗∗

∼
// tI∗vT∗v∗T t

∗
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commute. Il est donc équivalent de prouver que le 2-morphisme tI∗t
∗spstk(stk)∗η // tI∗vT∗v∗T t

∗spstk(stk)∗η est in-

versible. On prouvera plus précisément que le 2-morphisme :

t∗spstk(stk)∗η // vT∗v∗T t
∗spstk(stk)∗η

est inversible.
Pour prouver cela, on a besoin d’introduire quelques notations. On ne restreint pas la généralité en supposant

i = k. Pour 1 ≤ j ≤ k−1, on pose Cj = Dj ∩Dk. On pensera aux Cj comme à des branches de Dk. Plus généralement,
pour toute partie non vide K ⊂ {1, . . . , k− 1}, on posera CK = ∪

j∈K
Ci et C0

K = CK\C{1,...,k−1}\K . On a en particulier

T = CJ et T 0 = C0
J = T ∩D0

I . Factorisons l’immersion t de la manière suivante :

T = CJ
tk //

t %%JJJJJJJJJJ Dk

uk

��
(Stk)σ

Il vient que t∗spstk(stk)∗η ' t∗ku∗kspstk(stk)∗η ' t∗kvk∗p∗kspidB avec pk la projection de D0
k sur σ. Le dernier isomorphisme

n’est autre que celui de la remarque 3.3.12 à une notation près (à savoir pk à la place de w∗σ). On voit donc qu’il est
suffisant de prouver que le 2-morphisme :

t∗kvk∗p
∗
k

// vT∗v∗T t
∗
kvk∗p

∗
k

est inversible.
L’idée est de voir ce 2-morphisme comme un cas particulier du 2-morphisme du théorème 3.3.10 avec sp remplacée

par le système de spécialisation canonique.
On notera D le σ-schéma Dk jusqu’à la fin de la preuve. Par définition, D est l’espace affine de dimension k − 1

sur σ. L’ouvert D0 = D0
k est le complémentaire dans D = σ[T1, . . . Tk−1] des hyperplans Ci d’équation Ti = 0. On

considère alors le σ-morphisme D // A1
σ = σ[P ] qui envoie P sur le produit T1 . . . Tk−1. Ce morphisme fait de D

un σ[P ]-schéma standard de type 1k−1. On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

D0 v //

qG

��

D

q

��

Ds
soo

qs

��
(Gm)σ

v // A1
σ σ

soo

Ceci nous incite à poser χq = s∗v∗ : H2(D0) // H2(Ds) .

Évidement la projection pk : D0 = D0
k

// σ se factorise par qG se qui nous ramène à prouver que :

t∗kvk∗q
∗
G

// vT∗v∗T t
∗
kvk∗q

∗
G

est inversible. On a la factorisation suivante de tk :

CJ
aJ //

tk
))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS C{1,...,k−1} = Ds

s

��
D

En remarquant que vk coïncide avec v, il devient clair que notre 2-morphisme est isomorphe à :

a∗J [s∗v∗]q∗G = a∗Jχq
// vT∗v∗Ta

∗
J [s∗v∗]q∗G = vT∗v

∗
Ta
∗
Jχq

On voit alors apparaître naturellement la structure de spécialisation canonique χ. De plus, aux notations près, le
2-morphisme qu’on considère est celui du théorème 3.3.10 dans le cas de χ pour le schémas standard St

σ[P ]
k−1 et

J ⊂ {1, . . . , k − 1}. Il vient que ce 2-morphisme est inversible puisque card(J) < card(I).
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3.3.5 Complément au théorème 3.3.10 : cas où H1 est Q-linéaire et séparé
Dans ce numéro on supposera que H1 est Q-linéaire et séparé. Sous cette hypothèse, il est possible d’étendre le

théorème 3.3.10 aux k-uplets non constants :

Theoreme 3.3.24 — On suppose que H1 est Q-linéaire et séparé. On se donne un k-uplet a (non nécessairement
constant) d’entiers non nuls ai. Soit sp un système de spécialisation de base B. Pour tout I ⊂ {1, . . . , k}, le 2-
morphisme d’adjonction id // va,I∗v∗a,I appliqué au 1-morphisme u∗a,IspstBa (stBa )∗η :

[u∗a,IspstBa (stBa )∗η] // va,I∗v∗a,I [u
∗
a,IspstBa (stBa )∗η]

est inversible.

Demonstration Soit m le p.p.c.m. des entiers ai et notons di = m/ai. Considérons le B-morphisme :

r : Stmk = B[T ′1, . . . , T
′
k]/((T ′1 . . . T

′
k)m − π) // Sta = B[T1, . . . , Tk]/(T a1

1 . . . T akk − π)

qui consiste à envoyer Ti sur (T ′i )
di . Ce morphisme est fini et surjectif et admet une action du groupe G =

∏
i Z/diZ.

Cette action est transitive sur les fibres géométriques. On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens :

D0
mk,I

vmk,I //

r0
I

��

Dmk,I

umk,I //

rI

��

(Stmk)σ

rσ

��
D0
a,I

va,I // Da,I

ua,I // (Sta)σ

Considérons le carré commutatif de 2-morphismes :

rI∗[u∗mk,IspstBmk
(stBmk)∗η] ∼ //

∼
��

rI∗vmk,I∗v
∗
mk,I

[u∗mk,IspstBmk
(stBmk)∗η]

∼
��

[u∗a,IspstBa rη∗(st
B
mk

)∗η] ? // va,I∗v∗a,I [u
∗
a,IspstBa rη∗(st

B
mk

)∗η]

Les 2-morphismes verticaux sont inversibles car r est projectif. Le 2-morphisme horizontal supérieur est un 2-isomorphisme
par le théorème 3.3.10. Il vient que (?) est un 2-isomorphisme. Pour terminer, il suffira de montrer que le 2-morphisme
de l’énoncé est un rétracte de (?). Pour cela il suffit de montrer que idH((Sta)η) est un facteur direct de rη∗r∗η. Ceci est
vrai par le corollaire 2.1.166. c.q.f.d

Remarque 3.3.25 — Nous ignorons si la conclusion du théorème 3.3.10 est vraie sans hypothèses sur H pour des
k-uplets non constants. La méthode qui consiste à utiliser les éclatements ei,ja (voir la preuve des théorèmes 3.3.4 et
3.3.6) pour modifier les k-uplets ne s’applique pas aussi facilement.

3.3.6 La preuve des théorèmes 3.3.4 et 3.3.6
Comme on l’a déjà annoncé, la preuve des théorèmes 3.3.4 et 3.3.6 repose d’une manière essentielle sur le théorème

3.3.10. Étant donné que le théorème 3.3.10 concerne les k-uplets constants, on divisera la preuve de ces théorèmes
en deux parties. Dans la première, on traitera le cas des k-uplets constants en se basant sur 3.3.10. Dans la seconde,
on ramenera par dévissage le cas des k-uplets généraux à celui des k-uplets constants. Notons tout de suite le lemme
suivant :

Lemme 3.3.26 — Pour des entiers non nuls n et k, notons nk le k-uplet constant de valeur n. Le cas a = nk du
théorème 3.3.4 (resp. du théorème 3.3.6), découle du cas a = 1k du même théorème.

Demonstration On suppose qu’on sait résoudre le cas a = 1k du théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) pour tout
morphisme de systèmes de spécialisation (resp. pour tout système de spécialisation).

On se place alors dans la situation du théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) avec a = nk. Par le lemme 3.3.13, on
a triangle commutatif :

StBnk

stBn1k //

stBnk !!DDDDDDD
Bn

bn

��
B
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Notons spn et sp′n (resp. spn) les systèmes (resp. le système) de spécialisation de base Bn obtenus (resp. obtenu) par
restriction de sp et sp′ (resp. sp).

Appliquons le cas a = 1k du théorème 3.3.4 au morphisme de systèmes de spécialisation spn // sp′n et à l’objet

(bn)∗ηA. Remarquons pour cela que la condition de théorème 3.3.4 est satisfaite, puisque spnidBn (bn)∗η // sp′nidBn (bn)∗η

est par définition égale à la flèche spbn(bn)∗ηA // sp′bn(bn)∗ηA qu’on sait inversible. On obtient ainsi l’inversibilité

de la flèche :
spn
stBn1k

(stBn1k
)∗η(bn)∗ηA // sp′n

stBn1k

(stBn1k
)∗η(bn)∗ηA

Cette flèche s’identifie à celle de l’énoncé via les 2-isomorphismes de connexions (stBn1k
)∗η(bn)∗η ' (stBnk)∗η. Ceci établit

le cas non respé du lemme.
Pour ce qui concerne le théorème 3.3.6, on procède de la même manière, en appliquant le cas 1k à spn et l’objet

(bn)η. On déduit alors que l’objet spn
stBn1k

(stBn1k
)∗η(bn)∗ηA est dans H2(−)′. Mais cet objet s’identifie à spstBnk

(stBnk)∗ηA via

le 2-isomorphisme de connexion (stBn1k
)∗η(bn)∗η ' (stBnk)∗η. Le lemme est prouvé. c.q.f.d

Grâce au lemme précédent, on établira le cas des k-uplets constants en traitant uniquement le cas a = 1k. Ainsi
dans les deux paragraphes qui suivent, on notera stk, Stk, Dk,I , uk,I et vk,I à la place de stB1k , St

B
1k
, D1k,I

, u1k,I
et

v1k,I
.

Le théorème 3.3.4 pour les k-uplets constants. Pour i ∈ {1, . . . , k}, les Dk,i forment un recouvrement fermé de
(Stk)σ. On voit alors immédiatement que les foncteur u∗k,i forment un famille conservative de foncteurs. On est donc
ramené à montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, la flèche :

u∗k,ispstk(stk)∗ηA // u∗k,isp
′
stk

(stk)∗ηA

est inversible. On considère pour cela le carré commutatif :

u∗k,ispstk(stk)∗ηA

∼
��

// u∗k,isp
′
stk

(stk)∗ηA

∼
��

vk,i∗v
∗
k,iu
∗
k,ispstk(stk)∗ηA // vk,i∗v∗k,iu

∗
k,isp

′
stk

(stk)∗ηA

Les flèches verticales sont inversibles par le théorème 3.3.10. On se ramène ainsi à montrer que la flèche :

v∗k,iu
∗
k,ispstk(stk)∗ηA // v∗k,iu

∗
k,isp

′
stk

(stk)∗ηA

est inversible. En utilisant la remarque 3.3.12, on voit immédiatement que cette flèche est isomorphe à :

p∗i spbn(bn)∗ηA // p∗i sp
′
bn

(bn)∗ηA

avec pi la projection de D0
k,i sur σ. Cette flèche est inversible par hypothèse.

Le théorème 3.3.6 pour les k-uplets constants On aura à travailler un peu plus que pour le théorème 3.3.4.
On commence par une courte digression. On considère le diagramme de σ-schémas :

(Gm)σ = G
g // // F = A1

σ = σ[P ] σ
soo

et on note χ le système de spécialisation canonique s∗g∗ de base (A1
σ, g, s) dans H2. La projection de G = (Gm)σ sur

σ sera notée pG. L’hypothèse 3.3.5 implique :

Lemme 3.3.27 — Soit E un objet dans H2(σ)′. L’objet χidp
∗
GE appartient à H2(σ)′.

Demonstration En effet, on montre facilement que χidp
∗
GE = E⊕E(−1)[−1]. Mais H2(σ)′ est additive, cosuspendue

et stable par twist par (−1)[−1]. Le résultat est donc clair. c.q.f.d

On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 1, le résultat est donné par hypothèse. On suppose donc que le résultat
est vrai pour a = 1k−1 et tout système de spécialisation, et on le prouve pour 1k. En particulier, par le lemme 3.3.27,
la conclusion du théorème 3.3.6 est vraie pour χ et l’objet p∗GA (avec a = 1k−1).
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Fixons un entier i ∈ {1, . . . , k} et posons I = {1, . . . , k} − {i}. On note Z = Dk,i ∩Dk,I et on considère le carré
cartésien d’immersions fermées :

Z
zi //

zI

��

z

##GGGGGGGGGG Dk,i

uk,i

��
Dk,I

uk,I // (Stk)σ

Rappelons que vk,i (resp. vk,I) est l’inclusion de l’ouvert Dk,i −Dk,I (resp. Dk,I −Di) dans Dk,i (resp. Dk,I). Notons
K = spstk(stk)∗ηA. On a un triangle distingué de Mayer-Vietoris dans H((Stk)σ) :

K // uk,i∗u∗k,iK ⊕ uk,I∗u∗k,IK // z∗z∗K // K[+1]

Les catégories H2(−)′ étant cosuspendues et stables par les images directes cohomologiques, on se ramène à montrer
que les trois objets u∗k,iK, u∗k,IK et z∗K sont dans H2(−)′. On divise la tâche en deux parties :

Étape 1 : Les objets u∗k,iK et z∗K. Par le théorème 3.3.10, on a un isomorphisme :

u∗k,iK
∼ // vk,i∗v∗k,iu

∗
k,iK

Il suffit donc de montrer que v∗k,iu
∗
k,iK est dans H2(−)′. Si on note w la projection sur B de l’ouvert (Stk)−Dπ

k,I , on
a par la remarque 3.3.12 un isomorphisme :

v∗k,iu
∗
k,iK ' w∗σspidBA

Le problème de u∗k,iK est alors réglé en invoquant la stabilité de H2(−)′ par les images inverses suivant des morphismes
lisses.

Le théorème 3.3.10 fournit également un isomorphisme z∗K ' z∗i vi∗wσE avec E = spidBA. En remarquant que
wσ : ((Stk)−Dπ

k,I)σ // σ est canoniquement isomorphe à la fibre générique du A1
σ-standard de type 1k−1, on

déduit immédiatement que l’objet z∗K est isomorphe à χ
st

A1
σ
k−1

(stA
1
σ

k−1)∗ηp
∗
GE. On conclut alors à l’aide du lemme 3.3.27

et de l’hypothèse de récurrence appliquée à χ.

Étape 2 : L’objet u∗k,IK. Toujours par le théorème 3.3.10, on a un isomorphisme :

u∗k,IK
∼ // vk,I∗v∗k,Iu

∗
k,IK

Onmontrera que v∗k,Iu
∗
k,IK est dans H2(−)′. Si on note Y = (Stk)−Dπ

k,i et g sa projection surB, on voit immédiatement
que v∗k,Iu

∗
k,IK est isomorphe à spgg

∗
ηA. On prouvera plutôt que spgg

∗
ηA est dans H2(Yσ)′.

On ne restreint pas la généralité si on suppose que i 6= 1. Le B-schéma Y est :

B[T1, . . . , Tn][T−1
i ]/(T1 . . . Tk − π) ' B[T1, T2, . . . Tk][T−1

i ]/(
∏
j 6=1

Tj − π)

Le dernier isomorphisme étant donné par l’association Tl  Tl pour l 6= 1 et T1  T1.Ti On obtient ainsi un
isomorphisme entre Y et Stk−1 ×Gm. En particulier, on dispose d’un morphisme lisse :

q : Y // Stk−1

Il vient que spgg
∗
ηA ' q∗σspstk−1

(stk−1)∗ηA. On conclut à l’aide de l’hypothèse de récurrence.

Le cas des k-uplets généraux. Dans ce paragraphe, on montre comment déduire le cas général des théorèmes
3.3.4 et 3.3.6 du cas particulier a constant. Rappelons qu’on avait noté Bmn le B-schéma B[U,U−1][T ]/(Tn − Um.π)
et bmn sa projection structurale. On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.28 — Soit c un entier non nul. Notons l : Q // B le B-schéma B[R,R−1] et φ la section R−c.π
de OQ. Soient sp et sp′ deux systèmes de spécialisation de base B et A ∈ Ob(H1(η)). On suppose que les hypothèses
du théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) sont satisfaites pour A, sp et sp′ (resp. pour A et sp). Alors les hypothèses
du théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) sont également satisfaites pour l∗ηA, sp|Q et sp′|Q (resp. pour l∗ηA et sp|Q)
relativement à la section φ.
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Demonstration On se donne des entiers n et m avec m ∈ Nn.i.(B) comme dans les énoncés des théorèmes 3.3.4 et
3.3.6. On considère les B-schémas :

qn : Qn = Q[T ]/(Tn − φ) // Q // B et qmn : Qmn = Q[U,U−1][T ]/(Tn − Um.φ) // Q // B

On a Qn = B[R,R−1][T ]/(Tn − φ) = B[R,R−1][T ]/(Tn − R−c.π). Écrivons c = c1.c2 avec c1 inversible sur B et
c2 ∈ Nn.i.(B). On définit un B-morphisme fn : Qn // Bc2n = B[U,U−1][T ]/(Tn − U c2 .π) en envoyant T sur T et
U sur R−c1 . Le fait que c1 soit inversible sur B montre que ce morphisme est un revêtement étale.

D’autre part, on a Qmn = B[R,R−1][U,U−1][T ]/(Tn − Um.φ) = B[R,R−1][U,U−1][T ]/(Tn − Um.R−c.π). On
note d le p.g.c.d. de m et c. Puisque d divise m, on déduit que d ∈ Nn.i.(B). On définit un B-morphisme fmn :
Qmn

// Bdn = B[U,U−1][T ]/(Tn − Ud.π) en envoyant T sur T et U sur Um/d.R−c/d. Montrons que ce morphisme

est lisse. Pour cela, remarquons qu’il est obtenu par pull-back suivant bdn du B-morphisme :

B[U,R,U−1, R−1] // B[U,U−1]

qui envoie U sur Um1 .R−c1 avecm1 = m/d et c1 = c/d. Ce morphisme n’est autre que le morphisme u : Gm2 // Gm

donné par (x, y)  xm1 .y−c1 . Choisissons deux entiers a et b tels que a.m1 − b.c1 = 1 et considérons le morphisme

v : Gm2 // Gm2 donné par la matrice
0@ a c1
b m1

1A. On voit facilement que v est un isomorphisme et que la

composée u ◦ v est la projection sur le second facteur de Gm. D’où la lissité de u.

En utilisant les B-morphismes lisses fn et fmn que l’on vient de construire, il est facile de prouver le lemme. En
effet, pour le cas non respé, il s’agit de montrer que les deux flèches :

spqn(qn)∗ηA // sp′qn(qn)∗ηA et spqmn (qmn )∗ηA // sp′qmn (qmn )∗ηA

sont inversibles. Ceci est vrai puisqu’elles sont isomorphes à :

(fn)∗σspbc2n (bc2n )∗ηA
∼ // (fn)∗σsp

′
b
c2
n

(bc2n )∗ηA et (fmn )∗σspbdn(bdn)∗ηA
∼ // (fmn )∗σsp

′
bdn

(bdn)∗ηA

Pour le cas respé, il s’agit de montrer que spqn(qn)∗ηA et spqmn (qmn )∗ηA sont dans H2((Qn)σ)′ et H2((Qmn )σ)′ respecti-
vement. Ceci découle des isomorphismes spqn(fn)∗η ' (fn)∗σspbc2n et spqmn (fmn )∗η ' (fmn )∗σspbdn et le fait que les catégories
H2(−)′ sont stables par les images inverses suivant des morphismes lisses. c.q.f.d

Soit un k-uplet a = (a1, . . . , ak). Pour 1 ≤ i < j ≤ k, on note Sti,ja le B-schéma :

E(Ti,Tj)(Spec(Z[P ][T1, . . . , Tk]/(T a1
1 . . . T akk − P )))×Spec(Z[P ]) B

obtenu en prenant le pull-back de l’éclaté de l’idéal (Ti, Tj) dans St
Spec(Z[P ])
a suivant le morphisme B // Spec(Z[P ])

qui envoie P sur π. Sa projection sur B sera notée sti,ja et le morphisme projectif Sti,ja
// Sta sera noté ei,ja . On

abusera et on dira que Sti,ja est l’éclaté de (Ti, Tj) dans Sta.

Lemme 3.3.29 — Le B-schéma Sti,ja est recouvert par deux ouverts Vi et Vj affines sur B avec :

1. Vi ' B[T1, . . . , Ti−1, T
′
i , Ti+1, . . . Tk]/(T a1

1 . . . T
ai−1
i−1 T ′i

ai .T
ai+1
i+1 . . . T

aj−1
j−1 T

ai+aj
j T

aj
j+1 . . . T

ak
k − π). L’isomorphisme

est donné par T ′i  Ti/Tj.

2. Vj ' B[T1, . . . , Tj−1, T
′
j , Tj+1, . . . Tk]/(T a1

1 . . . T
ai−1
i−1 T

ai+aj
i T

ai+1
i+1 . . . T

aj−1
j−1 T ′j

ajT
aj+1
j+1 . . . T akk − π). L’isomorphisme

est donné par T ′j  Tj/Ti.

En d’autres termes, il existe un recouvrement pour la topologie de Zariski :

Staji

∐
Staij

vi
‘
vj // Sti,ja

avec aji (resp. a
i
j) le k-uplet obtenu en gardant tous les al inchangés sauf le aj (resp. ai) que l’on remplace par ai+aj.

Demonstration Par construction, on est ramené à calculer l’éclaté de (Ti, Tj) dans le schéma

Spec(Z[P ][T1, . . . , Tk]/(T a1
1 . . . T akk − P ))
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Mais ce schéma est canoniquement isomorphe à l’espace affine Spec(Z[T1, . . . , Tk]), puisque la variable P s’exprime en
fonction des autres. Le calcul de l’éclaté dans ce cas est classique. c.q.f.d

Muni des lemmes 3.3.28 et 3.3.29, on est en mesure de terminer la preuve de 3.3.4 et 3.3.6. Lorsque k = 1 la validité
des théorèmes 3.3.4 et 3.3.6 découle de leurs énoncés. On peut donc supposer k ≥ 2. On raisonne par récurrence sur
k en supposant le résultat vrai pour les schémas standards à moins de k − 1 branches.

Proposition 3.3.30 — Supposons que le théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) est vrai pour le k-uplet a. Alors
(sous-l’hypothèse de récurrence), le théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) est vrai pour les k-uplets aji et a

i
j pour tout

1 ≤ i < j ≤ k.

Demonstration Remarquons d’abord que les k-uplets aji et a
i
j on même p.g.c.d et même valeur maximale. Il vient

que les hypothèses de théorème 3.3.4 (resp. du théorème 3.3.6) sont les mêmes pour ces deux k-uplets. Ainsi, on
supposera ces hypothèses vérifiées et on prouvera le théorème 3.3.4 (resp. théorème 3.3.6) pour aji et a

i
j d’un seul coup

en se ramenant au cas de a. L’outil principal pour cela est le B-schéma sti,ja . En effet par le lemme 3.3.29, on voit qu’il
suffit de montrer que :

1. le morphisme spsti,ja (sti,ja )∗ηA // sp′
sti,ja

(sti,ja )∗ηA est inversible dans le cas non-respé,

2. l’objet spsti,ja (sti,ja )∗ηA est dans H2((Sti,ja )σ)′ dans le cas respé.

Notons Di,j,π
a,l le transformé pure de la branche Dπ

a,l par e
i,j
a et Ei,j,πa le diviseur exceptionnel de ei,ja . On appelle

également Di,j
a,l et Ei,ja leur pull-back par i0 : σ // B/(π) . Notons enfin pour t ∈ {i, j} et ? ∈ {∅, π}, Ot,?

l’intersection :
Ei,j,πa ∩ [ ∩

l∈({1,...,k}−{i,j})∪{t}
Di,j,π
a,l ]

Le sous-schéma Ot,π est envoyé isomorphiquement par ei,ja sur l’intersection Oπa = ∩l∈{1,...,k}Dπ
a,l des branches de Sta.

Il en est de même de Ot. On vérifie également que Oi,π (resp. Oj,π) n’est autre que l’image de Oπ
aji

(resp. Oπ
aij
) par vi

(resp. vj). On traite d’abord le cas non-respé :

Le cas du théorème 3.3.4. Formons un triangle distingué de H2((Sti,ja )σ) :

spsti,ja (sti,ja )∗ηA // sp′
sti,ja

(sti,ja )∗ηA // C //

L’objet C est à support dans Oi
∐
Oj . En effet, le complémentaire de Oi,π

∐
Oj,π dans Sti,ja est recouvert par deux

ouverts Zariski isomorphes à Staij −O
π
aij

et Staji −O
π
aji
. Par le lemme 3.3.15, chacun de ces deux ouverts est à son tour

recouvert par des B[U,U−1]-schémas U−c.π-standard à k − 1 branches de type un (k − 1)-uplet b inclus dans aji ou
aij . En utilisant le lemme 3.3.28, on vérifie immédiatement que les hypothèses du théorème 3.3.4 sont satisfaites pour
l∗ηA et le k− 1-uplet b. L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure que la restriction de C au complémentaire
de Oi

∐
Oj est bien nulle.

On a ainsi montré que le défaut d’isomorphie est concentré sur deux sous-schémas fermés disjoins et envoyés
isomorphiquement sur leur image (commune) par (ei,ja )σ. Il suffit alors de voir que la flèche :

(ei,ja )σ∗spsti,ja (sti,ja )∗ηA // (ei,ja )σ∗sp′sti,ja (sti,ja )∗ηA

est inversible. Mais puisque ei,ja est projectif et induit un isomorphisme sur la fibre générique, cette flèche est isomorphe
à :

spsta(sta)∗ηA
∼ // sp′sta(sta)∗ηA

D’où la conclusion de la proposition dans le cas non-respé.
Le cas du théorème 3.3.6. On considère l’inclusion w : W // Sti,ja de l’ouvert complémentaire à Oπ,i

∐
Oπ,j .

On montre d’abord que wσ∗w∗σspsti,ja (sti,ja )∗ηA est dans H2((Sti,ja )σ)′. Puisque H0(−) est stable par images directes
cohomologiques, il suffit de montrer que w∗σspsti,ja (sti,ja )∗ηA est dans H2(Wσ)′. Mais on a vu dans le paragraphe précédent
que W était recouvert par des B[U,U−1]-schémas U−cπ-standards à k − 1 branches de type un (k − 1)-uplet b inclus
dans aji ou aij . En utilisant le lemme 3.3.28, on vérifie comme pour le cas non-respé que les hypothèses du théorème
3.3.6 sont vérifiées pour le (k − 1)-uplet b et l’objet l∗ηA. En utilisant l’hypothèse de récurrence, on déduit alors que
l’objet w∗σspsti,ja (sti,ja )∗ηA est localement pour la topologie de Zariski dans H2(−)′. On utilise alors le lemme 3.3.31
ci-dessous pour conclure.
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Choisissons ensuite un triangle distingué :

(3.22) N // spsti,ja (sti,ja )∗ηA // wσ∗w∗σspsti,ja (sti,ja )∗ηA // N [+1]

Il suffit de montrer que N est dans H2((Sti,ja )σ)′ (on utilise que H2(−)′ est cosuspendue). Par construction N est à
support dans Oi

∐
Oj . Si on appelle oj et oi les inclusions de Oj et Oi dans (Sti,ja )σ, il existe alors des objets N j

i et
N i
j tels que :

N ' (oi)∗N
j
i ⊕ (oj)∗N i

j

On prouvera que les deux objets (oaji )∗N
j
i et (oaij )∗N

i
j sont dans H2(−)′ (avec oaji et oaij l’inclusion de Oaji ' Oi et

Oaij ' O
j dans Staji et Staij respectivement).

Considérons le triangle distingué :

(ei,ja )σ∗N // (ei,ja )σ∗spsti,ja (sti,ja )∗ηA // (ei,ja )σ∗wσ∗w∗σspsti,ja (sti,ja )∗ηA // (ei,ja )σ∗N [+1]

obtenu en appliquant le foncteur (ei,ja )σ∗ à (3.22). Le troisième sommet de ce triangle est un objet de H2(−)′ par le
début de la discussion. Comme ei,ja est projectif et qu’il induit un isomorphisme sur la fibre générique, le deuxième
sommet du triangle est isomorphe à spsta(sta)∗ηA. C’est donc un objet de H2(−)′. On déduit ainsi que l’objet (ei,ja )σ∗N
est dans H2(−)′ puisque cette catégorie est cosuspendue. L’objet (ei,ja )σ∗N est la somme directe :

(ei,ja )σ∗(oi)∗N
j
i ⊕ (ei,ja )σ∗(oj)∗N i

j

La stabilité par facteurs directs des catégories H2(−)′ (voir l’énoncé de théorème 3.3.6) implique alors que chacun des
objets :

oa∗N
j
i ' (ei,ja )σ∗(oi)∗N

j
i et oa∗N

i
j ' (ei,ja )σ∗(oj)∗N i

j

est dans H2(−)′ (avec bien entendu oa l’inclusion de Oa dans (Sta)σ). Enfin, il est facile de voir que l’objet (oaji )∗N
j
i

de H2((Staji )σ) est isomorphe à s∗(oa∗N
j
i ) avec s : (Sta)σ // (Staji )σ l’immersion fermée :

σ[T1, . . . , Tk]/T a1
1 . . . T akk

// σ[T1, . . . , Tk]/T a1
1 . . . T

aj−1
j−1 T

ai+aj
j T

aj+1
j+1 . . . T akk

d’idéal nilpotent (T a1
1 . . . T akk ). La même chose s’applique à (oij)∗N

i
j . Ceci prouve le cas respé. c.q.f.d

Le lemme suivant à été utilisé au cours de la preuve du cas respé de la proposition précédente :

Lemme 3.3.31 — Soient T un σ-schéma quasi-projectif et (jα : Tα // T )α un recouvrement fini Zariski de
T . Soit A un objet de H2(T ). On suppose que pour tous les indices α, l’objet j∗αA est dans H2(Tα)′. Alors l’objet A est
dans H2(T )′.

Demonstration Une facon économique de prouver ce lemme est d’utiliser le version duale du lemme 2.2.13. On note
jI l’immersion de l’ouvert ∩α∈ITα. La version duale de 2.2.13 concerne les operations jI∗ et j∗I au lieu de jI# = jI! et
j∗I = j!

I . On déduit ainsi que l’objet A appartient à la sous-catégorie cosuspendue :

< {jI∗j∗IA; I non vide} >s−ct−

Le lemme découle alors de l’hypothèse 3.3.5. c.q.f.d

La proposition 3.3.30 permet de mettre en marche la récurrence sur k et donc de prouver les théorèmes 3.3.4 et
3.3.6. En effet, tout k-uplet a de p.g.c.d d, peut-être construit à partir de dk par applications successives du procédé :
x xji (avec i et j bien choisis).

3.3.7 Réduction semi-stable
Dans ce paragraphe on supposera que le schéma de base B est régulier, connexe et de dimension 1. On fixe une

section globale π du faisceau OB . On supposera que le sous-schéma B/(π) est réduit, non vide et de dimension 0. On
notera p l’exposant caractéristique de B/(π) qu’on suppose constant pour simplifier. On commence par préciser ce que
l’on entendra par la réduction semi-stable :

Definition 3.3.32 — 1- Soient f : X // B un B-schéma et x un point de X/(π). On dit que f (ou X) est
à π-réduction semi-stable en x (à k-branches de type (a1, . . . , ak) ∈ (N− {0})k) s’il existe existe un voisinage pour la
topologie Nisnevich x // U // X de x dans X tel que :
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1. U est un schéma régulier.
2. Il existe k + 1 sections globales t1, . . . , tk et u de OU vérifiant :

– u est inversible et π = u.ta1
1 . . . takk = u.

∏k
i=1 t

ai
i ,

– pour tout 1 ≤ i ≤ k, le sous-schéma Di de U défini par l’équation (ti = 0) est un schéma lisse sur B/(π) et
contient x (en particulier il est non vide),

– la réunion des Di forme un diviseur à croisements normaux dans le schéma U .
3. Soit m0 la borne supérieure dans N ∪ {+∞} de l’ensemble des entiers m pour lesquels il existe un v ∈ OU

avec vp
m

= u. Soit l0 ∈ N la borne supérieure des l tels que pm0+l0 divise tous les ai pour i ∈ {1, . . . , k} (on
conviendra exceptionnellement que 0 est la borne supérieure de l’ensemble vide). Désignons par O le sous-schéma
de U d’équation t1 = · · · = tk = 0. Lorsque m0 = ∞ on posera v0 = u, sinon on choisit4 v0 ∈ Γ(U,OU ) telles
que vp

m0

0 = u. Alors pour tout l ∈ {0, . . . , l0}, le B/(π)-schéma O[v1/pl

0 ] est lisse.
On dira que le B-schéma X est à réduction semi-stable (à moins de k-branches) lorsque en tout point x de X/(π), il
est à réduction semi-stable (à kx branches avec kx ≤ k).

2- On dit que f (ou X) est globalement à réduction semi-stable en x (à k-branches de type (a1, . . . , ak) ∈ (N−{0})k)
lorsqu’il est possible de choisir U un voisinage Zariski ouvert de x. Dans ce cas, il y a k diviseurs de X qui passent
par x. On a aussi la notion de B-schémas globalement à réduction semi-stable.

Exemple 3.3.33 — D’après notre définition, un B-schéma X avec X/(π) vide est à π-réduction semi-stable.

Remarque 3.3.34 — La troisième condition dans la définition précédente a été imposée dans le but d’avoir la
proposition 3.3.38. Cette condition peut paraître compliquée, mais devient simple dans beaucoup de situations :

– Lorsque B/(π) est de caractéristique nulle, cette condition est automatique. En effet, m0 =∞ et l0 = 0. Il suffit
donc de vérifier que O est lisse. On sait que O est régulier puisque X/(π) est un diviseur à croisements normaux.
Mais sur un corps de caractéristique nulle tout schéma régulier est lisse.

– Supposons que p ≥ 2. Lorsque les ai sont premiers à p ou plus généralement lorsque u admet des racines pm-ème
pour m plus grand que la valuation p-adique des ai, cette condition se réduit à la lissité de O. En effet, dans ce
cas on a l0 = 0.

– Supposons que p ≥ 2 et que B/(π) est somme de corps parfaits. Cette condition est vérifiée si O est de dimension
0. En effet dans ce cas, on a O[v1/pl

0 ] = O qui est étale sur B/(π).

Remarque 3.3.35 — Notre définition diffère de la définition classique. Classiquement un B-schéma X est à
réduction semi-stable si localement pour la topologie étale, X est lisse au dessus d’un B-schéma de la forme :

B[T1, . . . , Tk]/(T1 . . . Tk − π)

Cette définition est suffisante en cohomologie étale pour les besoins de la théorie des cycles évanescents. Elle est
insuffisante dans le contexte motivique où l’on dispose uniquement de la localité pour la topologie de Nisnevich.

Si X est un B-schéma globalement à réduction semi-stable, le diviseur libre X/(π) est sommes de diviseurs lisses
irréductibles :

[X/(π)] = m1.[D1] + · · ·+mr[Dr]

avec mj des entiers strictement positifs. Les mj sont en général différents des ai, étant donné que les ai décrivent une
information locale dépendante d’un point x alors que les mj décrivent une situation globale, mais il est facile de voir
que la suite des ai est toujours contenue dans celle des mj . Les diviseurs Di seront appelés les branches connexes (ou
irréductibles) du S-schéma X et l’entier mi sera appelé la multiplicité de Di. Plus généralement on appellera branche
de X tout diviseur lisse de X contenu dans X/(π). Ainsi, une branche de X est forcément une réunion disjointe de
branches irréductibles. Nous dirons qu’une branche D de X est de multiplicité constante m si toutes ses branches
irréductibles sont de multiplicité m. Enfin, nous dirons que la branche D est simple si elle est de multiplicité 1. Notons
le lemme :

Lemme 3.3.36 — Soient f : X // B un B-schéma et x un point de X/(π). On suppose que X est à π-
réduction semi-stable de type (a1, . . . , ak) au point x. On se donne un point géométrique : x̄ // X au dessus de x.
Lorsque B/(π) est de caractéristique positive, on supposera que p ne divise pas tous les ai. Il existe alors un voisinage
étale de x̄ dans X :

x̄ // U // X

et un B-morphisme lisse :
U // B[T1, . . . Tk]/(T a1

1 . . . T akk − π)

4Le choix de v0 n’est pas important. En effet seul la restriction de v0 à O interviendra dans la suite. Cette restriction est indépendante
de ce choix puisque sur O il n’y a pas de racines p-ème de l’unité non triviales (on utilise que O est réduit).
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qui envoie x̄ sur le point o = (T1 = · · · = Tk = 0). De plus si les ai sont premiers entre eux (resp. et si en plus f est
globalement à réduction semi-stable), on peut choisir U un voisinage Nisnevich de x (resp. un voisinage ouvert de x).

Demonstration Quitte à remplacer X par un voisinage Nisnevich (ou Zariski lorsque X est globalement à réduction
semi-stable en x) de x on peut supposer qu’il existe k+1 sections globales t1, . . . , tk et u de OX vérifiant les hypothèses
de la définition 3.3.32. En particulier, π = u.ta1

1 . . . takk . On note d le plus grand diviseur commun des entiers ai, et on
prend pour U le X-schéma :

U = X[ξ]/(ξd − u) // X

Comme u est inversible et que p ne divise pas d, il s’agit bien d’un morphisme étale (c’est même un revêtement étale).
Remarquons également que lorsque les ai sont premiers entre eux, on a U = X. Puisque x̄ est le spectre d’un corps
séparablement clos il existe une factorisation de x̄ // X :

x̄ // U // X

Il nous reste à construire un morphisme lisse vers un schéma standard. Pour cela, on choisit un k-uplet d’entiers relatifs
ki tel que :

k∑
i=1

kiai = k1a1 + · · ·+ kkak = d

et on considère le B-morphisme :
p0 : U // B[T1, . . . Tk]

défini au niveau des algèbres par l’association Ti  ξki .ti. Puisque :

π = u.ta1
1 . . . takk = ξd.ta1

1 . . . takk =
k∏
i=1

(ξki .ti)ai

on voit que p0 se factorise d’une manière unique par :

U p
//

p0

((
B[T1, . . . , Tk]/(T a1

1 . . . T akk − π) � � // B[T1, . . . , Tk]

Le fait que p envoie x̄ sur le point o de coordonnées (0, . . . , 0) est évident. Il reste à prouver que p est lisse au voisinage
de x. Le fait que l’équation t1 . . . tk = 0 définit un diviseur à croisements normaux assure que la suite (ξk1 .t1, . . . , ξ

kk .tk)
est une suite régulière au voisinage de x et donc que p est plat au voisinage de x. D’autre part comme p−1(o) est égal
au sous-schéma t1 = . . . tk = 0. Ce dernier est lisse au voisinage de x par la troisième condition de la définition 3.3.32.
Le lemme est prouvé. c.q.f.d

Voici une réciproque partielle au lemme précédent :

Lemme 3.3.37 — Soient f : X // B un B-schéma avec X régulier et x̄ un point géométrique de X au dessus
de x. On suppose qu’il existe un voisinage étale U de x̄ et un B-morphisme lisse :

U // B[T1, . . . Tk]/(T a1
1 . . . T akk − π)

qui envoie x̄ sur le point o = (T1 = · · · = Tk = 0). On suppose également qu’il existe k diviseurs irréductibles de
X contenus dans Xσ et passant par x. Le B-schéma X est alors globalement à réduction semi-stable au sens de la
définition 3.3.32.

Demonstration Quitte à remplacer X par un voisinage ouvert assez petit de x on peut trouver k sections globales
t1, . . . , tk de OX définissant les k diviseurs irréductibles passant par x de l’énoncé. Soit Di le diviseur de X défini par
l’équation ti = 0 et D′i l’image inverse de Di dans U . Les Di sont distincts et passent par x. Quitte à remplacer U par
un voisinage ouvert de x̄ on peut supposer que Uσ est la réunion des D′i et que ces derniers sont irréductibles. Il vient
que l’image inverse par :

p : U // B[T1, . . . Tk]/(T a1
1 . . . T akk − π)

de (Ti = 0) est l’un des D′j . Quitte à réindexer les ti, on peut supposer que p−1(Ti = 0) = D′i. En d’autre termes Ti est
envoyé sur teii .ui avec ui inversible sur U . Comme p est lisse, les entiers ei sont forcément égaux à 1. En particulier,
on a la relation suivante dans OU :

π =
∏
i

(ti.ui)ai = (
∏
i

taii ).(
∏
i

uaii )
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Avec u = (
∏
i u

ai
i )−1, on obtient

∏
i t
ai
i = u.π. De plus, quitte à remplacer X par un voisinage Zariski de x on peut

supposer que les Di sont lisses et que leur réunion est un diviseur à croisements normaux puisque c’est le cas dans U .
Ainsi pour prouver la deuxième condition de la définition 3.3.32, il suffit de montrer que u ∈ Γ(U,OU ) est en fait dans
Γ(X,OX) (quitte peut-être à rétrécir X). En effet si on rétrécit X, le morphisme U // X devient fidèlement plat.
Mais l’image inverse du OX -module (π,

∏
taii )/(π) est nulle sur U . Ce qui prouve que OX .

∏
ta1
i ⊂ OX .π.

Enfin, la troisième condition de 3.3.32 est stable par morphisme lisse. On se ramène aussitôt à la vérifier pour un
schéma standard au point de l’intersection des branches. C’est un cas particulier de la troisième situation considérée
dans la remarque 3.3.34. c.q.f.d

Le lemme 3.3.36 n’est pas très utile pour l’étude des systèmes de spécialisation au dessus des B-schémas π-standards
puisqu’il donne une information locale pour la topologie étale. Heureusement, on dispose d’un résultat légèrement plus
faible mais local pour la topologie de Nisnevich. Ce résultat ramènera beaucoup de questions sur les B-schémas à
réduction semi-stable à des questions sur les B-schémas standards :

Proposition 3.3.38 — Soit X un B-schéma à réduction semi-stable (resp. globalement à réduction semi-stable)
de type a en un point x. On peut trouver un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) W de x[R,R−1] dans X[R,R−1] pour
lequel il existe :

– un B-morphisme lisse W // StBb , avec b l’uplet obtenu en rajoutant l’entier pm à a,

– un B-morphisme lisse W // StB[V,V −1]
a avec StB[V,V −1]

a le B[V, V −1]-schéma V −p
m

.π-standard.
où m est un certain entier plus petit que la valuation p-adique du p.g.c.d des ai.

Demonstration La première propriété de W découle de la seconde. Pour cela, il suffit de remarquer l’existence
d’une B-immersion ouverte :

StB
′

a
// StBb

avec b le (k + 1)-uplet obtenu à partir de a en rajoutant la valeur pm à la (k + 1)-ème place. Le morphisme étant
bien entendu celui qui envoie Ti sur Ti pour i ∈ {1, . . . , k} et Tk+1 sur V . On cherchera donc un voisinage W ayant la
seconde propriété.

La question est évidement locale pour la topologie de Nisnevich (resp. Zariski) en x ∈ X. Quitte à remplacer X
par un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) de x, on peut supposer qu’il existe k + 1 sections globales t1, . . . , tk et u
de OX vérifiant les conditions de la définition 3.3.32. On garde alors les notations de 3.3.32 et on notera Di la branche
d’équation ti = 0.

Quitte à permuter les indices, on peut supposer que vp(a1) est minimal parmi les vp(ai). On se donne un couple
(m, v) ∈ N × Γ(X,OX) avec m maximal tel que u = vp

m

et m ≤ vp(a1). Appelons a′1 l’entier a1/p
m. On notera O

l’intersection des Di. On montrera qu’un certain voisinage ouvert de O[R,R−1] dans X[R,R−1] est lisse au dessus d’un
B[V, V −1]-schéma standard de l’énoncé. On notera dans la suite X ′ = X[R,R−1]. On définit les sections v′, t′1, . . . , t′k
de Γ(X ′,OX′) par :

– v′ = v.Ra
′
1 et t′1 = R−1.t1,

– t′i = ti pour i ∈ {2, . . . , k},
de telle sorte qu’on a encore la relation π = v′

pm
.
∏k
i=1 t

′
i
ai avec v′ inversible. Remarquons également que le sous-

schéma D′i défini par l’équation t′i = 0 est isomorphe à Di[R,R−1] et est en particulier lisse. L’intersection des D′i sera
notée O′ et est isomorphe à O[R,R−1].

Notons également B′ le B-schéma B[V, V −1] muni de la section V −p
m

.π. On définit un B-morphisme de schémas
f : X ′ // B′ par l’association V  v′. Le morphisme f est plat. En effet, il se factorise de la manière suivante :

X[R,R−1]
(1) // X[U,U−1]

(2) // B[V, V −1]

le morphisme (1) envoie U sur Ra
′
1 et le morphisme (2) envoie V sur U.v. Le morphisme (1) est clairement plat. Il suffit

donc de prouver que (2) est plat. Mais ceci est clair, puisque en composant à gauche par l’automorphisme de X[U,U−1]
qui consiste à envoyer U sur U.v−1, on obtient simplement la projection sur le second facteur de X ×B (GmB).

Considérons d’autre part le B′-schéma (V −p
m

.π)-standard StB
′

a = B′[T1, . . . , Tk]/(
∏k
i=1 T

ak
i −V −p

m

.π). On définit
le B′-morphisme de l’énoncé :

g : X ′ // StB
′

a

en envoyant Ti sur t′i. Il faut montrer que g est lisse au voisinage de O′. Remarquons d’abord que g est plat au
voisinage de O′. Il suffit donc de prouver que le pull-back de g suivant l’inclusion de OB

′

a ⊂ StB
′

a est lisse. Le pull-back
en question s’identifie simplement à :

g0 : O[R,R−1] // B/(π)[V, V −1]
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qui consiste à envoyer V sur Ra
′
1 .v. Ce morphisme étant à son tour plat, on se ramène à prouver que ses fibres sont lisses.

Soit k̄ une clôture algébrique du corps résiduel d’un point de B/(π). Si s est un point fermé de Spec(k̄[V, V −1]) = (Gm)k̄
correspondant à un élément non nul s de k̄, la fibre de g0 en s est simplement le k̄-schéma :

(O ×B/(π) k̄)[R,R−1]/(Ra
′
1 .v − s) = Ok̄[R]/((R.s−1/a1)a

′
1 − v−1) = Ok̄[v1/a′1 ]

On utilise le fait que dans k̄, l’élément s admet des racines quelconques. La lissité de g au voisinage de O′ découlera
donc de la lissité du k̄-schéma Ok̄[v1/a′1 ]. Écrivons a′1 = pl.b avec l = vp(a′1) (et b premier à p). Étant donné que
l’extraction d’une racine b-ème d’une section inversible induit une revêtement étale de k̄-schémas, on se ramène à
montrer que Ok̄[v1/pl ] est lisse sur k̄. Ceci découle immédiatement de la troisième condition de la définition 3.3.32
affirmant que O[v1/pl ] est lisse sur B/(π). c.q.f.d

Notons également la conséquence suivante de la résolution des singularités en caractéristique nulle :

Proposition 3.3.39 — On suppose que B est un schéma d’égale caractéristique nulle. Soit X un B-schéma
quasi-projectif. Il existe un éclatement e : X ′ // X avec X ′ un B-schéma semi-stable. De plus, si Xη est un
schéma régulier, on peut choisir le centre de l’éclatement dans le sous-schéma X/(π).

Demonstration En effet, en égal caractéristique zéro, la troisième condition de la définition 3.3.32 découle auto-
matiquement des deux premières. Pour les deux premières, il suffit d’appliquer la deuxième partie de 2.1.167 avec le
diviseur X/(π). c.q.f.d

Remarque 3.3.40 — En caractéristique positive, même en admettant la résolution des singularités, la conclusion
de la proposition 3.3.39 est fausse déjà pour les B-schémas finis. Le problème vient de la troisième condition de la
définition 3.3.32.

Pour des résultats à "coefficients rationnels" le résultat suivant dû à De Jong remplace efficacement la proposition
3.3.39 :

Proposition 3.3.41 — Supposons pour simplifier que B/(π) est le spectre d’un corps. Soit X un B-schéma
quasi-projectif. Il existe un carré commutatif :

X ′
e //

��

X

��
B′ // B

de schémas, vérifiant les propriétés suivantes :
– e est une altération,
– B′ est un schéma normal, quasi-fini et plat sur B tel que B′/(π) // B/(π) est surjectif,
– X ′ est un B′-schéma à réduction semi-stable de type (1, . . . , 1) en tout ses points (relativement à n’importe quel
choix d’uniformisante π′ de B′).

3.3.8 Applications aux systèmes de spécialisation sur une base de dimension 1
On suppose donné un système de spécialisation sp de H1 vers H2 au dessus de :

η
j // B σ

ioo

avec B un schéma régulier de dimension 1. On fixe π ∈ Γ(OB) une section globale telle que :
– B/(π) est non vide, régulier et de dimension 0,
– π est inversible sur η et nul sur σ.

En particulier, on dispose d’une factorisation :

σ
i0 //

i
""EEEEEEEEE B/(π)

��
B

Le but de cette sous-section est d’étendre les théorèmes 3.3.10, 3.3.4 et 3.3.6 aux B-schémas semi-stables généraux
voire à tous les B-schémas sous certaines hypothèses. Nous utiliserons le lemme trivial suivant :

Lemme 3.3.42 — Soit H : Sch/S // TR un 2-foncteur homotopique stable. Soient X un S-schéma et
A ∈ H(X). Notons p la projection de X ×Gm sur X. Le foncteur p∗ est conservatif.
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Demonstration En effet si s : X // X ×Gm est la section unité on a s∗p∗ = id. c.q.f.d

On a la généralisation suivante des théorèmes 3.3.10 et 3.3.24 :

Theoreme 3.3.43 — Soient f : X // B un B-schéma à π-réduction semi-stable et D une branche de Xs de
multiplicité m. Appelons D0 l’ouvert de D complémentaire de la réunion des traces des autres branches de X. On note
u l’inclusion de D dans Xs et v l’inclusion de D0 dans D. On suppose également l’une des deux conditions suivantes
satisfaites :

– toute branche irréductible rencontrant D est de multiplicité m,
– H est Q-linéaire et séparé.

Alors, le 2-morphisme d’adjonction id // v∗v∗ évalué en u∗spff∗η :

[u∗spff∗η ] // v∗v∗[u∗spff∗η ]

est inversible.

Demonstration Montrons d’abord qu’il suffit de montrer le théorème pour f ′ : X ′ = X ×Gm // B et la branche
D′ = D ×Gm. Notons p la projection de Y ×Gm sur Y pour un schéma Y quelconque. On a un carré commutatif de
2-morphismes :

p∗[u∗spff∗η ] //

∼
��

p∗v∗v
∗[u∗spff∗η ]

∼
��

[u′∗spf ′f ′η
∗] // v′∗v

′∗[u′∗spf ′f ′η
∗]

Les flèches verticaux sont inversibles puisque p est lisse. Ainsi, si le 2-morphisme horizontal inférieur est inversible, il
en est de même du 2-morphisme horizontal supérieur. On pourra alors conclure à l’aide du lemme 3.3.42.

Ceci dit, par la proposition 3.3.38 on sait qu’au voisinage de tout point de D′, le B-schéma X ′ est lisse au dessus
d’un B-schéma standard. Lorsque H est Q-linéaire et séparé, ceci permet de conclure par le théorème 3.3.24.

Supposons que toutes les branches irréductibles qui rencontrent D sont de multiplicité m. Quitte à remplacer X
par un voisinage de D, on peut supposer que X est semi-stable de type mk en tous ses points (k pouvant varier d’un
point à l’autre). On sait par la proposition 3.3.38 que X ′ est localement lisse au dessus d’un B′ = B[V, V −1]-schéma
(V −p

m

.π)-standard StB
′

nk
. On déduit alors le résultat en appliquant le théorème 3.3.10 à sp|B′ . c.q.f.d

On généralise de la même manière le théorème 3.3.4 :

Theoreme 3.3.44 — Soit sp // sp′ un morphisme de systèmes de spécialisation au dessus de B. Soient
A un objet de H1(η) et N ∈ N ∪ {+∞}. On suppose pour tout entiers naturels n et m inférieurs à N avec m une
puissance de p, les morphismes :

spbn(bn)∗ηA
∼ // sp′bn(bn)∗ηA et spbmn (bmn )∗ηA

∼ // sp′bmn (bmn )∗ηA

sont inversibles.
Soit f : X // B un B-schéma semi-stable tel que localement pour la topologie de Nisnevich toute branche lisse

de X est de multiplicité inférieure à N . Alors, le morphisme spff
∗
ηA

// sp′ff
∗
ηA est aussi inversible.

Demonstration On se ramène immédiatement à démontrer le théorème pour le schéma X ′ = X[R,R−1]. Par la
proposition 3.3.38, ce schéma est localement lisse au dessus de B-schémas π-standards de type b avec bi ≤ N . On
conclut à l’aide de 3.3.4. c.q.f.d

En égale caractéristique nulle, on déduit le résultat suivant :

Theoreme 3.3.45 — On suppose que B est d’égale caractéristique nulle et que η est un ouvert de B. On suppose
donnée une classe Λ1 ⊂ Ob(H1(η)) quasi-stable par twist de Tate. Soit sp // sp′ un morphisme de systèmes de
spécialisation au dessus de B. On suppose que pour tout A ∈ Λ1 et n ∈ N, les morphismes :

spbn(bn)∗ηA
∼ // sp′bn(bn)∗ηA et spb1n(b1n)∗ηA

∼ // sp′b1n(b1n)∗ηA

sont inversibles. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X // B et tout M ∈ Hct
1,Λ1

(Xη), le morphisme :

spf (M) // sp′f (M)
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est inversible.

Demonstration Il suffit bien sûr de traiter le cas où M est dans un système de générateurs de la sous-catégorie
triangulée stable par facteurs directes Hct

1,Λ1
(Xη). Cette catégorie est engendrée par les objets de la forme gη∗AX′η (n)

avec :
– g : X ′ // X un morphisme projectif,
– X ′ un B-schéma régulier à réduction semi-stable,
– A ∈ Λ et n un entier naturel.

Ceci découle en effet de la proposition 2.2.27. Pour s’en convaincre, on peut poser H : Sch/B // TR le 2-foncteur qui
àX/B associe H(X) = H1(Xη). On vérifie, en utilisant le fait que j est une immersion ouverte que Hct

Λ1
(X) = Hct

1,Λ1
(Xη)

pour tout B-schémaX. Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.2.27 àX muni du sous-schéma T = X/(π) et d’utiliser
le fait qu’en caractéristique nulle la troisième condition de la définition 3.3.32 est vide.

Ceci dit, il est alors facile de prouver le théorème. On fixe un des générateurs gη∗AX′η (n). On a un carré commutatif :

spfgη∗AX′(n) //

∼
��

sp′fgη∗AX′(n)

∼
��

gσ∗spf◦gAX′(n) // gσ∗sp′f◦gAX′(n)

Les flèches verticales sont des isomorphismes car g est projectif. On voit donc qu’il suffit de prouver que la flèche
spf◦gAX′(n) // sp′f◦gAX′(n) est inversible. Ceci découle du théorème 3.3.44. c.q.f.d

Lorsque B n’est pas de caractéristique zéro, la preuve du théorème précédent ne s’adapte pas même en supposant
la résolution des singularités. Le problème vient des branches ayant des multiplicités divisibles par p. Ceci suggère une
version à coefficients rationnels du théorème précédent. En effet, on a :

Theoreme 3.3.46 — On suppose que η est un ouvert de B et que H1 est Q-linéaire et séparé. On suppose
donnée une classe Λ1 ⊂ Ob(H1(η)) quasi-stable par twist de Tate. Soit sp // sp′ un morphisme de systèmes
de spécialisation au dessus de B. On suppose que pour tout A ∈ Λ1 et tout B-schéma B′ fini plat et régulier, le
morphisme :

spB′(AB′η ) ∼ // sp′B′(AB′η )

est inversible. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X // B et tout M ∈ Hct
1,Λ1

(Xη), le morphisme :

spf (M) // sp′f (M)

est inversible.

Demonstration La sous-catégorie triangulée stable par facteurs directes Hct
Λ(X) est engendrée par les objets de la

forme gη∗AX′η (n) avec :

– g : X ′ // X un morphisme projectif,
– X ′ un B′-schéma régulier à réduction semi-stable de type (1, . . . , 1) avec B′/B fini, normal et plat.
– A ∈ Λ et n un entier naturel.

Pour s’en convaincre, on peut utiliser la même astuce que dans la preuve de 3.3.45 qui consiste à introduire le 2-foncteur
H défini sur les B-schémas par H(X) = H1(Xη). Il suffit ensuite de modifier légèrement la preuve du cas respé de
la proposition 2.2.27. La modification consiste essentiellement à prendre e : X̄ // X avec en plus X̄ à réduction
semi-stable de type (1, . . . , 1) au dessus d’un B-schéma B′ fini, normal et plat. Ceci étant possible par le théorème de
De Jong. Pour le reste de la démonstration, on raisonne exactement comme pour le théorème 3.3.45. c.q.f.d

On a également des généralisations du théorème 3.3.6. On suppose donnée pour tout σ-schéma T une sous-catégorie
H2(T )′ ⊂ H2(T ) vérifiant l’hypothèse 3.3.5 et stable par facteurs directs. On a :

Theoreme 3.3.47 — Soit sp une structure de spécialisation au dessus de B de H1 vers H2. Soit A un objet de
H1(η) et N ∈ N ∪ {+∞}. On suppose que les objets spbn(bn)∗ηA et spbmn (bmn )∗ηA sont dans H2(−)′ pour tous les entiers
naturels n et m plus petits que N avec m une puissance de p.

Soit f : X // B un B-schéma globalement à π-réduction semi-stable tel que localement pour la topologie
Nisnevich la multiplicité de chaque branche lisse de X est plus petite que N . Alors, l’objet spff

∗
ηA est dans H2(Xσ)′.

Demonstration Notons X ′′ = X ×B P1
B . Le schéma schéma X ′′ peut-être recouvert par des X ′ = X ×B GmB .

On sait que X est globalement à réduction semi-stable. La proposition 3.3.38 nous dit alors que le B-schéma X ′ est
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localement pour la topologie de Zariski lisse au dessus d’un schéma standard de type b avec bi ≤ N . Mais la propriété
d’appartenir à H2(−)′ est locale pour la topologie de Zariski (voir le lemme 3.3.31). On déduit que la conclusion du
théorème est vraie pour le B-schéma X ′′.

Il s’agit donc de passer de X ′′ à X. Notons p : X ′′ // X la projection sur le premier facteur. On sait que
l’objet spf◦p(f ◦ p)∗ηA est dans H2(−)′. Par la stabilité de H2(−)′ par images directes cohomologiques, on déduit que
l’objet pσ∗spf◦p(f ◦ p)∗ηA est dans H2(−)′. Comme p est projectif, on déduit la chaîne d’isomorphismes :

pσ∗spf◦p(f ◦ p)∗ηA ' spfpη∗p
∗
ηf
∗
ηA ' spff

∗
ηA⊕ spff

∗
ηA(−1)[−2]

On conclut en invoquant la stabilité de H2(−)′ par passage aux facteurs directs. c.q.f.d

On notera deux corollaires en égale caractéristique nulle :

Corollaire 3.3.48 — On suppose que B est d’égale caractéristique nulle et que η est un ouvert de B. En plus de
l’hypothèse 3.3.5 et la stabilité par facteurs directs, on supposera que les H2(−)′ sont des sous-catégories triangulées.
Soit Λ1 ⊂ H1(η) une classe quasi-pure. On suppose finalement que les objets spbn(bn)∗ηA et spb1n(b1n)∗ηA sont dans
H2(−)′ pour tout A ∈ Λ1 et n ∈ N. Alors, pour tout B-schémas quasi-projectif f : X // B et tout objet M de
Hct

1,Λ1
(Xη), l’objet spf (M) est dans H2(Xσ)′.

Demonstration Étant donné que H2(Xσ) est une sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs, il suffira de
vérifier l’assertion pour M variant dans un système de générateurs de la sous-catégorie triangulée stable par facteurs
directes Hct

1,Λ1
(Xη). On peut donc supposer M de la forme gη∗AX′η (n) avec :

– g : X ′ // X un morphisme projectif,
– X ′ un B-schéma régulier globalement à réduction semi-stable5,
– A ∈ Λ et n un entier naturel.

Comme g est projectif, on dispose d’un isomorphisme :

spfgη∗AX′η (n) ' gσ∗spf◦g(f ◦ g)∗ηA(n)

La stabilité des H2(−)′ par images directes cohomologiques et twist de Tate, nous ramène à montrer que spg◦f (g◦f)∗ηA
est dans H2(X ′σ)′. Ceci découle du théorème 3.3.47 et du fait que X ′ est à réduction semi-stable. c.q.f.d

Pour le second corollaire, on utilisera plutôt la variante duale de 3.3.47. Ainsi, on supposera donné pour tout
σ-schéma quasi-projectif T une sous-catégorie H2(T )′′ ⊂ H2(T ) vérifiant l’hypothèse 3.3.7. On a :

Corollaire 3.3.49 — Soit sp un système de spécialisation au dessus de B de H1 vers H2 et G1 un ensemble
d’objets H1(η). On suppose les conditions suivantes satisfaites :

– B est d’égal caractéristique nulle et η est un ouvert de B.
– Le 2-foncteur H2 admet des petites sommes et en plus de l’hypothèse 3.3.7, les sous-catégories H2(−)′′ sont
stables par petites sommes et par passage aux facteurs directes.

– Le 2-foncteur H1 et l’ensemble G1 vérifient l’hypothèse 2.2.58. De plus, les foncteur sp? commutent aux petites
sommes.

– L’ensemble G1 est faiblement pt-pure au sens de la définition 2.2.67.
Supposons que les objets spbn(bn)∗ηA et spb1n(b1n)∗ηA sont dans H2(−)′ pour tout entiers naturels n. Alors pour tout
B-schéma quasi-projectif f : X // B le foncteur spf envoie la sous-catégorie p(H1)≥0(Xη) dans H2(Xσ)′′.

Demonstration La sous-catégorie H2(Xσ)′′ étant suspendue et stable par petites sommes il suffira de prouver le
corollaire pour un ensemble de générateurs de la sous-catégorie suspendue avec petites sommes p(H1)≥0(Xη). Par la
proposition 2.2.69, un tel ensemble est donné par les objets de la forme gη!g

!
ηf

!
ηA(n)[n] avec :

– g : X ′ // X un morphisme projectif avec X ′ un B-schéma globalement à réduction semi-stable,
– A ∈ G et n ∈ Z.

Comme g est projectif, on a un isomorphisme :

spfgη!g
!
ηf

!
ηA(n)[n] ' gσ!spf◦g(f ◦ g)!

ηA(n)[n]

La stabilité des H2(−)′′ par les opérations images directes à supports compacts, nous ramène à prouver que spf◦g(f ◦
g)!
ηA est dans H2(X ′σ)′′. Ceci découle du fait que X ′ est globalement à réduction semi-stable et la version duale de

3.3.47. Le corollaire est prouvé. c.q.f.d

Remarque 3.3.50 — Le résultat précédent est particulièrement intéressant lorsque les catégories H2(−)′′ sont les
catégories d’objets pt-positifs p(H2)≥0(−) de la t-structure perverse engendrée par un ensemble G2. Le corollaire 3.3.49
fournit alors un critère simple de pt-positivité des foncteurs spf .

5En effet la résolution des singularités utilisée dans la preuve de 2.2.27, fournit des B-schémas globalement à réduction semi-stable.
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3.4 Le système de spécialisation Υ

Soit S un schéma de base. On se donne un dérivateur algébrique homotopique et stable :

H : DiaSch/S // TR

On notera H le 2-foncteur homotopique stable donné par H(X) = H(X, e) pour tout S-schémas quasi-projectif X.
Dans cette section, on va construire un système de spécialisation Υ de base A1

S sur H. Ce système de spécialisation
est une variante du système de spécialisation des cycles proches Ψ. Cette varainte présente parfois certains avantages
du moins lorsqu’on travaille à coefficients rationnels.

3.4.1 Le schéma cosimplicial (A ,∆)

Le système de spécialisation Υ s’obtient à partir du système de spécialisation canonique χ par application de la
construction 3.2.3 à un certain diagramme de Gm-schémas bien choisi. Ce paragraphe est consacré à l’introduction
dudit diagramme.

Rappelons que ∆ désigne la catégorie des ordinaux finis. Les objets de ∆ sont les catégories directes :

n = {0→ 1→ · · · → n}

Les morphismes de ∆ sont les foncteurs. Si C est un catégorie, on note ∆opC la catégorie des foncteurs covariants
∆op // C . Les objets de ∆opC sont appelés les objets simpliciaux de C. De même, on note ∆C la catégorie des
foncteurs covariants ∆ // C . Les objets de ∆C sont appelés les objets cosimpliciaux de C. Ainsi, un schéma
cosimplicial est un diagramme de schémas dont la catégorie d’indices est ∆.

La catégorie ∆ admet une présentation explicite en termes de générateurs et relations. En effet, elle est engendrée
par deux types de flèches di et sj :

– Pour 0 ≤ i ≤ n+ 1, le foncteur di : n 7−→ n + 1 est caractérisé par les propriétés d’être injectif sur les objets et
d’éviter l’objet i de n + 1.

– Pour 0 ≤ j ≤ n − 1, le foncteur sj : n 7−→ n− 1 est caractérisé par les propriétés d’être surjectif sur les objets
et de confondre les objets j et j + 1 de n.

Ainsi, un objet simplicial ou cosimplicial est déterminé par l’action des di et sj . La construction suivante est bien
connue :

Lemme 3.4.1 — A- Soit C une catégorie admettant des produits directs finis. Supposons donné un diagramme
dans C :

(3.23) V

g

��
U

f // B

Il existe un objet cosimplicial U×̃BV : ∆ // C défini de la manière suivante :
1. Pour n ∈ N, on a U×̃BV (n) = U ×B × · · · ×B × V (le nombre de facteurs B étant n).
2. Fixons un entier n ∈ N. Soient X un objet de C, u ∈ homC(X,U), v ∈ homC(X,V ) et b1, . . . , bn ∈ homC(X,B)

des X-points à valeurs dans U , V et B respectivement. L’action des di et sj sur les foncteurs de points est
donnée par les formules :

(a) d0 : n 7−→ n + 1 agit par d0(u, b1, . . . , bn, v) = (u, f(u), b1, . . . , bn, v),
(b) di : n 7−→ n + 1 agit par di(u, b1, . . . , bn, v) = (u, b1, . . . , bi, bi, . . . , bn, v) pour 1 ≤ i ≤ n,
(c) dn+1 : n 7−→ n + 1 agit par dn+1(u, b1, . . . , bn, v) = (u, , b1, . . . , bn, g(v), v),

(d) sj : n 7−→ n− 1 agit par sj(u, b1, . . . , bn, v) = (u, b1, . . . , b̂j+1, . . . , bn, v) pour 0 ≤ j ≤ n− 1.

De plus, cette construction s’étend en un foncteur IHC // ∆C de la catégorie des diagrammes de type (3.23) de C

dans celle est objets cosimpliciaux de C.
B- Gardons les notations ci-dessus. Supposons en plus que la flèche f est inversible. Le morphisme d’objets cosim-

pliciaux pr2 : U×̃BV // V est une équivalence d’homotopie (cosimpliciale).

Demonstration La vérification du fait que les formules du A définissent bien un objet cosimplicial dans C est
classique. Le lecteur pourra consulter [BK72]. On démontre uniquement la partie B. L’inverse à homotopie près de
pr2 : U×̃BV // V est donné par un morphisme s : V // U×̃BV défini au niveau de n par :

s(v) = (f−1g(v), g(v), . . . , g(v), v)
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pour tout X-point v de V . Il est en effet clair que pr2 ◦s est l’identité. Montrons que s◦pr2 est cohomotope à l’identité
de U×̃BV . En termes explicites, il s’agit de définir pour toute flèche l : n 7−→ 1 un morphisme :

hl : U×̃BV (n) // U×̃BV (n)

tel que :
– h0 = s ◦ pr2(n) et h1 = idU×̃BV (n) (où l’on a noté 0 et 1 pour désigner les applications constantes vers 1 de

valeurs respectives 0 et 1),
– pour toute suite : m a7−→ n l7−→ 1, le carré suivant est commutatif :

U×̃BV (m)

a

��

hl◦a // U×̃BV (m)

a

��
U×̃BV (n)

hl // U×̃BV (n)

On définit notre homotopie sur les X-points par :
– Pour l’application constante 0 : n 7−→ 1, on prendra h0(u, b1, . . . , bn, v) = (f−1g(v), g(v), . . . , g(v), v).
– Pour 1 ≤ i ≤ n, notons li : n 7−→ 1 l’application croissante telle que li(i − 1) = 0 et li(i) = 1. On prendra
hli(u, b1, . . . , bn, v) = (f−1(bi), bi, . . . , bi, bi+1, . . . , bn, v).

– Pour l’application constante 1 : n 7−→ 1, on prendra h1(u, b1, . . . , bn, v) = (u, b1, . . . , bn, v).
Il est facile de vérifier que ces données définissent bien une cohomotopie entre s ◦ pr2 et idU×̃BV . c.q.f.d

Remarque 3.4.2 — Comme pour le produit fibré habituel, on dispose de deux projections dans ∆C :

U×̃BV
pr2 //

pr1

��

V

U

où les objets U et V sont considérés comme des objets cosimpliciaux constants. Par contre, le carré :

U×̃BV
pr2 //

pr1

��

V

g

��
U

f // B

n’est pas commutatif en général.

Remarque 3.4.3 — L’objet cosimplicial U×̃BV peut-être considéré comme le bon modèle du point de vue homo-
topique de l’espace des lacets de B ayant la première extrémité dans U et la deuxième dans V .

Definition 3.4.4 — On définit le S-schéma cosimplicial AS, en appliquant le lemme 3.4.1 au diagramme de
S-schémas suivant :

S

1

��
GmS

id // GmS

Ainsi, on a AS(n) = (GmS×̃GmS
S)(n) = (Gm)n+1

S .

Le S-schéma cosimplicial AS sera des fois considéré comme un diagramme de S-schémas indicé par ∆. Il sera alors
noté (AS ,∆). La seconde partie du lemme 3.4.1 nous dit que :

Corollaire 3.4.5 — Le morphisme d’objets cosimpliciaux :

pr2 : AS = GmS×̃GmS
S // S

est une équivalence d’homotopie cosimpliciale.

Le corollaire 3.4.5 dit que du point de vue homotopique, l’espace cosimplicial (A,∆) est contractile. Cet espace ne
devient intéressant que lorsque qu’on considère la projection sur le premier facteur :
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Definition 3.4.6 — La projection sur le premier facteur pr1 : GmS×̃GmS
S // GmS induit un morphisme

de diagrammes de S-schémas :
θ : (AS ,∆) // (GmS ,∆)

Le 1-morphisme θ sera appelé le revêtement universel unipotent de GmS.

Remarque 3.4.7 — En topologie, l’espace cosimplicial GmS×̃GmS
S est un modèle pour l’espace des "chemins" sur

GmS dont la première extrémité est libre et la seconde égale à la section unité. Ceci donne une explication informelle du
fait que AS est cosimplicialement contractile. De plus, la classe fondamentale θ joue le rôle du morphisme "évaluation de
la première extrémité d’un chemin". Ceci fait de AS une sorte de revêtement universel de Gm. D’où notre terminologie.

Cette interprétation, qui nous a été expliquée par Markus Spitzweck, est venue après notre construction des
foncteurs cycles proches qui à la base était inspirée par des travaux de Rapoport-Zink. Son intérêt, est de donner une
justification topologique à notre définition des foncteurs Υ.

3.4.2 Définition de Υ. Normalisation
Rappelons qu’on s’est donné un dérivateur algébrique homotopique stable H : DiaSch/S // TR . Cette don-

née sera utilisée dans cette section et la suivante pour construire des systèmes de spécialisation dans le 2-foncteur
homotopique stable H(−) = H(−, e). Ces systèmes de spécialisation seront définis au dessus de la base (A1

S , j, i) :

(3.24) GmS
j //

q
""DDDDDDDDD A1
S

p

��

S
ioo

~~~~~~~~

~~~~~~~~

S

Ceci ne constitue pas une vraie restriction, puisque chaque fois qu’on se donne un S-schéma quasi-projectif T muni
d’une section π ∈ Γ(T,OT ), on en déduit des systèmes de spécialisation au dessus de T par restriction suivant le
morphisme T // A1

S qui envoie l’indéterminée sur π. Ainsi, nos systèmes de spécialisation se définissent au dessus
des bases très générales. Ceci dit, la plupart des résultats importants seront prouvés sous l’hypothèse que S est le
spectre d’un corps de caractéristique nulle. Dans la suite, il nous arrivera d’adopter les notations suivantes :

B = A1
S , η = Gms, σ = i(S) et η

j // B σ
ioo

Ceci aura l’avantage d’alléger les notations et de faciliter la traduction des résultats établis dans les sections précédentes.

Notre point de départ, sera le système de spécialisation canonique χ dans H :

Definition 3.4.8 — Avec les notations de la définition 3.2.3, on appellera Υ le système de spécialisation AS •χ
où AS est vu comme un diagramme de GmS-schémas via le revêtement universel (θ, p∆) : (AS ,∆) // (GmS , e) .
Les foncteurs Υf seront appelés les foncteurs cycles proches unipotents. Lorsque H est le 2-foncteur SH, on parlera
alors de foncteurs motif proche unipotent.

Rappelons que pour un B-schéma f : X // A1
S , on a noté θf le pull-back de θ suivant fη. On a :

Υf = (p∆)#χ(f,p∆)(θf )∗(θf , p∆)∗

Remarquons que AS(e) = GmS et que θ(e) est l’identité. Par la définition 3.2.13, le foncteur 0 : e // ∆ induit
un morphisme de systèmes de spécialisation χ // Υ . Rappelons qu’au niveau de f , ce morphisme est donné par
la composée :

χf
∼ // χf0∗(θf , p∆)∗ ∼ // χf0∗(θf )∗(θf , p∆)∗ ∼ // 0∗χ(f,p∆)(θf )∗(θf , p∆)∗ // (p∆)#χ(f,p∆)(θf )∗(θf , p∆)∗

Pour n ∈ N, on notera en : A1
S

// A1
S le morphisme d’élévation à la puissance n-ème. Remarquons que en

est isomorphe au B-schéma bn : Bn // B (voir la définition 3.3.2). Le résultat suivant est à la base de toutes les
propriétés spéciales aux systèmes de spécialisation Υ et Ψ (voir la section suivante).

Proposition 3.4.9 — 1- Avec les notations du diagramme (3.24), la composée des 2-morphismes suivants :

id ∼ // i∗p∗ // i∗j∗j∗p∗
∼ // χidq

∗ // Υidq
∗
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est inversible.
2- Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout n ∈ N×, la composée des 2-morphismes

suivants :
id // i∗(en)∗p∗ // i∗j∗j∗(en)∗p∗ ∼ // χen(en)∗ηq

∗ // Υen(en)∗ηq
∗

est inversible.

Pour prouver cette proposition, on aura besoin de quelques préliminaires. Soit (π, pI) : (F , I) // (GmS , e)
un morphisme de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On suppose donné un objet o ∈ I tel que π(o) :
F (o) ∼ // GmS est un isomorphisme. Ceci permet de définir un morphisme χ // F • χ de systèmes de spécia-
lisation. On définit d’autre part une transformation naturelle q∗ // χid par la composée :

q∗
∼ // p∗j∗ // p∗i∗i∗j∗

∼ // i∗j∗ = χid

Considérons le diagramme suivant :

i∗p∗ //

(1)

i∗j∗j
∗p∗ // χidq

∗ o∗χ(id,pI)(π)∗(π, pI)∗q∗∼oo // (pI)#χ(id,pI)(π)∗(π, pI)∗q∗

id

OO

//

..

q∗q
∗

OO

o∗(q, idI)∗(π)∗(π, pI)∗q∗∼oo

OO

// (pI)#(q, idI)∗(π)∗(π, pI)∗q∗

OO

o∗(q ◦ π)∗(q ◦ π)∗(pI)∗ //

OO

(pI)#(q ◦ π)∗(q ◦ π)∗(pI)∗

OO

o∗(pI)∗ //

OO

(pI)#(pI)∗

OO

Ce diagramme est commutatif. En effet, tous ses sous-diagrammes, à part (1), sont trivialement commutatifs. La
commutation du sous-diagramme (1) est laissée en exercice. On a ainsi le lemme suivant :

Lemme 3.4.10 — Pour que la composée :

id // i∗p∗ // i∗j∗j∗p∗ // χidq
∗ // (F • χ)idq

∗

soit inversible, il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :
1. Le 2-morphisme de counité (pI)#(pI)∗ // id est inversible.

2. Le 2-morphisme d’unité (pI)∗ // (q ◦ π)∗(q ◦ π)∗(pI)∗ devient inversible après application de (pI)#.

3. Pour tout a ∈ Ob(I), le morphisme π(a) : F (a) // GmS est isomorphe au pull-back d’un S-schéma via la

projection q : GmS
// S .

Demonstration En utilisant le diagramme commutatif ci-dessus, on se ramène à montrer que le composée :

id ' o∗(pI)∗ // (pI)#(pI)∗ // (pI)#(qπ)∗(qπ)∗(pI)∗ ' (pI)#(q, idI)∗(π, pI)∗q∗ // (pI)#χ(id,pI)(π, pI)∗q∗

est inversible. Il suffit donc de prouver que les trois 2-morphismes suivants sont inversibles :
1. Le 2-morphisme id ' o∗(pI)∗ // (pI)#(pI)∗ .

2. Le 2-morphisme (pI)#(pI)∗ // (pI)#(qπ)∗(qπ)∗(pI)∗ .

3. Le 2-morphisme (q, idI)∗(π)∗(π, pI)∗q∗ // χ(id,pI)(π)∗(π, pI)∗q∗ .

On prouvera que ces 2-morphismes sont inversibles en utilisant les conditions de l’énoncé. Il est clair que la seconde
condition est simplement une reformulation du fait que le second 2-morphisme ci-dessus est inversible. Pour le premier
2-morphisme, il suffira de remarquer que la composée id ' o∗(pI)∗ // (pI)#(pI)∗ est une section du morphisme

de counité (pI)#(pI)∗ // id . Pour terminer, il reste à prouver que :

a∗(q, idI)∗(π)∗(π, pI)∗q∗ // a∗χ(id,pI)(π)∗(π, pI)∗q∗
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est inversible pour tout a ∈ Ob(I). On se ramène immédiatement à montrer que les 2-morphismes :

q∗π(a)∗π(a)∗q∗ // χidπ(a)∗π(a)∗q∗

sont inversibles. On sait qu’il existe un carré cartésien :

F (a)

π(a)

��

q′ // Ya

fa

��
GmS

q // S

En appliquant le théorème de changement de base par un morphisme lisse, on se ramène immédiatement à montrer
que le 2-morphisme :

q∗q
∗fa∗f

∗
a

// χidq
∗fa∗f

∗
a

est inversible. Ceci découlera donc de l’inversibilité de :

q∗q
∗ // χidq

∗

Pour démontrer cela, le plus simple est de considérer le morphismes de 2-triangles distingués :

p∗i∗i
!p∗ ∼

//

��

p∗p
∗ //

��

p∗j∗j
∗p∗ //

��

p∗i∗i
!p∗[+1]

∼
��

p∗i∗i
!p∗ // p∗i∗i∗p∗ // p∗i∗i∗j∗j∗p∗ // p∗i∗i!p∗[+1]

avec p la projection de la droite affine (voir le diagramme (3.24)). Ceci nous ramène à montrer que p∗p
∗ // p∗i∗i∗p∗ ' id

est inversible. Il suffit alors de remarquer que ce 2-morphisme est une rétraction au 2-morphisme d’unité id // p∗p∗

qui est inversible par l’axiome d’homotopie. c.q.f.d

Le lemme ci-dessous et plus précisément son corollaire, jouera un rôle clef dans la preuve de la proposition 3.4.9 :

Lemme 3.4.11 — On suppose donnés deux morphismes de S-schémas cosimpliciaux :

f0, f1 : G // F

On notera (πF , p∆) et (πG , p∆) les projections respectives de (F ,∆) et (G ,∆) sur (S, e). On suppose que f0 est
cosimplicialement cohomotope à f1. Alors pour tout objet A de H(S,∆), les deux composées :

(πF )∗(πF )∗A // (πF )∗f0∗f
∗
0 (πF )∗A ∼ // (πG )∗(πG )∗A

(πF )∗(πF )∗A // (πF )∗f1∗f
∗
1 (πF )∗A ∼ // (πG )∗(πG )∗A

sont simplicialement homotopes dans H(S,∆) au sens de la définition 2.1.56.

Demonstration Notons q : ∆/1 // ∆ la projection canonique et si : ∆ // ∆/1 les sections habituelles.
Dire que f1 et f2 sont cosimplicialement cohomotopes, équivaut à dire qu’il existe un morphisme de diagrammes de
S-schémas :

(h, id∆/1) : (G ◦ q,∆/1) // (F ◦ q,∆/1)

qui se restreint à fi suivant si.
Notons π′F et π′G les projections de F ◦ q et G ◦ q sur (S,∆/1). On en déduit un 2-morphisme :

q∗(πF )∗(πF )∗A ∼ // (π′F )∗(π′F )∗q∗A // (π′F )∗h∗h∗(π′F )∗q∗A ∼ // (π′G )∗(π′G )∗q∗A q∗(πG )∗(πG )∗A∼oo

Par adjonction, ce 2-morphisme fournit une flèche :

q#q
∗(πF )∗(πF )∗A // (πG )∗(πG )∗A

On vérifie aisément que cette flèche fournit bien une homotopie au sens de 2.1.56 entre les deux flèches de l’énoncé.
Le lemme est démontré. c.q.f.d
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Corollaire 3.4.12 — Soit f : G // F un morphisme de S-schémas cosimpliciaux. On notera (πF , p∆) et
(πG , p∆) les projections respectives de (F ,∆) et (G ,∆) sur (S, e). Supposons que f est une équivalence d’homotopie
cosimpliciale. Alors la composée :

(πF )∗(πF )∗ // (πF )∗f∗f∗(πF )∗ ∼ // (πG )∗(πG )∗

devient inversible après application de (p∆)#.

Demonstration Soit g : F // G un inverse à homotopie près de f . La composée :

(πF )∗(πF )∗ // (πF )∗f∗f∗(πF )∗ // (πG )∗(πG )∗ // (πG )∗g∗g∗(πG )∗ // (πF )∗(πF )∗

est clairement égale à :
(πF )∗(πF )∗ // (πF )∗(f ◦ g)∗(f ◦ g)∗(πF )∗

Mais (f ◦ g) est cohomotope à l’identité de F . Il vient par le lemme 3.4.11 et la proposition 2.1.57 que la composée :

(p∆)#(πF )∗(πF )∗ // (p∆)#(πG )∗(πG )∗ // (p∆)#(πF )∗(πF )∗

vaut l’identité. Pour prouver que l’autre composée, à savoir :

(p∆)#(πG )∗(πG )∗ // (p∆)#(πF )∗(πF )∗ // (p∆)#(πG )∗(πG )∗

vaut l’identité, il suffit d’inverser les rôles de f et g dans le raisonnement précédent. c.q.f.d

On est en mesure de prouver la proposition 3.4.9 :

Demonstration Rappelons que Υen = (p∆)#χen(θen)∗(θen , p∆)∗. Le foncteur χen : H(GmS) // H(S) est égal à

χid : H(GmS) // H(S) . Notons An le GmS-schéma simplicial obtenu par pull-back de A suivant en. Il vient que

Υen = (An • χ)id. De plus, le morphisme χen
// Υen s’identifie au morphisme χid

// (An • χ)id induit par

l’objet 0. En appliquant le lemme 3.4.10 à F = An, on voit que pour prouver la proposition 3.4.9, il suffit de vérifier
les points :

1. Le 2-morphisme de counité (p∆)#(p∆)∗ // id est inversible.

2. Le 2-morphisme d’unité (p∆)∗ // (q ◦ θen)∗(q ◦ θen)∗(p∆)∗ devient un isomorphisme après application de
(p∆)#.

3. Pour tout r ∈ N, le morphisme θen(r) : An(r) // GmS est isomorphe au pull-back d’un S-schéma via la

projection q : GmS
// S .

La première condition découle de la proposition 2.1.41 et du fait que ∆ admet un objet final. La troisième condition
est également vérifiée puisque An(r) = Gmr+1

S et θen(r) est simplement la projection sur le premier facteur. Il reste à
vérifier la seconde condition.

Supposons d’abord que n = 1. Le morphisme d’unité id // (q ◦ θ)∗(q ◦ θ)∗ coïncide avec celui du corollaire
3.4.12 appliqué au morphisme de S-schémas cosimpliciaux :

(q ◦ θ) : (A ,∆) // (S,∆)

Ce morphisme est une équivalence d’homotopie cosimpliciale par le corollaire 3.4.12. Il vient que id // (q ◦ θ)∗(q ◦ θ)∗

devient un 2-isomorphisme après application de (p∆)#. La première partie de la proposition 3.4.9 est ainsi prouvée.
Dans la suite, on supposera que n est un entier non nul et que H est Q-linéaire et séparé. Remarquons d’abord que

le schéma cosimplicial An est celui du lemme 3.4.1 appliqué au diagramme :

GmS
(en)η // GmS S

1oo

On dispose donc d’un morphisme de S-schémas cosimpliciaux rn : An
// A déduit du diagramme commutatif :

GmS
(en)η ////

(en)η

��

GmS S
1oo

GmS GmS S
1oo
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Remarquons au passage que rn(m) : Gmm+1
S

// Gmm+1
S est donné par (x0, . . . , xm) (xn0 , x1, . . . , xm).

Revenons, à notre problème. L’égalité (θn ◦ q) = (θ ◦ q) ◦ rn induit une factorisation du 2-morphisme d’unité
id // (θn ◦ q)∗(θn ◦ q)∗ :

id // (θ ◦ q)∗(θ ◦ q)∗
(1) // (θ ◦ q)∗rn∗r∗n(θ ◦ q)∗ = (θn ◦ q)∗(θn ◦ q)∗

En utilisant le cas n = 1, on voit qu’il suffira de prouver que le 2-morphisme (1) est inversible. Ceci se vérifie objet
par objet. Ainsi, on est finalement ramené à prouver que pour tout m ∈ N, le 2-morphisme :

(θ(m) ◦ q)∗(θ(m) ◦ q)∗
(1) // (θ(m) ◦ q)∗rn(m)∗rn(m)∗(θ(m) ◦ q)∗

est inversible. Il est facile de voir que ceci est un cas particulier du lemme ci-dessous. c.q.f.d

Lemme 3.4.13 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. Notons q la projection évidente GmS ×S X // X

et en (au lieu de (en)η) le X-morphisme GmS ×S X // GmS ×S X qui consiste à élever le premier facteur à la
puissance n. Si H est Q-linéaire et séparé, le 2-morphisme :

q∗q
∗ // q∗en∗e∗nq

∗ // q∗q∗

est inversible.

Demonstration Il suffit bien évidement de traiter le cas X = S. On continue à utiliser les notations du diagramme
(3.24). Considérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens (à nil-immersion près) :

GmS
j //

en

��

A1
S

en

��

S
ioo

GmS
j // A1

S S
ioo

Notons G ' Z/nZ le groupe agissant sur le morphisme en : A1
S

// A1
S d’une façon transitive sur les fibres

géométriques. On a un morphisme de 2-triangles distingués :

p∗i∗i
!p∗ //

��

p∗p
∗ //

��

p∗j∗j
∗p∗ //

��

p∗i∗i
!p∗[+1]

��
p∗en∗i∗i

!e∗np
∗ // p∗en∗e∗np

∗ // p∗j∗en∗e∗nj
∗p∗ // p∗en∗i∗i!e∗np

∗[+1]

Le groupe G agit sur le triangle inférieur. Étant donné que H est Q-linéaire et séparé, on déduit que la deuxième et
troisième flèche verticale identifient la source à la partie invariante sous G du but. On en déduit que c’est également
le cas pour la première flèche.

Pour prouver le lemme, il suffit de prouver que les deux 2-morphismes :

i!p∗
Ex∗,! // i!e∗np

∗ et p∗p
∗ // p∗en∗e∗np

∗

sont inversibles. L’inversibilité du second 2-morphisme découle de l’axiome d’homotopie.
Pour prouver l’inversibilité de la première flèche, on doit passer par une méthode indirecte. On prouvera en effet

que G agit trivialement sur i!e∗np∗ ' i!en∗e
∗
np
∗. On peut décrire cette action sur i!e∗np∗ ' i!p∗ de la manière suivante.

Si ξ est un élément de G, on a un diagramme cartésien :

S
i // A1

S

ξ

��
S

i // A1
S
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L’action de ξ est donnée par la composée i!p∗
Ex∗,! // i!ξ∗p∗

∼ // i!p∗ . On prouvera que cette composée est l’identité.
Pour cela on invoque le diagramme commutatif :

i!p! // i!ξ!p! // i!p!

i!Th(Ωp)p∗ //

��

i!ξ∗Th(Ωp)p∗ //

��

i!Th(Ωp)p∗

��
Th(OS)i!p∗ // Th(OS)i!ξ∗p∗ // Th(OS)i!p∗

Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Remarque 3.4.14 — La conclusion de la seconde partie de la proposition 3.4.9 est fausse à coefficients entiers.
En effet, soit ` un nombre premier différent de la caractéristique du corps de base k. Supposons que H est le foncteur
croisé qui à un k-schéma X associe la catégorie dérivée des faisceaux de Z/`-modules sur le petit site étale de X. On
va montrer que l’objet ΥenZ/` est isomorphe à :

⊕r∈N(Z/`(−r)[−r]⊕ Z/`(−r − 1)[−r − 1])

dès que ` divise n. En effet, comme conséquence de la preuve de la proposition 3.4.9, le complexe Υen(Z/`) s’identifie
au complexe total associé au complexe simplicial :

Hom(A ×en Gm,Z/`)

La réalisation étale de (Gm)r+1 est canoniquement isomorphe à :

(Z/`⊕ Z/`(1)[1])⊗r

De plus, la réalisation de la diagonale Gm // Gm×Gm est donnée par la matrice :(
1 0 0 0
0 1 1 0

)
: Z/`⊕ Z/`(1)[1] // Z/`⊕ Z/`(1)[1]⊕ Z/`(1)[1]⊕ Z/`(2)[2]

Tandis que la réalisation de (x, xn) : Gm // Gm×Gm est donnée par :(
1 0 0 0
0 1 n 0

)
: Z/`⊕ Z/`(1)[1] // Z/`⊕ Z/`(1)[1]⊕ Z/`(1)[1]⊕ Z/`(2)[2]

Avec ces formules, on voit que lorsqu’on passe au complexe normalisé de la réalisation de A ×e` Gm on trouve le
complexe

[ . . . // 0 // Z/`⊕ Z/`(1)[1] // Z/`(1)[1]⊕ Z/`(2)[2] // . . . // Z/`(r)[r]⊕ Z/`(r+1)[r+1] // . . . ]

Avec Z/`⊕ Z/`(1)[1] placé en degré zéro et les différentielles données par :(
0 n
0 0

)
: Z/`(r)[r]⊕ Z/`(r + 1)[r + 1] // Z/`(r + 1)[r + 1]⊕ Z/`(r + 2)[r + 2]

Ainsi, pour n divisible par `, les différentielles deviennent nulles et on obtient la formule annoncée pour Υen(Z/`) après
passage au dual.

Ce calcul montre que la structure de spécialisation Υ ne donne pas toujours des motifs raisonnables. Ainsi, Υf (A)
peut ne pas être de type fini même si A l’était. Ce phénomène disparaît lorsqu’on passe aux coefficients rationnels du
moins pour S le spectre d’un corps de caractéristique nulle (voir la sous-section suivante).

Notons emn le A1
S-schéma Bmn = A1

S [P ][U,U−1]/(Pn − Um.π) // A1
S = B . Avec les notations de 3.3.2, bmn = emn .

On a dans le même esprit :
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Corollaire 3.4.15 — Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout n,m ∈ N× la composée
des 2-morphismes suivants :

(emn )∗σ // i∗(emn )∗p∗ // i∗j∗j∗(emn )∗p∗ ∼ // χemn (emn )∗ηq
∗ // Υemn (emn )∗ηq

∗

est inversible.

Demonstration Considérons le morphisme fini :

r : Bn[V, V −1] // Bmn

donné par U  V n et P  V m.π1/n. Le petit calcul :

Bmn [V ]/(V n − U) ' B[P ][U,U−1][V ]/(V n − U,Pn − Um.π) ' B[P ][V, V −1]/((P.V −m)n − π) ' Bn[V, V −1]

montre que r admet une action par un groupe G ' Z/nZ qui est transitive sur les fibres géométriques.
On sait par le lemme 2.1.165 que le foncteur (bmn )∗η est un facteur direct de rη∗r∗η(bmn )∗η. Il suffit donc de montrer

que la composée suivante :

i∗r∗r
∗(emn )∗p∗ // i∗j∗j∗r∗r∗(emn )∗p∗ ∼ // χemn rη∗r

∗
η(emn )∗ηq

∗ // Υemn rη∗r
∗
η(emn )∗ηq

∗

est inversible. Comme r est fini, on voit immédiatement que cette composée est isomorphe à :

rσ∗i
∗r∗(emn )∗p∗ // rσ∗i∗j∗j∗r∗(emn )∗p∗ ∼ // rσ∗χemn r

∗
η(emn )∗ηq

∗ // rσ∗Υemn r
∗
η(emn )∗ηq

∗

Ceci nous ramène à traiter la question analogue pour le B-schéma Bn[V, V −1]. Il est facile de conclure en utilisant la
proposition 3.4.9 et le fait que le B-schéma Bn[V, V −1] est lisse au dessus de Bn. c.q.f.d

On termine cette sous-section par une discussion sur la structure monoïdale. Supposons que H est un dérivateur
algébrique monoïdal homotopique et stable. On sait par la proposition 3.2.17 que Υ est naturellement un système de
spécialisation pseudo-monoïdal. De plus, le morphisme χ // Υ est un morphisme de systèmes de spécialisation
pseudo-monoïdaux. On note le résultat simple suivant :

Proposition 3.4.16 — On garde les notations de la proposition 3.4.9 ainsi que du corollaire 3.4.15. Soient A
et B des objets de H(S). Alors :

1- L’accouplement Υidq
∗A⊗S Υidq

∗B // Υidq
∗(A⊗S B) est un isomorphisme.

2- Supposons que H est Q-linéaire et séparé. Les accouplements :

Υen(en)∗ηq
∗A⊗S Υen(en)∗ηq

∗B // Υen(en)∗ηq
∗(A⊗S B)

Υemn
(e∗nm)∗ηq

∗A⊗(Bmn )σ Υemn
(e∗nm)∗ηq

∗B // Υemn
(e∗nm)∗ηq

∗(A⊗S B)

sont des isomorphismes pour n,m ∈ N− {0}.

Demonstration Ceci découle immédiatement du fait que les composées dans la proposition 3.4.9 et son corollaire
3.4.15 sont des transformations naturelles de foncteurs pseudo-monoïdaux. c.q.f.d

3.4.3 Étude de Υ au dessus d’un corps de caractéristique nulle
On supposera dans ce paragraphe que la base S est le spectre d’un corps k de caractéristique nulle. L’hypothèse : H

est Q-linéaire et séparée sera essentielle dans la suite. On a un théorème de type finitude des cycles proches unipotents :

Theoreme 3.4.17 — On suppose que H est Q-linéaire et séparé. Soit Λ ⊂ Ob(H(k)) une classe d’objets quasi-stable
par twist de Tate. Alors pour tout A1

k-schéma quasi-projectif f : X // A1
k , le foncteur Υf envoie la sous-catégorie

Hct
Λ(Xη) dans Hct

Λ(Xσ).

Demonstration On applique le corollaire 3.3.48 à H′2 = (Hct
Λ)|Sch/σ et à la classe d’objets de H(η) formée des q∗A

avec A ∈ Λ. Ceci nous ramène immédiatement à vérifier que pour A ∈ Λ les objets Υen(en)∗ηq
∗A et Υemn (emn )∗ηq

∗A sont
Λ-constructibles quelque soient les entiers non nuls n et m. Ceci découle immédiatement de la proposition 3.4.9 et son
corollaire 3.4.15. c.q.f.d

On a également un théorème de pt-positivité :
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Theoreme 3.4.18 — On suppose toujours de H est Q-linéaire et séparé. On se donne un ensemble d’objets
G ⊂ Ob(H(k)). On suppose en plus que l’hypothèse 2.2.58 est vérifiée. Alors pour tout A1

k-schéma f : X // A1
k , le

foncteur Υf [−1] est pt-positif.

Demonstration Par le lemme 3.2.10, les foncteurs Υ? commutent aux petites sommes. On appliquera le corollaire
3.3.49 au système de spécialisation Υ[−1], H′′2 = (pH≥0)|Sch/σ et à l’ensemble d’objets de H(η) qui sont de la forme q!A
avec A ∈ G .

Il suffit donc de vérifier que les objets Υen(en)!
ηq

!A[−1] et Υemn
(emn )!

ηq
!A[−1] sont pt-positifs pour tous les entiers

non nuls n et m. En utilisant la proposition 3.4.9 et son corollaire 3.4.15 on obtient des isomorphismes :

Υen(en)!
ηq

!A[−1] ' Υen(en)∗ηq
∗A(1)[1] ' A(1)[1]

Υemn
(emn )!

ηq
!A[−1] ' Υemn

(emn )∗ηq
∗A(2)[3] ' (emn )∗σA(2)[3] ' (emn )!

σA(1)[1]

étant donné que (en)η et (emn )η sont lisses à fibrés normaux triviaux et que à nil-immersion près (en)σ et (emn )σ sont
également lisses à fibrés normaux triviaux. Le résultat découle alors du fait que l’objet A(1)[1] est bien pt-positif dans
H(σ). c.q.f.d

Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.19 — Sous les hypothèses et conditions du théorème précédent, le foncteur Υid : H(Gmk) // H(k)
est t-positif.

Demonstration En effet, par les théorèmes 2.2.82 et 2.2.86 on a l’inclusion H≥1(Gmk) ⊂ pH≥0(Gmk) et l’égalité
H≥0(σ) = pH≥0(σ). Ainsi si E ∈ Ob(H(Gmk)) est t-positif, alors A[+1] est pt-positif et Υid(A[+1])[−1] ' ΥidA est
pt-positif (par le théorème 3.4.18) donc t-positif. c.q.f.d

Supposons maintenant que H est un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable et que le 2-foncteur
H est fermé à droite. On notera simplement Hom(−,−) à la place de Homd(−,−) les bifoncteurs homomorphismes
internes que l’on supposera triangulés en les deux variables. On a le théorème suivant :

Theoreme 3.4.20 — Soit f : X // A1
k un A1

k-schéma quasi-projectif. On fixe un objet R de H(k). On définit

les opérateurs de dualités Dη : H(Xη) // H(Xη)op et Dσ : H(Xσ) // H(Xσ)op par les formules :

Dη(−) = Hom(−, f !
ηq
∗R) et Dσ(−) = Hom(−, f !

σR)

On définit un morphisme de commutation à la dualité ΥfDη // DσΥf en prenant la composée :

ΥfDη = ΥfD
q∗R
f

// DΥidq
∗R

f Υf
∼ // DRf Υf = DσΥf

avec les notations de la proposition 3.1.16 et du corollaire 3.1.18. Pour toute classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(k)) et tout
objet E de Hct

Λ(Xη), le morphisme :
ΥfDη(E) // DσΥf (E)

est inversible.

Demonstration Il suffit bien évidement de considérer le cas Λ = Ob(H(k)). On adopte les notations de 3.1.16 et

3.1.18. On montrera que le morphisme ΥfD
q∗R
f (E) // DΥidq

∗R
f Υf (E) est inversible. Par le corollaire 3.1.18, on

sait que le morphisme en question est sous-jacent à un morphisme de systèmes de spécialisation :

ΥDq
∗R // DΥidq

∗RΥ

Ainsi, en appliquant le théorème 3.3.45, on voit qu’il suffit de prouver que pour tout n ∈ N et A ∈ Ob(H(k)), les
morphismes :

ΥenDq
∗R
en ((en)∗ηq

∗A) // DΥidq
∗R

en Υen((en)∗ηq
∗A) et Υe1n

Dq
∗R
e1n

((e1
n)∗ηq

∗A) // DΥidq
∗R

e1n
Υe1n

((e1
n)∗ηq

∗A)

sont inversibles. On considèrera uniquement le premier morphisme, le second se traite exactement de la même façon.
Par définition, le morphisme en question est obtenu par adjonction de l’accouplement :

ΥenDq
∗R
en ((en)∗ηq

∗A)⊗Υen((en)∗ηq
∗A) // ΥenDq

∗R
en ((en)∗ηq

∗A)⊗ ((en)∗ηq
∗A) // Υen((en)∗ηq

∗R) ' Υidq
∗R
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Remarquons que Dq∗R
en ((en)∗ηq

∗A) = Hom(((en)∗ηq
∗A), (en)!

ηq
∗R) ' Hom(((en)∗ηq

∗A), (en)∗ηq
∗R) ' (en)∗ηq

∗Hom(A,R)
puisque (en)η est étale et que q est lisse. On se ramène donc à étudier l’accouplement :

Υen(en)∗ηq
∗Hom(A,R)⊗Υen(en)∗ηq

∗A // Υen(en)∗ηq
∗(Hom(A,R)⊗A) // Υen(en)∗ηq

∗R

Par la proposition 3.4.9, on dispose d’un isomorphisme de foncteurs pseudo-monoïdaux id ' Υen(en)∗ηq
∗. Il vient que

l’accouplement ci-dessus est isomorphe à l’accouplement évident Hom(A,R)⊗A // R . Cet accouplement fournit

par adjonction l’isomorphisme identité Hom(A,R) Hom(A,R) . Le théorème est prouvé. c.q.f.d

3.5 Le système de spécialisation Ψ

Dans ce numéro, on donne la définition des foncteurs cycles proches dans le cadre d’un 2-foncteur homotopique
stable. La définition des foncteurs Ψ est une variation de la définition de Υ qui tient en compte le coté discret du
groupe fondamental motivique de Gm à savoir les revêtements étales finis. On se place de nouveau au dessus d’un
schéma de base général S.

3.5.1 Le diagramme de schémas (R,∆× N×)

Sauf mention du contraire le symbole N× désignera la catégorie directe associée à l’ensemble des entiers naturels
non nuls ordonné par l’opposée de la relation de divisibilité. Les objets de N× seront simplement notés n,m, r, . . . .
L’existence d’une flèche m→ n signifie donc que n divise m.

Definition 3.5.1 — Le diagramme de S-schémas (E ,N×) est donné par le foncteur E : N× // Sch/S qui :
– à un entier n associe toujours le schéma GmS,
– à une flèche m 7−→ n associe le morphisme (.)

m
n : GmS

// GmS d’élévation à la puissance m
n .

Remarque 3.5.2 — On dispose d’un morphisme évident de diagrammes de schémas e : (E ,N×) // GmS . On
peut penser à e comme étant le revêtement étale universel de Gm.

Pour obtenir les foncteurs cycles proches totaux, il faut utiliser un revêtement de Gm qui soit plus fin que le
revêtement étale universel E /Gm ainsi que le revêtement universel unipotent A /Gm :

Definition 3.5.3 — On définit un objet cosimplicial R en N×-diagrammes de S-schéma en appliquant le lemme
3.4.1 au diagramme de DiaSch/S :

(E ,N×) (E ,N×) (S,N×)1oo

On peut voir R comme un diagramme de S-schémas indicé par la catégorie ∆× N×.

On définit un morphisme de diagrammes de S-schémas :

(θR, p∆×N×) : (R,∆× N×) // GmS

en prenant la composée (R,∆× N×) // (E ,N×) // GmS . On notera dorénavant (θA , p∆) le morphisme (A ,∆) // GmS .
Les deux lemmes ci-dessous résument quelques propriétés évidentes de R :

Lemme 3.5.4 — Soit τn : ∆ // ∆× N× le foncteur qui envoie l’objet r sur (r, n). On a :
1. Le diagramme de S-schémas (R ◦ τn,∆) s’identifie canoniquement à (A ,∆).
2. Le carré de morphismes de diagrammes de S-schémas :

(A ,∆)
τn //

θA

��

(R,∆× N×)

θR

��
GmS

en // GmS

(où en désigne l’élévation à la puissance n) est commutatif.

Dans le même esprit, on a :

Lemme 3.5.5 — Soit κn : (∆× N×) // (∆× N×) le foncteur qui envoie l’objet (r,m) sur (r,m.n). On a :
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1. Le diagramme de S-schéma (R ◦ κn,∆× N×) s’identifie canoniquement à (R,∆× N×).
2. Gardons les notations ci-dessus. Pour tout entier non nul l, le diagramme suivant :

(A ,∆)
τl // (R,∆× N×)

κn

��

θR
// GmS

en

��
(A ,∆)

τln // (R,∆× N×) θR
// GmS

est commutatif.

3.5.2 Définition de Ψ. Normalisation
Voici la définition des foncteurs cycles proches :

Definition 3.5.6 — 1- Avec les notations de 3.2.3, on appelle Ψ le système de spécialisation R•χ. Les foncteurs
Ψf seront appelés les foncteurs cycles proches ( totaux). Lorsque H est le 2-foncteur SH, on parlera alors de foncteurs
motif proche ( total).

2- On appelle également Υn le système de spécialisation (R ◦ τn) • χ. On dispose de morphismes de systèmes de
spécialisations :

τn : Υn // Ψ

3- On appelle finalement Ψn le système de spécialisation (R ◦ κn) • χ. Par la définition 3.2.13, on dispose d’un
carré commutatif de systèmes de spécialisation :

Υln τl // Ψn

κn

��
Υln // Ψ

Remarque 3.5.7 — Le système de spécialisation Υ1 s’identifie canoniquement au système de spécialisation Υ
considéré dans la section 3.4. Par construction, on dispose de morphismes de systèmes de spécialisations Υn // Υnl

et Ψ est la N×-colimite des Υn (en un sens que l’on peut facilement préciser).

Lemme 3.5.8 — Pour tout entier non nul n, le morphisme de systèmes de spécialisation Ψn // Ψ est inver-
sible.

Demonstration Ceci découle immédiatement de la définition et du fait que le foncteur − × n : N× // N× est
filtrant au sens de la définition 2.1.50. c.q.f.d

Soit n un entier non nul. Étant donné un S-morphisme quasi-projectif f : X // A1
S , on définit fn : Xn

// A1
S

comme étant le pull-back de f suivant en : A1
S

// A1
S . On appellera alors en : Xn

// X le B-morphisme
évident. On dispose d’un isomorphisme canonique de diagrammes de X-schémas :

(R,∆× N×)×GmS
Xn

// (R ◦ κn,∆× N×)×GmS
X

On déduit alors immédiatement un isomorphisme Ψn
f

∼ // Ψfn(en)∗η . Par la proposition 3.1.6, les 1-morphismes

Ψfn(en)∗η s’organisent en un système de spécialisation qu’on notera en •Ψ.
La même discussion s’applique à Υ. Ainsi pour tout n, on a en •Υ ' Υn. On déduit :

Proposition 3.5.9 — Il existe un isomorphisme de systèmes de spécialisation Ψ ∼ // en •Ψ .

Lorsque H est un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable, le système de spécialisation Ψ est également
pseudo-monoïdal. On vérifie aisément que Ψ ∼ // en •Ψ est un isomorphisme de systèmes de spécialisations pseudo-
monoïdaux.

On a le résultat de normalisation suivant :

Lemme 3.5.10 — Avec les notations du diagramme (3.24), la composée des 2-morphismes suivants :

id ∼ // i∗p∗ // i∗j∗j∗p∗
∼ // χidq

∗ // Ψidq
∗
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est inversible. En d’autres termes, le 2-morphisme Υidq
∗ // Ψidq

∗ est inversible.

Demonstration Par la remarque 3.5.7, Ψ est la colimite des Υn. Il suffira donc de prouver que les 2-morphismes :

Υidq
∗ // Υn

idq
∗ ' Υid(en)∗ηq

∗

sont inversibles. Remarquons pour cela, qu’on a un digramme commutatif :

id // χidq
∗ //

��

Υidq
∗

��
id // χid(en)∗ηq

∗ // Υid(en)∗ηq
∗

On déduit alors le résultat recherché en utilisant la proposition 3.4.9 qui assure que les deux composées horizontales
du diagramme ci-dessus sont inversibles. c.q.f.d

Remarque 3.5.11 — On fera attention que dans la preuve ci-dessus, on a utilisé le foncteur Υid(en)∗η et non
Υen(en)∗η. En effet, la composée :

id // χen(en)∗ηq
∗ // Υen(en)∗ηq

∗

n’est pas inversible en général (voir la remarque 3.4.14).

On peut alors déduire le résultat de normalisation suivant :

Proposition 3.5.12 — 1- Soit n un entier inversible sur S. On note cn le S-schéma S[T ]/(Tn − 1) // S .
Il existe un isomorphisme canonique Ψen(en)∗ηq

∗ ' cn∗c∗n.
2- Soient n et m des entiers inversibles sur S. On note cmn le morphisme étale de S-schémas :

S[U,U−1]/(Qn − Um) // S[U,U−1]

Il existe un isomorphisme canonique Ψemn
(emn )∗ηq

∗ ' (cmn )∗(cmn )∗(emn )∗σ .

Demonstration Notons f l’un des morphismes en ou emn . Vu la proposition 3.5.9, on peut remplacer f par fn.
Remarquons alors les faits suivants :

– Le A1
S-schéma (en)n est donné par :

(Bn)n = S[P, π]/Pn − πn // S[π]

On définit alors un morphisme de A1
S-schémas :

u : S[π, T ]/(Tn − 1) // S[π, P ]/(Pn − πn)

qui consiste à envoyer P sur T.π. Il est clair que u est fini, qu’il induit un isomorphisme sur les fibres génériques
et que sa fibre spéciale est égale à cn (à une nil-immersion près). De plus, le A1

S-schéma S[π, T ]/(Tn−1) est lisse
(en fait étale).

– Le A1
S-schémas (emn )n est donné par :

(Bmn )n = S[π, U, U−1][P ]/(Pn − Um.πn) // S[π]

On définit alors un morphisme de A1
S-schémas :

v : S[π, U, U−1][Q]/(Qn − Um) // S[π, U, U−1][P ]/(Pn − Um.πn)

qui consiste à envoyer P sur Q−1.π. Il est clair que v est fini, qu’il induit un isomorphisme sur les fibres génériques
et que sa fibre spéciale est donnée par cmn à une nil-immersion près. De plus, le A1

S-schéma S[π, U, U−1][Q]/(Qn−
Um) est lisse.

On déduit alors que :

Ψ(en)n◦u((en)n ◦ u)∗ηq
∗ ' ((en)n ◦ u)∗σ et Ψ(emn )n◦v((e

m
n )n ◦ v)∗ηq

∗ ' ((emn )n ◦ v)∗σ

Le résultat découle immédiatement du fait que uσ∗Ψ(en)n◦u ' Ψ(en)n et vσ∗Ψ(emn )n◦v ' Ψ(emn )n . c.q.f.d

Remarque 3.5.13 — La technique utilisée dans la preuve ci-dessus sera utilisée plusieurs fois dans la suite. Par
exemple, elle permettra de réduire les conditions à vérifier pour la validité du théorème 3.3.45 au seul cas du B-schéma
identité.
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3.5.3 Étude de Ψ au dessus d’un corps de caractéristique nulle
Dans cette sous-section le schéma de base S sera le spectre d’un corps k de caractéristique nulle. On établira pour

Ψ les analogues des théorèmes de constructibilité et de pt-positivité pour Υ. Contrairement au cas de Υ ces analogues
sont valables à coefficients entiers. C’est là, l’un des principaux avantages de Ψ sur Υ.

Theoreme 3.5.14 — Soit Λ ⊂ Ob(H(k)) une classe d’objets quasi-stable par twist de Tate. Alors pour tout
A1
k-schéma quasi-projectif f : X // A1

k , le foncteur Ψf envoie la sous-catégorie Hct
Λ(Xη) dans Hct

Λ(Xσ).

Demonstration On applique le corollaire 3.3.48 à H′2 = (Hct
Λ)|Sch/σ et à la classe d’objets de H(η) formée des q∗A

avec A ∈ Λ. Ceci nous ramène immédiatement à vérifier que pour A ∈ Λ les objets Ψen(en)∗ηq
∗A et Ψemn

(emn )∗ηq
∗A sont

Λ-constructibles pour tous les entiers non nuls n et m. Ceci découle de la proposition 3.5.12. c.q.f.d

On a également un théorème de pt-positivité :

Theoreme 3.5.15 — On se donne un ensemble d’objets G ⊂ Ob(H(k)). On suppose que l’hypothèse 2.2.58 est
vérifiée. Alors pour tout A1

k-schéma f : X // A1
k , le foncteur Ψf [−1] est pt-positif.

Demonstration Par le lemme 3.2.10, les foncteurs Ψ? commutent aux petites sommes. On appliquera le corollaire
3.3.49 au système de spécialisation Ψ[−1], H′′2 = (pH≥0)|Sch/σ et à l’ensemble d’objets de H(η) qui sont de la forme q!A
avec A ∈ G .

Il suffit donc de vérifier que les objets Ψen(en)!
ηq

!A[−1] et Ψemn
(emn )!

ηq
!A[−1] sont pt-positifs pour tous les entiers

non nuls n et m. En utilisant la proposition 3.5.12 on obtient des isomorphismes :

Ψen(en)!
ηq

!A[−1] ' Ψen(en)∗ηq
∗A(1)[1] ' cn∗c∗nA(1)[1] ' cn!c

!
nA(1)[1]

Ψemn
(emn )!

ηq
!A[−1] ' Ψemn

(emn )∗ηq
∗A(2)[3] ' (cmn )∗(cmn )∗(emn )∗σA(2)[3] ' (cmn )!(cmn )!(emn )!

σA(1)[1]

étant donné que (en)η et (emn )η sont lisses à fibrés normaux triviaux et que à nil-immersion près (en)σ et (emn )σ sont
également lisses à fibrés normaux triviaux. Le résultat découle alors du fait que l’objet A(1)[1] est bien pt-positif dans
H(σ). c.q.f.d

Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.16 — Sous les hypothèses et conditions du théorème précédent, le foncteur Ψid : H(Gmk) // H(k)
est t-positif.

Demonstration En effet, par les théorèmes 2.2.82 et 2.2.86 on a l’inclusion H≥1(Gmk) ⊂ pH≥0(Gmk) et l’égalité
H≥0(σ) = pH≥0(σ). Ainsi si E ∈ Ob(H(Gmk)) est t-positif, alors A[+1] est pt-positif et Ψid(A[+1])[−1] ' ΨidA est
pt-positif (par le théorème ci-dessus) donc t-positif. c.q.f.d

Supposons dans la suite que H est un dérivateur algébrique monoïdal homotopique et stable. Le système de
spécialisation Ψ est donc naturellement un système de spécialisation pseudo-monoïdal et le morphisme Υ // Ψ
respecte les accouplements. Une des propriétés qu’ont les foncteurs cycles proches totaux et que n’ont pas les foncteurs
cycles proches unipotents (même à coefficients rationnels) est :

Theoreme 3.5.17 — (Commutation au produit extérieur) On se donne une classe d’objets Λ dans H(k). Soient
f : X // A1

k et g : Y // A1
k deux A1

k-schémas. Soient A ∈ H(Xη) et B ∈ H(Yη) deux objets Λ-constructibles.
Le morphisme canonique de H(Xσ ×σ Yσ) :

Ψf (A)�Ψg(B) // Ψf×A1
k
g(A�B)

est inversible.

Demonstration Il suffit de traiter le cas Λ = Ob(H(k)). Fixons d’abord le k-schéma X et l’objet A et faisons varier
Y et B. En combinant les propositions 3.1.6 3.1.13, on obtient deux systèmes de spécialisation ΨXη,A et ΨXs,Ψf (A)

de H|Sch/η vers le 2-foncteur homotopique stable HXσ défini sur Sch/σ par HXσ (T ) = H(Xσ ×k T ). Ces systèmes de
spécialisation sont donnés par :

– ΨXη,A
g (−) = Ψf×g(A�−),

– ΨXs,Ψf (A)
g (−) = Ψf (A)�Ψg(−).

Le morphisme de l’énoncé défini un morphisme de systèmes de spécialisation. Ainsi par le théorème 3.3.45, il suffit
de considérer les cas g = en et B = (en)∗ηq

∗D ou g = emn et B = (emn )∗ηq
∗D (avec D ∈ Ob(H(k))). Comme pour la

preuve de la proposition 3.5.12, on a la liberté de remplacer g par gn. Il est également facile (en utilisant la formule
de projection pour les images directes projectives cohomologiques) de se ramener à g = en ◦ u ou g = emn ◦ v (avec les
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notations de la preuve de la proposition 3.5.12). Mais dans les deux cas, g est lisse. Ceci prouve qu’il suffit de prendre
g = id et B = q∗D.

Par symétrie, on peut également supposer que f = id et A = q∗C. Il suffit donc de prouver que l’accouplement :

Ψidq
∗C ⊗Ψidq

∗D // Ψidq
∗(C ⊗D)

est inversible. Ceci est vrai par la proposition 3.5.12 qui affirme que le foncteur pseudo-monoïdal Ψidq
∗ est isomorphe

au foncteur pseudo-monoïdal identité. c.q.f.d

Corollaire 3.5.18 — Gardons les notations du théorème précédent. On suppose que H admet les petites sommes,
qu’il est parfait pour elles et qu’il est engendré par la base. Alors l’accouplement extérieur :

Ψf (A)�Ψg(B) // Ψf×Bg(A�B)

est un isomorphisme pour tout (A,B) ∈ Ob(H(Xη))× Ob(H(Yη)).

Demonstration En effet, sous ces conditions, les foncteur Ψf ainsi que le produit tensoriel commutent aux petites
sommes. c.q.f.d

Le cas f = g = id est particulièrement intéressant :

Corollaire 3.5.19 — Sous les hypothèses du corollaire précédent, le foncteur Ψid : H(η) // H(s) est
monoïdal.

Supposons en plus que le 2-foncteur H est fermé à droite. On notera simplement Hom(−,−) à la place de Homd(−,−)
les bifoncteurs homomorphismes internes qu’on supposera triangulés en les deux variables. On a le théorème suivant :

Theoreme 3.5.20 — Soit f : X // A1
k un A1

k-schéma quasi-projectif. On fixe un objet R de H(k). On définit

les opérateurs de dualités Dη : H(Xη) // H(Xη)op et Dσ : H(Xσ) // H(Xσ)op par les formules :

Dη(−) = Hom(−, f !
ηq
∗R) et Dσ(−) = Hom(−, f !

σR)

On définit un morphisme de commutation à la dualité ΨfDη // DσΨf en prenant la composée :

ΨfDη = ΨfD
q∗R
f

// DΨidq
∗R

f Ψf
∼ // DRf Ψf = DσΨf

avec les notations de la proposition 3.1.16 et du corollaire 3.1.18. Pour toute classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(k)) et tout
objet E de Hct

Λ(Xη), le morphisme :
ΨfDη(E) // DσΨf (E)

est inversible.

Demonstration Il suffit bien évidement de considérer le cas Λ = Ob(H(k)). On adopte les notations de la proposition

3.1.16. On montrera que le morphisme ΨfD
q∗R
f (E) // DΨidq

∗R
f Ψf (E) est inversible. Par le corollaire 3.1.18, on

sait que le morphisme en question est sous-jacent à un morphisme de systèmes de spécialisation :

ΨDq
∗R // DΨidq

∗RΨ

En appliquant le théorème 3.3.45, on se ramène à traiter les cas f = en et E = q∗(en)∗ηq
∗F ou f = emn et E =

q∗(emn )∗ηq
∗F (pour F ∈ Ob(H(k))). On dispose d’un diagramme commutatif de systèmes de spécialisation :

Ψ ◦ Dq
∗R //

∼
��

DΨidq
∗R ◦Ψ

(en •Ψ) ◦ Dq
∗R // D(en•Ψ)idq

∗R ◦ (en •Ψ)

∼

OO

Ceci nous permettra de remplacer en et emn par (en)n et (emn )n. En utilisant la commutation avec la dualité des images
directes cohomologiques par des morphismes projectifs, on se ramène même à supposer que f est égal à (en)n ◦ u ou
(emn )n ◦ v (avec les notations de la preuve de la proposition 3.5.12). Mais alors f est lisse, ce qui nous ramène en fin
de compte à f = id. Pour traiter ce cas, on procède comme pour la preuve du théorème 3.4.20.
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Par définition, le morphisme en question est obtenu par adjonction de l’accouplement :

ΨidDq
∗R

id (q∗A)⊗Ψid(q∗A) // ΨidDq
∗R

id (q∗A)⊗ (q∗A) // Ψid(q∗R)

Remarquons que Dq∗R
id (q∗A) = Hom(q∗A, q∗R) ' q∗Hom(A,R) puisque q est lisse. On se ramène donc à étudier

l’accouplement :
Ψidq

∗Hom(A,R)⊗Ψidq
∗A // Ψidq

∗(Hom(A,R)⊗A) // Ψidq
∗R

Par la proposition 3.5.12, on dispose d’un isomorphisme de foncteurs pseudo-monoïdaux id ' Ψidq
∗. Il vient que

l’accouplement ci-dessus est isomorphe à l’accouplement évident Hom(A,R)⊗A // R . Cet accouplement fournit

par adjonction l’isomorphisme identité Hom(A,R) Hom(A,R) . Le théorème est prouvé. c.q.f.d

3.6 Le système de spécialisation logarithmique et le triangle de monodro-
mie

Le but de cette section est de construire un 2-triangle de systèmes de spécialisation :

(3.25) Υ(−1)[−1] // χ // Υ N // Υ(−1)

qu’on appellera le triangle de monodromie. La transformation naturelle N jouera le rôle de l’opérateur de monodro-
mie, bien connu dans les contextes classiques. Pour mener à bien notre construction, on va devoir supposer que H
est Q-linéaire, ainsi que d’autres conditions techniques. Toutefois, ces conditions sont vérifiées pour les 2-foncteurs
homotopiques stables DMQ et SHQ (lorsque le corps de base n’est pas ordonnable). On aura besoin d’introduire un
système de spécialisation auxiliaire log. Pour le construire, quelques préliminaires sont nécessaires :

3.6.1 Préliminaires
Le système de spécialisation log sera construit à partir de χ en prenant pour logf (−) le foncteur χf (−⊗ f∗ηL og)

avec L og un objet H(Gm) bien choisi qu’on appellera le logarithme. Cet objet, ou plutôt son dual considéré comme
un pro-objet, est bien connu. Il intervient par exemple dans la construction des polylogarithmes (voir [BD94] et
[Wil97]). Notons que classiquement, le logarithme a été considéré dans les catégories de réalisations (faisceaux `-
adiques, modules de Hodge, etc) pour lesquels on dispose de t-structures motiviques. Ceci facilite la construction
puisqu’on est ramené à raisonner dans le coeur motivique qui est une catégorie abélienne tensorielle. Étant donné que
l’existence d’une t-structure motivique pour DMQ est l’un des problèmes ouverts les plus difficiles dans la théorie
des motifs, une construction directe basée sur des techniques triangulées s’impose. Le but de ces préliminaires est de
formaliser la construction de l’objet L og dans le cadre d’une catégorie triangulée (par opposition au cadre abélien).

On se donne une catégorie monoïdale triangulée (T,⊗) symétrique et unitaire au sens de 2.1.148. On supposera
que T est Q-linéaire et pseudo-abélienne et on notera 1 son objet unité. Étant donné un objet A de T, on déduit des
représentations de l’algèbre du groupe symétrique Q[Σn] sur A⊗n par la méthode usuelle. Étant donné un projecteur
p de Q[Σn] on peut donc parler de l’image Image(p : A⊗n) de p dans A⊗n. Lorsque p = 1

n!

∑
g∈Σn

g (resp. p =
1
n!

∑
g∈Σn

sign(g).g) on notera cette image par SymnA (resp. AltnA).
On supposera donné un triangle distingué de T :

(3.26) ν
a // E

b // λ
c // ν[+1]

tel que les conditions de l’hypothèse suivante sont vérifiées :

Hypothèse 3.6.1 — 1- Les objets ν et λ sont inversibles et les objets Alt2ν et Alt2λ sont nuls,
2- Les groupes d’homomorphismes homT(ν⊗n, λ⊗n[k]) sont nuls pour n ∈ N− {0} et k ∈ {−1, 0}.
3- Le groupe d’homomorphisme homT(λ, ν) est nul. L’annulateur dans endT(1) de l’élément c ∈ homT(λ, ν[+1])

est réduit à l’idéal nul.

Remarque 3.6.2 — Les données ci-dessus sont autoduales. En effet, dans Top, le triangle distingué :

ν′
a′ // E ′

b′ // // λ′
c′ // ν′[+1]

avec ν′ = λ, λ′ = ν, a′ = bop, b′ = aop et c′ = −(c[−1])op vérifie bien les conditions de l’hypothèse 3.6.1. Ceci
permettera d’effectuer des raisonnements par dualité dans la suite.
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Les trois lemmes suivants seront utilisés au cours de la preuve de la proposition 3.6.6. Ils sont des conséquences
directes de l’hypothèse 3.6.1 :

Lemme 3.6.3 — Le triangle distingué (3.26) n’admet pas d’endomorphismes non triviaux induisant l’identité sur
E . En particulier, une flèche α : ν // ν rendant commutatif le carré :

ν
a //

α

��

E

ν
a // E

est forcément l’identité de ν. De même, une flèche β : λ // λ rendant commutatif le carré :

E
b // λ

β

��
E

b // λ

est forcément l’identité de λ.

Demonstration On se donne un endomorphisme du triangle distingué (3.26) :

ν
a //

α

��

E
b // λ

β

��

// ν[+1]

α

��
ν

a // E
b // λ // ν[+1]

En retranchant à cet endomorphisme, l’automorphisme identité, on obtient l’endomorphisme :

ν
a //

α−id

��

E
b //

0

��

λ

β−id

��

// ν[+1]

α−id

��
ν

a // E
b // λ // ν[+1]

On prouvera que α − id = 0 et β − id = 0. Par dualité (voir la remarque 3.6.2), il suffit de traiter uniquement la
première égalité. En remarquant que la composée :

ν
α−id //// ν

a // E

est nulle, on déduit une factorisation :
ν

α−id

��||
λ[−1] // ν

Mais par l’hypothèse homT(ν, λ[−1]) = 0. D’où le résultat. c.q.f.d

Lemme 3.6.4 — On a les annulations homT(λ,E ) = 0 et homT(E , ν) = 0. On a également les deux chaînes
d’isomorphismes :

homT(E ,E ) ∼ // homT(ν,E ) homT(ν, ν) ' endT(1)∼oo

homT(E ,E ) ∼ // homT(E , λ) homT(λ, λ) ' endT(1)∼oo

Demonstration Montrons d’abord que homT(λ,E ) = 0. Pour cela, on écrit les premiers termes de la suite exacte
longue associée au triangle (3.26) :

homT(λ, ν) // homT(λ,E ) // homT(λ, λ) // homT(λ, ν[+1])



3.6 Le système de spécialisation logarithmique et le triangle de monodromie 389

Par hypothèse, on a homT(λ, ν) = 0. Il reste à prouver que homT(λ, λ) // homT(λ, ν[+1]) est injectif. Cet homo-
morphisme envoie l’identité de λ sur le morphisme connectant c du triangle (3.26). C’est également un morphisme de
end(1)-module. Étant donné que λ est inversible, end(λ) est un end(1)-module libre de rang 1 engendré par idλ. Il
vient par la troisième condition de l’hypothèse 3.6.1 que l’homomorphisme qui nous préoccupe est bien injectif. Par
dualité (voir la remarque 3.6.2) on obtient également l’annulation de homT(E , ν).

Passons aux chaînes d’isomorphismes. Notons tout de suite que la seconde chaîne s’obtient à partir de la première
par dualité (voir remarque 3.6.2). Considérons l’homomorphisme :

(3.27) homT(ν, ν) // homT(ν,E )

Écrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (3.26) :

homT(ν, λ[−1]) // homT(ν, ν) // homT(ν,E ) // homT(ν, λ)

Par hypothèse, homT(ν, λ) = homT(ν, λ[−1]) = 0. Il vient que l’homomorphisme (3.27) est bien inversible. En parti-
culier, homT(ν,E ) est un end(1)-module libre de rang 1 engendré par a.

Pour terminer, il nous reste à traiter l’homomorphisme :

(3.28) homT(E ,E ) // homT(ν,E )

Écrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (3.26) :

homT(λ,E ) // homT(E ,E ) // homT(ν,E )

On a vu que homT(λ,E ) = 0. Ceci montre que (3.28) est injectif. Montrons qu’il est également surjectif. Remarquons
pour cela, que l’identité de E est envoyée sur a par cet homomorphisme. La surjectivité découle alors du fait que (3.28)
est un morphsime de end(1)-modules et que homT(ν,E ) est engendré par a en tant que end(1)-module. c.q.f.d

Lemme 3.6.5 — On a homT(E ⊗ ν[+1], λ⊗ λ) = 0 et homT(ν ⊗ ν[+1],E ⊗ λ) = 0.

Demonstration Pour homT(E ⊗ ν[+1], λ⊗ λ) il suffit de considérer la suite exacte :

homT(λ⊗ ν[+1], λ⊗ λ) // homT(E ⊗ ν[+1], λ⊗ λ) // homT(ν ⊗ ν[+1], λ⊗ λ)

Par dualité, on a l’annulation de homT(ν ⊗ ν[+1],E ⊗ λ). c.q.f.d

La proposition suivante jouera un rôle important dans la suite, notamment dans la construction des triangles
distingués du théorème 3.6.10 :

Proposition 3.6.6 — Il existe un unique morphisme l : Alt2(E ) // ν ⊗ λ rendant commutatif le carré
suivant :

(3.29) Alt2E
l //

��

ν ⊗ λ

a⊗id

��
E ⊗ E

id⊗b // E ⊗ λ

De même, il existe un unique morphisme k : ν ⊗ λ // Alt2E rendant commutatif le carré suivant :

(3.30) ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E

��
ν ⊗ λ k // Alt2E

De plus, les morphismes l et k sont des isomorphismes tels que l ◦ k = 1
2 idν⊗λ et k ◦ l = 1

2 idAlt2E .

Demonstration On divise la preuve en plusieurs étapes. On montre d’abord l’existence de l et k. Ensuite, on prouve
la relation 2l ◦ k = id. On utilisera ceci pour construire un triangle distingué de la forme :

(3.31) ν ⊗ ν // E ⊗ E // (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E ) // ν ⊗ ν[+1]

pour lequel on explicitera l’action du groupe symétrique Σ2 = {+1,−1}. On montrera que l est inversible en passant
au facteur direct alterné de ce triangle distingué. La dernière étape est consacrée à l’unicité de l et k.
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Étape 1 : Construction de l et de k. La composée :

Alt2E // E ⊗ E
id⊗b // E ⊗ λ

b⊗id // λ⊗ λ

est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :

Alt2E //

��

Alt2λ

��
E ⊗ E // E ⊗ λ // λ⊗ λ

et l’objet Alt2λ est nul. En utilisant le triangle distingué ν ⊗ λ // E ⊗ λ // λ⊗ λ // , on déduit une flèche

l : Alt2E // ν ⊗ λ faisant commuter le carré :

Alt2E
l //

��

ν ⊗ λ

a⊗id

��
E ⊗ E

id⊗b // E ⊗ λ

On procède de même pour construire une flèche k. La composée :

ν ⊗ ν
id⊗a // ν ⊗ E

a⊗id // E ⊗ E // Alt2E

est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :

ν ⊗ ν //

��

ν ⊗ E // E ⊗ E

��
Alt2ν // Alt2E

et l’objet Alt2ν est nul. En utilisant le triangle distingué : ν ⊗ λ // E ⊗ λ // λ⊗ λ // , on déduit une flèche

k : ν ⊗ λ // Alt2E faisant commuter le carré :

ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E

��
ν ⊗ λ k // Alt2E

On a ainsi montré l’existence des flèches l et k de l’énoncé.

Étape 2 : La relation 2l ◦ k = idν⊗λ. Formons le diagramme commutatif :

ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E

��
ν ⊗ λ k // Alt2E

l //

��

ν ⊗ λ

a⊗id

��
E ⊗ E

id⊗b // E ⊗ λ

On déduit que les deux composées suivantes sont égales :

(3.32) ν ⊗ E
id⊗b // ν ⊗ λ l◦k // ν ⊗ λ

a⊗id // E ◦ λ

(3.33) ν ⊗ E
a⊗id // E ⊗ E

1
2 (id−τ) // E ⊗ E

id⊗b // E ◦ λ
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Nous affirmons que la composée ν ⊗ E
a⊗id // E ⊗ E

τ // E ⊗ E
id⊗b // E ◦ λ est nulle. En effet, cette composée

est clairement égale à celle de :

ν ⊗ E
τ // E ⊗ ν

id⊗a // E ⊗ E
id⊗b // E ⊗ λ

et la composée b◦a est nulle puisque le triangle (3.26) est distingué. Nous déduisons de cela que la composée de (3.32)
est égale à celle de :

ν ⊗ E
a⊗id // E ⊗ E

1
2 id // E ⊗ E

id⊗b // E ⊗ λ
En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

ν ⊗ E
id⊗b //

a⊗id

��

ν ⊗ λ 2l◦k // ν ⊗ λ

a⊗id

��
E ⊗ E

id⊗b
// E ⊗ λ

D’autre part, le carré suivant :

ν ⊗ E
id⊗b //

a⊗id

��

ν ⊗ λ

a⊗id

��
E ⊗ E

id⊗b // E ⊗ λ
est trivialement commutatif. On en déduit que la composée suivante :

ν ⊗ E
id⊗b // ν ⊗ λ

2l◦k−id // ν ⊗ λ
a⊗id // E ⊗ λ

est nulle. En utilisant le triangle distingué ν ⊗ E // ν ⊗ λ // ν ⊗ ν[+1] // , on déduit l’existence d’une

flèche ν ⊗ ν[+1] // E ⊗ λ rendant commutatif le carré :

ν ⊗ λ
2l◦k−id //

��

ν ⊗ λ

a⊗id

��
ν ⊗ ν[+1] // E ⊗ λ

Par le lemme 3.6.5, on a homT(ν ⊗ ν[+1],E ⊗ λ) = 0. Il vient immédiatement que le carré suivant :

ν ⊗ λ

2l◦k
��

a⊗id // E ⊗ λ

ν ⊗ λ
a⊗id // E ⊗ λ

commute. Comme λ est un objet inversible, on peut appliquer le lemme 3.6.3 pour conclure que 2l ◦ k = id.

Étape 3 : Le triangle distingué (3.31). Dans cette étape on construit le triangle distingué annoncé au début de la
démonstration. On introduit le morphisme m : E ⊗ E // ν ⊗ λ défini par la composée :

m : E ⊗ E // Alt2E
2l // ν ⊗ λ

Le carré suivant est commutatif :
ν ⊗ E

a⊗id

��

id⊗b // ν ⊗ λ

E ⊗ E
m // ν ⊗ λ

En effet, on peut le factoriser de la manière suivante :

ν ⊗ E
id⊗b //

a⊗id

��

ν ⊗ λ

k
�� HHHHHHHHH

HHHHHHHHH

E ⊗ E // Alt2E
2l // ν ⊗ λ
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En utilisant que b ◦ a = 0, on déduit immédiatement un carré commutatif :

ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E“
m

b⊗id

”
��

ν ⊗ λ

“
id
0

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

qu’on complète en un morphisme de triangles distingués :

ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E“
m

b⊗id

”
��

b⊗id // λ⊗ E

γ

��

c⊗id // ν ⊗ E [+1]

a⊗id

��
ν ⊗ λ

“
id
0

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

(0,id) // λ⊗ E
0 // ν ⊗ λ

Nous affirmons que la flèche γ dans le diagramme ci-dessus est l’identité. En effet, on voit immédiatement que la
composée suivante :

E ⊗ E
b⊗id // λ⊗ E

γ−idλ⊗E // λ⊗ E

est nulle. En utilisant le triangle distingué E ⊗ E // λ⊗ E // ν ⊗ E [+1] // , on voit que la flèche γ − id se
factorise de la manière suivante :

λ⊗ E
γ−id //

c⊗id

��

λ⊗ E

ν ⊗ E [+1]
d

66

On dispose d’une suite exacte :

homT(ν ⊗ E [+1], λ⊗ ν) // homT(ν ⊗ E [+1], λ⊗ E ) // homT(ν ⊗ E [+1], λ⊗ λ)

Par le lemme 3.6.5, on sait que homT(ν ⊗ E [+1], λ ⊗ λ) = 0. Il vient que le premier homomorphisme est surjectif. Il
existe donc une flèche e : ν ⊗ E [+1] // λ⊗ ν qui factorise d. On dispose ainsi d’un diagramme commutatif :

λ⊗ E
γ−id //

c⊗id

��

λ⊗ E

ν ⊗ E [+1]
d

66llllllllllllll

e
// λ⊗ ν

id⊗a

OO

La relation γ = id découle alors du fait que homT(λ⊗ E , λ⊗ ν) ' homT(E , ν) = 0 (voir le lemme 3.6.4).
Ainsi, on dispose d’un morphisme de triangles distingués :

ν ⊗ E
a⊗id //

id⊗b
��

E ⊗ E“
m

b⊗id

”
��

b⊗id // λ⊗ E
c⊗id // ν ⊗ E [+1]

a⊗id

��
ν ⊗ λ

“
id
0

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

(0,id) // λ⊗ E
0 // ν ⊗ λ

En appliquant l’axiome de l’octaèdre, on déduit l’existence d’un triangle distingué :

(3.34) ν ⊗ ν
a⊗a // E ⊗ E

“
m

b⊗id

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E ) // ν ⊗ ν[+1]

C’est le triangle distingué recherché.

Étape 4 : L’action de Σ2 sur (3.34). On cherche à utiliser le triangle distingué (3.34) pour mieux comprendre
l’action de Σ2 sur E ⊗E afin de pouvoir identifier Alt2E avec ν⊗λ. On notera τ la permutation des facteurs. On peut
compléter le carré commutatif :

λ⊗ λ
a⊗a //

τ

��

E ⊗ E

τ

��
λ⊗ λ

a⊗a // E ⊗ E
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en un isomorphisme de triangles distingués :

ν ⊗ ν
a⊗a //

τ

��

E ⊗ E

“
m

b⊗id

”
//

τ

��

(ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E ) //

u=(xzyt )
��

ν ⊗ ν[+1]

τ

��
ν ⊗ ν

a⊗a // E ⊗ E

“
m

b⊗id

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E ) // ν ⊗ ν[+1]

On va calculer la matrice de l’isomorphisme u. Remarquons tout de suite que y = 0 étant donné que homT(E , ν) = 0
(voir le lemme 3.6.4) et que λ est inversible. Notre matrice est donc triangulée inférieure et on peut former le diagramme
commutatif :

E ⊗ E

“
m

b⊗id

”
//

τ

��

(ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )
(id,0) //

u=
“
x
z

0
t

”
��

ν ⊗ λ

x

��
E ⊗ E

“
m

b⊗id

”
// (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

(id,0) // ν ⊗ λ

La composée des flèches horizontales est égale à m et donc à la composée E ⊗ E // Alt2E
2l // ν ⊗ λ . Étant

donné que 2l admet une section (donnée par k) on déduit que x = −idν⊗λ du fait que τ agit par −id sur Alt2E .
Montrons que t = idλ⊗E . Par le lemme 3.6.4 (et du fait que λ est inversible), il existe un unique t′ : λ⊗ λ // λ⊗ λ

tel que le carré suivant soit commutatif :

λ⊗ E
id⊗b //

t

��

λ⊗ λ

t′

��
λ⊗ E

id⊗b // λ⊗ λ

De plus, pour montrer que t = id, il suffit de montrer que t′ = id, ce que l’on fera. Nous affirmons que le diagramme
suivant est commutatif :

(ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

u

��

// λ⊗ E // λ⊗ λ

t′

��
(ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E ) // λ⊗ E // λ⊗ λ

En effet, il faut vérifier que la composée :

ν ⊗ λ z // λ⊗ E // λ⊗ λ

est nulle. Ceci est vrai étant donné que λ est inversible et que homT(ν, λ) = 0. Il vient que le carré suivant est
commutatif :

E ⊗ E

τ

��

// λ⊗ λ

t′

��
E ⊗ E // λ⊗ λ

Comme Alt2λ = 0, le carré suivant est également commutatif :

E ⊗ E

τ

��

// λ⊗ λ

E ⊗ E // λ⊗ λ

Comme τ est un isomorphisme, on déduit que la composée :

E ⊗ E // λ⊗ λ
id−t′ // λ⊗ λ

est nulle. Par dualité, on dispose d’un triangle distingué analogue à (3.34), à savoir :

(ν ⊗ λ)⊕ E ⊗ ν // E ⊗ E // λ⊗ λ //
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Il vient que id− t′ se factorise par ((ν ⊗ λ)⊕ (E ⊗ ν))[+1]. Ainsi pour montrer que t′ = id, il suffira de montrer que :
homT(ν[+1], λ) = 0 et homT(E ⊗ ν[+1], λ⊗ λ) = 0. Ceci est vrai par l’hypothèse 3.6.1 et le lemme 3.6.5.

Il reste à déterminer la flèche z : ν ⊗ λ // λ⊗ E . Pour cela, considérons le diagramme commutatif :

Alt2E //

−id

��

v

**
E ⊗ E //

τ

��

(ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

u

��
Alt2E //

v

44
E ⊗ E // (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

Calculons la composée v des deux flèches horizontales du diagramme ci-dessus. Sur le facteur ν ⊗ λ, la flèche v est
donnée par :

Alt2E // E ⊗ E //

m

66Alt2E
2l // ν ⊗ λ

Elle est donc simplement égale à 2l. Pour décrire la composante de v qui correspond au facteur λ ⊗ E , on considère
de diagramme commutatif suivant :

Alt2E //

−id

��

E ⊗ E
b⊗id // λ⊗ E

Alt2E //

l
$$IIIIIIIIII E ⊗ E

id⊗b //

τ

OO

E ⊗ λ

τ

OO

ν ⊗ λ
a⊗id

::uuuuuuuuu

Ceci montre que cette composante est donnée par : −τ ◦ (a⊗ id)◦ l. On a ainsi montré que v est donné par la matrice :

v =
(

2l
−τ ◦ (a⊗ id) ◦ l

)
La relation u ◦ v = −v se traduit alors par :(

−id 0
z id

)
◦
(

2l
−τ ◦ (a⊗ id) ◦ l

)
=
(

−2l
τ ◦ (a⊗ id) ◦ l

)
Ce qui donne la relation 2z ◦ l− τ ◦ (a⊗ id)◦ l = τ ◦ (a⊗ id)◦ l, ou encore (z− τ ◦ (a⊗ id))◦ l = 0. La flèche l admettant
une section (à savoir 2k), on déduit finalement que z = τ ◦ (a⊗ id).

En fin de compte, on a :

u =
(

−id 0
τ ◦ (a⊗ id) id

)
Étape 5 : Les flèches l et k sont inversibles. Vu la relation 2l ◦ k = id, il suffit de montrer que l est inversible.

D’après l’étape précédente, on dispose d’une action de Σ2 sur le triangle distingué (3.34) donnée par l’involution
qui sur les deux premiers sommets agit par τ et sur le troisième sommet agit par u (vérifier que u2 = id).

On déduit alors un projecteur de (3.34), donné par 1
2 (id− τ) sur les deux premiers sommets et par :

q =
1
2

(id− u) =
(

id 0
1
2τ ◦ (a⊗ id) 0

)
sur le troisième sommet. En passant aux images de projecteurs, on obtient un triangle distingué :

0 // Alt2E
∼ // Image(q : (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )) // 0[+1]

Ce qui montre en particulier que la composée :

Alt2E //

v

))
E ⊗ E // (ν ⊗ λ)⊕ (λ⊗ E )

admet une rétraction. Mais on a vu que v se factorise par l : Alt2E // ν ⊗ λ . Ceci montre que l admet une
rétraction. Il vient que la flèche l est inversible puisqu’elle admet également une section (à savoir 2k).
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Étape 6 : Unicité de l et k. Il est facile à ce stade de prouver l’unicité de l et k. En effet, soit l′ : Alt2E // ν ⊗ λ
une autre flèche rendant commutatif le premier carré de l’énoncé. On a 2l′ ◦ k = 2l ◦ k = id. Comme k est inversible,
on a forcément l′ = 1

2k
−1 = l. Le même raisonnement s’applique pour montrer l’unicité de k. c.q.f.d

Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.7 — Supposons que la catégorie monoïdale T est fermée et que le bifoncteur Hom(−,−) est
triangulé en les deux variables. On a alors Alt3E = 0. En d’autres termes, E est pair de dimension 2 au sens de
Kimura (voir [Kim05] et [AK02]).

Demonstration Montrons d’abord que Alt2(ν ⊗ λ) = 0. Ceci équivaut à dire que la permutation des facteurs τ agit
par l’identité sur (ν ⊗ λ)⊗2. Pour cela il suffit de remarquer que le diagramme suivant :

(ν ⊗ λ)⊗ (ν ⊗ λ)

τ

��

// ν ⊗ (λ⊗ ν)⊗ λ
id⊗τ⊗id // ν ⊗ (ν ⊗ λ)⊗ λ // (ν ⊗ ν)⊗ λ⊗ λ)

τ⊗τ
��

(ν ⊗ λ)⊗ (ν ⊗ λ) // ν ⊗ (λ⊗ ν)⊗ λ
id⊗τ⊗id // ν ⊗ (ν ⊗ λ)⊗ λ // (ν ⊗ ν)⊗ λ⊗ λ)

est commutatif étant donné que τ agit par l’identité sur ν⊗2 et λ⊗2.
On sait, par la proposition 3.6.6, que Alt2E ' ν ⊗ λ. Il vient que Alt2(Alt2E ) = 0. On déduit que E est tué par les

foncteurs de Schur correspondant au diagrammes de Young suivants :

et

Il vient immédiatement que (Alt3E )⊗2 = 0. Les objets ν et λ étant inversibles, ils admettent des duaux forts au sens de
[AK02]. Comme T est fermée, un objet A admet Hom(A,1) pour dual fort si et seulement si le morphisme évident :

Hom(A,1)⊗− // Hom(A,−)

est inversible. Ceci montre que la propriété d’avoir un dual fort est stable par extensions (au sens triangulé). On déduit
alors que l’objet Alt3E admet un dual fort. L’égalité (Alt3E )⊗2 = 0 implique alors que Alt3E est nul d’après Kimura
(voir [Kim05] ou plutôt la généralisation du résultat de Kimura dans [AK02]). c.q.f.d

Dans le reste de cette sous-section, supposera que Alt3E = 0 (ce qui est le cas si (T,⊗) est fermée et que le bifoncteur
Hom(−,−) est triangulé par rapport aux deux variables). On s’intéressera aux objets SymnE . On a la conséquence
suivante du corollaire 3.6.7 :

Corollaire 3.6.8 — Soit n ∈ N. Les deux morphismes évidents :

Symn+1E // E⊗n+1 ∼ // E⊗n ⊗ E // SymnE ⊗ E

Symn−1E ⊗ Alt2E // E⊗n−1 ⊗ (E ⊗ E ) ∼ // E⊗n ⊗ E // SymnE ⊗ E

induisent un isomorphisme Symn+1E ⊕ (Symn−1E ⊗ Alt2E ) ∼ // (SymnE )⊗ E .

Le carré commutatif (3.29) de la proposition 3.6.6 se généralise aux cas des SymnE de la manière suivante :

Lemme 3.6.9 — Pour tout n ∈ N− {0}, le carré suivant est commutatif :

Symn−1E ⊗ Alt2E
id⊗l
∼
//

��

Symn−1E ⊗ (ν ⊗ λ)

��
SymnE ⊗ E

b // SymnE ⊗ λ

où la flèche Symn−1E ⊗ ν ⊗ λ // SymnE ⊗ λ est la flèche évidente déduite de a : ν // E .

Demonstration En effet, on a un carré commutatif :

E⊗n−1 ⊗ Alt2E
∼ //

��

E⊗n−1(ν ⊗ λ)

��
E⊗n ⊗ E // E⊗n ⊗ λ
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obtenu à partir du premier carré de la proposition 3.6.6 en tensorisant partout par E⊗n−1. Le groupe symétrique Σn−1

agit sur les objets de ce carré et les flèches sont Σn−1-équivariantes. Le groupe symétrique Σn agit sur les deux objets
E n ⊗ E et E n ⊗ λ et la flèche horizontale inférieure est Σn-équivariante. Ainsi, en passant au plus gros quotient sur
lequel Σn−1 ou Σn agit trivialement, on obtient le carré de l’énoncé. c.q.f.d

Soit (m,n) ∈ N2. On définit une flèche

am,n : SymmE ⊗ ν⊗n // Symm+nE

à partir de (id⊗m ⊗ a⊗n) : E⊗m ⊗ ν⊗n // Em+n en passant aux plus grands quotients invariants par l’action des
groupes symétriques Σm et Σn+m. Dualement, on définit une flèche :

bm,n : Symm+nE // SymmE ⊗ λ⊗n

à partir de (id⊗m ⊗ b⊗n) : E⊗m+n // E⊗n ⊗ λ⊗n en passant aux plus grands sous-objets invariants par l’action
des groupes symétriques Σm et Σn+m.

Le théorème suivant décrit la structure des objets SymmE :

Theoreme 3.6.10 — 1- Soient (m,n) ∈ (N− {0})2. Il existe un unique triangle distingué :

(3.35) Symm−1E ⊗ ν⊗n
am−1,n // Symm+n−1E

bn−1,m // Symn−1E ⊗ λ⊗m // Symm−1E ⊗ ν⊗n[+1]

2- Pour (m,n, r) ∈ (N− {0})2 × N, les deux diagrammes suivants sont des morphismes de triangles distingués :

ν⊗r ⊗ Symm−1E ⊗ ν⊗n
id⊗am−1,n //

τ⊗id

��

ν⊗r ⊗ Symm+n−1E
id⊗bn−1,m //

(am+n−1,r)◦τ
��

ν⊗r ⊗ Symn−1E ⊗ λ⊗m //

((an−1,r)◦τ)⊗id

��
Symm−1E ⊗ ν⊗n+r

am−1,n+r // Symn+m+r−1E
bn+r−1,m // Symn+r−1E ⊗ λ⊗m //

Symm+r−1E ⊗ ν⊗n
am+r−1,n //

(τ◦bm−1,r)⊗id

��

Symm+n+r−1E
bn−1,m+r //

bm+n−1,r

��

Symn−1E ⊗ λ⊗m+r //

τ⊗id

��
λ⊗r ⊗ Symm−1E ⊗ ν⊗n

id⊗am−1,n // λ⊗r ⊗ Symm+n−1E
id⊗bn−1,m // λ⊗r ⊗ Symn−1E ⊗ λ⊗m //

3- Pour (m,n, r) ∈ (N− {0})2 × N et k ∈ {−1, 0}, on a l’annulation suivante :

homT(Symm−1E ⊗ ν⊗n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k]) = 0

Demonstration On divise la démonstration en plusieurs étapes. On commence par un cas particulier de la partie
1 du théorème. On l’utilise pour montrer le résultat d’annulation de la partie 3. On reprend ensuite la partie 1 et on
termine par une preuve de la partie 2.

Étape 1 : On commence par construire les triangles distingués (3.35) lorsque l’un des deux entiers m et n est égal à
1. Par dualité (voir la remarque 3.6.2), il suffit de traiter le cas n = 1. Dans ce cas, le triangle (3.35) que l’on cherche
à construire s’écrit :

Symm−1E ⊗ ν // SymmE // λ⊗m // Symm−1E [+1]

Lorsque m = 1, il s’agit du triangle distingué (3.26). Supposons le triangle distingué construit pour m ≥ 1 et
construisons le pour m+ 1.

On a un triangle distingué évident :

SymmE ⊗ ν // SymmE ⊗ E // SymmE ⊗ λ // SymmE ⊗ ν[+1]

obtenu en tensorisant le triangle distingué (3.26) par SymmE . En utilisant le lemme 3.6.9, on déduit facilement un
morphisme de triangles distingués :

0 //

��

Symm−1E ⊗ Alt2E
∼ //

��

Symm−1E ⊗ ν ⊗ λ //

��

0[+1]

��
SymmE ⊗ ν // SymmE ⊗ E // SymmE ⊗ λ // SymmE ⊗ ν[+1]
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Le cône de la première flèche verticale non nulle est Symm+1E . Le cône de la seconde flèche verticale non nulle est
λm ⊗ λ par l’hypothèse de récurrence. En appliquant l’axiome de l’octaèdre, on déduit du corollaire 3.6.8 le triangle
recherché.

Étape 2 : Montrons que le groupe homT(Symm−1E ⊗ ν⊗n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k]) est nul pour (m,n, r) ∈ (N −
{0})2 × N et k ∈ {−1, 0}. On raisonnera par récurrence sur (n,m). Lorsque (n,m) = 1, l’annulation recherchée est
donnée dans l’hypothèse 3.6.1. On supposera donc que l’un des entiers n et m est strictement supérieur à 1. Par
dualité, on peut supposer que m > 1, ce que l’on fera dans la suite. Le cas (1,m) des triangles (3.35), fournit la suite
exacte (que l’on écrit verticalement pour des raisons de place) :

homT(Symm−2 ⊗ λ⊗ ν⊗n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k])

��

homT(Symm−2 ⊗⊗ν⊗n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m−1+r[k]) = 0

homT(Symm−1E ⊗ ν⊗n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k])

��
homT(ν⊗m+n+r,Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k]) homT(Sym1−1E ⊗ ν⊗n+(m+r),Symn−1E ⊗ λ⊗m+r[k]) = 0

D’où l’annulation recherchée.

Étape 3 : On peut maintenant achever la preuve de la partie 1 du théorème. On suppose que le triangle distingué
(3.35) est construit pour tous les couples strictement inférieurs à (m,n) et on le construira pour (m,n). On peut
supposer que m, n ≥ 2. On adoptera la convention : Sym−1E = 0.

Considérons le diagramme suivant :

(3.36) Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E //

��
(i)

Symm+n−3E ⊗ Alt2E

��

//

(ii)

Symn−1E ⊗ λ⊗m−2 ⊗ ν ⊗ λ

��
Symm−2E ⊗ ν⊗n ⊗ E // Symm+n−2E ⊗ E // Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E

avec les carrés (i) et (ii) construits de la manière suivante. Le carré (i) est la composée verticale des carrés suivants :

Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E //

��

Symm+n−3E ⊗ AltE

��
Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ E ⊗ E //

��

Symm+n−3E ⊗ E ⊗ E

��
Symm−2E ⊗ ν⊗n ⊗ E // Symm+n−2E ⊗ E

En particulier, il est commutatif. Le carré (ii) est la composée horizontale des carrés suivants :

Symm+n−3E ⊗ Alt2E
id⊗l
∼
//

��

Symm+n−3E ⊗ ν ⊗ λ

��

// Symn−1E ⊗ λ⊗m−2 ⊗ ν ⊗ λ

��
Symm+n−2E ⊗ E // Symm+n−2E ⊗ λ // Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E

Ainsi, le diagramme (3.36) est commutatif. En utilisant l’hypothèse de récurrence, on voit que les lignes horizontales
de (3.36) s’étendent naturellement en des triangles distingués. On va montrer que (3.36) définit alors un morphisme de
triangles distingués. Pour cela, on part du carré commutatif (ii) de (3.36) qu’on compète en un morphisme de triangles
distingués :

(3.37) Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E //

��
(i′)

Symm+n−3E ⊗ Alt2E

��

//

(ii)

Symn−1E ⊗ λ⊗m−2 ⊗ ν ⊗ λ

��

//

Symm−2E ⊗ ν⊗n ⊗ E // Symm+n−2E ⊗ E // Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E //
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On va montrer que le carré (i′) est forcément égal à (i), ce qui revient à dire que les deux flèches :

Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E // Symm−2E ⊗ ν⊗n ⊗ E

de (i) et (i′) sont égale. On notera ε la différence de ces deux flèches. En utilisant le triangle distingué inférieur de
(3.37) on déduit que ε se factorise par Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E [−1]. Mais le groupe :

homT(Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E ,Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E [−1])

est nul d’après la deuxième étape puisqu’il s’insère dans une suite exacte :

homT(Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E ,Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ ν[−1])

��
homT(Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E ,Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ E [−1])

��
homT(Symm−3E ⊗ ν⊗n ⊗ Alt2E ,Symn−1E ⊗ λ⊗m−1 ⊗ λ[−1])

(on utilise que Alt2E ' ν ⊗ λ).
Enfin, les cônes des trois premières flèches verticales de (3.37) sont respectivement : Symm−1E ⊗ ν⊗n, Symm+n−1E

et Symn−1E ⊗ λ⊗m. Ainsi, en appliquant l’axiome de l’octaèdre à (3.37), on obtient un triangle distingué de la forme
annoncée.

Étape 4 : Montrons la partie 2 de l’énoncé. Notons que cela prouvera l’unicité des triangles (en prenant r = 0 et
en l’appliquant à deux triangles distingués de la forme (3.35)). Il suffira par dualité de traiter le premier diagramme
de 2.

On part du carré commutatif :

ν⊗r ⊗ Symm+n−1E
id⊗bn−1,m //

(am+n−1,r)◦τ
��

ν⊗r ⊗ Symn−1E ⊗ λ⊗m

((an−1,r)◦τ)⊗id

��
Symn+m+r−1E

bn+r−1,m // Symn+r−1E ⊗ λ⊗m

qu’on complète en un morphisme de triangles distingués :

ν⊗r ⊗ Symm−1E ⊗ ν⊗n
id⊗am−1,n //

τ⊗id+ε

��

ν⊗r ⊗ Symm+n−1E
id⊗bn−1,m //

(am+n−1,r)◦τ
��

ν⊗r ⊗ Symn−1E ⊗ λ⊗m //

((an−1,r)◦τ)⊗id

��
Symm−1E ⊗ ν⊗n+r

am−1,n+r // Symn+m+r−1E
bn+r−1,m // Symn+r−1E ⊗ λ⊗m //

avec ε une flèche exprimant la différence avec la flèche canonique. Il s’agit de montrer que ε = 0. Pour cela, on remarque
que ε se factorise par l’objet Symn+r−1E ⊗ λ⊗m[−1]. Mais le groupe :

homT(ν⊗r ⊗ Symm−1E ⊗ ν⊗n,Symn+r−1E ⊗ λ⊗m[−1])

est nul par la seconde étape de la démonstration. Le théorème est prouvé. c.q.f.d

On aurait également besoin de comprendre la structure de l’objet SymmE ⊗ SymnE . Pour cela, on dispose du
résultat suivant qui généralise le corollaire 3.6.8 :

Proposition 3.6.11 — Soient (m,n) ∈ (N− {0})2. On définit des flèches

pm,n : SymmE ⊗ SymnE // Symm+nE et qm,n : SymmE ⊗ SymnE // Symm−1E ⊗ Alt2E ⊗ Symn−1E

de la manière suivante. Pour pm,n on prend simplement la composée :

SymmE ⊗ SymnE // E⊗m ⊗ E⊗n = Em+n // Symm+nE
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Pour qm,n on prend la composée :

SymmE ⊗ SymnE // E⊗m ⊗ E⊗n = (E⊗m−1 ⊗ E )⊗ (E ⊗ E⊗n−1)

E⊗m−1 ⊗ (E ⊗ E )⊗ E⊗n−1 // Symm−1E ⊗ Alt2E ⊗ Symn−1E

Alors le morphisme :(
pm,n
qm,n

)
: SymmE ⊗ SymnE // Symm+nE ⊕ (Symm−1E ⊗ Alt2E ⊗ Symn−1E )

est inversible.

Demonstration On raisonne par récurrence sur min(n,m). Lorsque ce minimum vaut 1, le résultat découle du
corollaire 3.6.8. Supposons que le formule est vraie pour le couple (n,m). On tensorise le tout par E pour obtenir
l’isomorphisme :

SymmE ⊗ SymnE ⊗ E
∼ // (Symm+nE ⊗ E )⊕ (Symm−1E ⊗ Alt2E ⊗ Symn−1E ⊗ E )

Ce qui donne l’isomorphisme :
(3.38)

SymmE ⊗ (Symn+1E ⊕ Alt2E ⊗ Symn−2E )

(Symm+n+1E ⊕ Alt2E ⊗ Symm+n−1E )⊕ [(Alt2E ⊗ Symm−1E ⊗ SymnE )⊕ ((Alt2E )2 ⊗ Symm−1E ⊗ Symn−2E )]
��
∼

On retrouve facilement le morphisme :

SymmE ⊗ Symn+1E
∼ // Symm+n+1E ⊕ Alt2E ⊗ Symm−1E ⊗ SymnE

comme facteur direct de l’isomorphisme (3.38). c.q.f.d

Corollaire 3.6.12 — Soit (n, r) ∈ (N− {0})⊗ N. On a un isomorphismes canonique :

Symn+rE ⊗ SymnE
∼ // ⊕ni=0(Alt2E )⊗i ⊗ Sym2(n−i)+rE

Lemme 3.6.13 — Pour (m,n) ∈ (N− {0})2, on a un diagramme commutatif :

Symm−1E ⊗ Alt2E ⊗ Symn−1E ∼
l // //

��

Symm−1 ⊗ ν ⊗ λ⊗ Symn−1E

a⊗τ
��

SymmE ⊗ SymnE
id⊗b // SymmE ⊗ Symn−1E ⊗ λ

Demonstration On démontre ce lemme de la même manière que le lemme 3.6.9. c.q.f.d

D’ici la fin des préliminaires, on supposera ν = 1 (l’objet unité de T). On notera alors am : SymmE // Symm+1E

la composée :

SymmE
∼ // SymmE ⊗ 1

am,1 // Symm+1E

On considérera ainsi la suite (SymmE )m∈N comme un ind-objet de T indicé par la catégorie N = {0→ 1→ · · · → n→
n+ 1→ . . .}. Le théorème 3.6.10 fournit également un ind-triangle distingué :

(3.39) 1 // SymmE // Symm−1 ⊗ λ // 1[+1]

où les flèches du système inductif sont données par les morphismes de triangles :

1 // SymmE //

��

Symm−1 ⊗ λ //

��

1[+1]

1 // Symm+1E // Symm ⊗ λ // 1[+1]
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On est bien sûr tenté de considérer la colimite de ces systèmes inductifs. Pour cela, on supposera que T admet les
petites sommes et que le bifoncteur − ⊗ − y commute. On fixe alors une colimite homotopique C des SymkE . On
verra que cette colimite homotopique est définie à un unique isomorphisme près. On introduit la définition suivante :

Definition 3.6.14 — Soit Bn un système inductif d’objets de T indicés par n ∈ N. On note B une colimite
homotopique des Bn. Soit F un objet de T et ε ∈ homT(B, F ). Nous dirons que ε est une flèche fantôme (par rapport
au système inductif (Bn)n∈N) si pour tout n ∈ N, la composée Bn // B

ε // F est nulle.

On a le lemme facile suivant :

Lemme 3.6.15 — Gardons les hypothèses et les notations de la définition 3.6.14. Si pour tout n ∈ N, la flèche
Bn // Bn+1 admet une rétraction, alors toute flèche fantôme ε est nulle.

Demonstration On pose C0 = B0 et pour tout n ≥ 1, on choisit un facteur direct Cn de Bn supplémentaire à Bn−1.
Ainsi notre système inductif devient isomorphe au système inductif évident (⊕ni=0Ci)n∈N. Une colimite homotopique
de ce système est alors une colimite catégorique : elle est canoniquement isomorphe à ⊕i∈NCi. Il est alors clair que les
flèches fantômes sont nuls dans ce cas. c.q.f.d

Nous allons donner un critère pour qu’une flèche fantôme de source C soit nulle. Ce critère est basé sur le lemme
suivant :

Lemme 3.6.16 — 1- Pour tout (n, r) ∈ N2 la flèche :

Symn+rE ⊗ C // SymnE ⊗ λ⊗r ⊗ C

obtenue en tensorisant la flèche canonique par C admet une section.
2- De même, la flèche :

SymrE ⊗ C // Symn+rE ⊗ C

obtenue en tensorisant la flèche canonique par C admet une rétraction.

Demonstration Étant donnés les triangles distingués :

Symm−1E // Symm+n−1E // Symn−1E ⊗ λ⊗m //

on voit que les parties 1 et 2 sont équivalentes. On s’intéressera donc uniquement à la première partie. On raisonne
par récurrence sur r. Pour r = 0, il n’y a rien à prouver. Supposons que r > 0. On a un triangle commutatif :

Symn+rE //

((QQQQQQQQQQQQQ Symn+1E ⊗ λ⊗r−1

��
SymnE ⊗ λ⊗r

Par l’hypothèse de récurrence, on voit qu’il suffit de construire une section à :

Symn+1E ⊗ C // SymnE ⊗ λ⊗ C

En d’autre termes, le cas général découle par récurrence du cas r = 1.
Pour traiter le cas r = 1, on utilise le triangle distingué :

1 // Symn+1E // SymnE ⊗ λ //

qui nous ramène en fin de compte à la construction d’une rétraction à :

1⊗ C // SymmE ⊗ C

pour m ∈ N. Pour faire cela, on considère les flèches canoniques :

SymmE ⊗ SymnE // Symm+nE

En passant à la limite suivant n ∈ N, on obtient une flèche SymmE ⊗ C // C . En remarquant que la composée :

1⊗ SymnE // SymmE ⊗ SymnE // Symm+nE
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s’identifie au morphisme évident SymnE // Symm+nE , on déduit que la composée :

1⊗ C // SymmC // C

n’est autre que l’isomorphisme canonique. Le lemme est ainsi démontré. c.q.f.d

Pour énoncer notre critère, on a besoin d’introduire la terminologie suivante :

Definition 3.6.17 — Soit (C,⊗,1) une catégorie monoïdale unitaire.
1- On appellera objet unitaire (à ne pas confondre avec objet unité) de C, un couple (X,x) avec X un objet de C

et x : 1 // X une flèche de C.
2- Étant donné un objet unitaire (X,x). On appelle X-module (resp. X-module faible) à droite un couple (M,p)

formé d’un objet M de C et d’une flèche p : M ⊗X // M tels que la composée :

M ⊗ 1
id⊗x // M ⊗X

p // M

est l’identité de M (resp. est un isomorphisme).

Pour r ∈ N, l’objet C⊗r est une colimite homotopique du système ((SymnE )⊗r)n∈N. Voici notre critère d’annulation
des flèches fantômes relativement à cette colimite :

Proposition 3.6.18 — Soient (X,x) un objet unitaire de (T,⊗,1) et (M,p) un X-module faiblement unitaire
à droite. On suppose qu’il existe une factorisation de l’unité de X de la manière suivante :

1
x //

u

��

X

C

>>

avec u le morphisme évident. Alors, toute flèche fantôme (relativement à ((SymnE )⊗r)n∈N ) de C⊗r vers M est nulle.

Demonstration En effet, soit ε : C⊗r // M une flèche fantôme. Considérons la flèche :

ε⊗ idC : C⊗r ⊗ C // M ⊗ C

étant donné que les flèches (SymnE )⊗r ⊗ C // (SymnE )⊗r ⊗ C admettent des rétractions (ce qui découle immé-
diatement du lemme 3.6.16), on déduit que ε⊗ idC est nul.

Étant donné que le carré suivant :

C⊗r ⊗ 1

ε⊗id1

��

(1) // C⊗r ⊗ C

ε⊗idC

��
M ⊗ 1

(2) // M ⊗ C

est commutatif, on voit qu’il suffit de montrer que les flèches horizontales admettent des rétractions. Une rétraction
de (1) est donnée par la colimite des :

(SymnE )⊗r ⊗ SymnE // (SymnE )⊗r−1 ⊗ SymnE ⊗ SymnE // (SymnE )⊗r ⊗ Sym2nE

Pour définir une rétraction de (2) on compose à droite par M ⊗ C // M ⊗X . On est ainsi ramené à trouver une
rétraction à :

M ⊗ 1
id⊗x // M ⊗X

Ceci est clairement possible étant donné que p ◦ (id⊗ x) est un isomorphisme. La proposition est démontrée. c.q.f.d

Étant donnée une catégorie monoïdale symétrique unitaire, on a les notions habituelles d’algèbres (associatives,
commutatives, unitaires). Comme application de la proposition précédente, on obtient :

Corollaire 3.6.19 — La colimite C des SymnE est définie à un unique isomorphisme près. Elle est canonique-
ment munie d’une structure d’algèbre commutative et unitaire. De plus étant donnée une algèbre commutative unitaire
U et une factorisation :

1 //

��

U

E

f1

>>}}}}}}}}
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il existe un unique morphisme d’algèbres unitaires f : C // U prolongeant f1.

Demonstration Montrons d’abord que C est défini à un unique isomorphisme près. Soit C ′ une autre colimite homo-
topique de (SymnE )n∈N. Étant donné que la colimite est unique à un isomorphisme près, on dispose d’un isomorphisme
C

∼ // C ′ rendant commutatifs les carrés :

SymnE // C

∼
��

SymnE // C ′

Soient i1 et i2 deux tels isomorphismes, et appelons ε = i2 − i1 : C // C ′ leur différence. Il est clair que ε est une
flèche fantôme. Pour montrer que ε est nulle, il suffit d’appliquer la proposition précédente avec :

– (X,x) = (C ′, u′) où u′ : 1 // C ′ est le morphisme canonique,

– M = C ′ et p : C ′ ⊗ C ′ // C ′ la colimite des SymnE ⊗ SymnE // Sym2nE .
D’où l’unicité de C à un unique isomorphisme près.

Pour définir une structure d’algèbre unitaire sur C , on prend la colimite des SymnE ⊗ SymnE // Sym2nE

qu’on notera m : C ⊗ C // C ainsi que le morphisme évident u : 1 // C . Pour montrer que m est associatif,
on considère la différence ε′ des deux flèches possibles :

C⊗3 // C

auquel on applique la proposition précédente avec (X,x) = (C ,1) et (M,p) = (C ,m). On est ainsi ramené à l’asso-
ciativité du produit :

(SymnE )⊗3 // Sym3nE

Ce qui est clair. On fait de même pour prouver la commutativité et le fait que u est une unité pour m.
On s’intéresse maintenant à la dernière partie de l’énoncé. On construit d’abord l’extension f . Pour tout n ≥ 1, la

composée :

E⊗n
f⊗n1 //// U ⊗n

multiplication // U

est Σn-équivariante. Elle passe ainsi au plus grand quotient Σn-invariant de E⊗n et fournit des flèches :

fn : SymnE // U

On vérifie immédiatement que les carrés suivants sont commutatifs :

SymnE ⊗ SymnE //

fn⊗fn
��

Sym2nE

f2n

��
U ⊗U // U

De plus la famille des fn est l’unique extension de f1 ayant cette propriété et les triangles suivants :

SymnE
an //

fn &&LLLLLLLLLLL Symn+1E

fn+1

��
U

sont commutatifs. En passant à la limite suivant n, on obtient alors un morphisme :

f : C // U

Soit f ′ un autre tel morphisme. On pose ε′′ = f − f ′. C’est clairement une flèche fantôme par l’unicité des fn. On voit
alors qu’elle est nulle, en lui appliquant la proposition 3.6.18 avec X = U et M = U . D’où l’unicité de f . La preuve
que f est un morphisme d’algèbres unitaires se fait de la même façon. c.q.f.d

Definition 3.6.20 — La colimite homotopique de (SymnE )n∈N bien définie à un unique isomorphisme près sera
noté Sym∞E . C’est naturellement une algèbre commutative unitaire.
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Notons également le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.21 — Supposons que l’objet unité 1 est compact. Il existe un unique triangle distingué :

1 // Sym∞E // Sym∞E ⊗ λ // 1[+1]

tel que les diagrammes suivants :

1 // Symn+1E //

��

SymnE ⊗ λ //

��

1[+1]

1 // Sym∞E // Sym∞E ⊗ λ // 1[+1]

commutent.

Demonstration L’existence s’obtient en prenant la colimite du ind-triangle distingué (3.39). Il s’agit de montrer
l’unicité de ce triangle. On commence par l’unicité de Sym∞E // Sym∞E ⊗ λ .

Pour cela, on se donne deux tels morphismes et on note ε leur différence. C’est bien une flèche fantôme. On montre
qu’elle est nulle en lui appliquant la proposition 3.6.18 avec X = Sym∞E et M = Sym∞E ⊗ λ.

Montrons l’unicité du morphisme connectant Sym∞E ⊗ λ // 1[+1] . Par construction de la colimite homoto-
pique, on dispose d’une suite exacte :

homT(1[+1],⊕nSymnE ⊗ λ) // homT(1[+1],Sym∞E ⊗ λ) // homT(1[+1],⊕nSymnE ⊗ λ[+1])

Comme 1 est compact, ceci montre que homT(1[+1],Sym∞E ⊗ λ) = 0.
Deux triangles distingués ayant la même forme que celui de l’énoncé sont isomorphes :

1 // Sym∞E // Sym∞E ⊗ λ //

u

��

1[+1]

1 // Sym∞E // Sym∞E ⊗ λ // 1[+1]

Pour conclure, il suffit de montrer que la flèche u est l’identité. Mais u − id se factorise par une flèche de 1[+1] vers
Sym∞E ⊗ λ. c.q.f.d

3.6.2 Le logarithme de H(Gm)

Soit k un corps de base. On se donne un 2-foncteur homotopique stable H défini sur Sch/k. Rappelons le diagramme
commutatif :

Gm
j //

q
##GGGGGGGGGG A1

k

p

��

σ
ioo

yyyyyyyyy

yyyyyyyyy

Spec(k)

On fait la définition suivante :

Definition 3.6.22 — Le 2-morphisme de Kummer eK : idH(Gm)(−1)[−1] // idH(Gm) est la transformation

naturelle entre les foncteurs identités de H(Gm) (la source étant convenablement twistée et décalée) définie de la
manière suivante. On considère le triangle commutatif :

(3.40) Gm
∆ //

KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK Gm×k Gm

pr1

��
Gm

avec pr1 la projection sur le premier facteur. On prend alors pour eK la composée :

idH(Gm)(−1)[−1] // pr1∗pr
∗
1

// pr1∗∆∗∆∗pr∗1
∼ // idH(Gm)

où la première flèche est déduite de l’identification canonique pr1∗pr
∗
1 ' idH(Gm) ⊕ idH(Gm)(−1)[−1].
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On est surtout intéressé par le 2-morphisme eK appliqué au foncteur q∗ :

eKq
∗ : q∗(−1)[−1] // pr1∗pr

∗
1q
∗ // pr1∗∆∗∆∗pr∗1q

∗ ∼ // q∗

Les deux lemmes suivants décrivent l’image directe par q∗ de ce 2-morphisme :

Lemme 3.6.23 — La composée suivante :

q∗q
∗(−1)[−1]

q∗eKq
∗
// q∗q∗ // idH(k)

où la seconde flèche est déduite de l’identification canonique q∗q∗ ' idH(k) ⊕ idH(k)(−1)[−1], est nulle.

Demonstration Notons i1 : Spec(k) // Gmk la section unité de Gm. On a un diagramme commutatif de k-
schémas :

Spec(k)
i1 //

i1
��

Gm

id×i1
��

Gm
∆ // Gm×Gm

Le 2-morphisme q∗q
∗ // idH(k) de l’énoncé s’identifie à :

q∗q
∗ // q∗i1∗i∗1q

∗ ∼ // idH(k)

D’autre part, il est clair que le morphisme canonique idH(Gm)(−1)[−1] // pr1∗pr
∗
1 utilisé dans la définition de eK

est le noyau du 2-morphisme scinde :

pr1∗pr
∗
1

// pr1∗(id× i1)∗(id× i1)∗pr∗1 ' idH(Gm)

Le résultat découle alors du diagramme commutatif de 2-morphismes suivant :

pr1∗pr
∗
1

//

��

pr1∗∆∗∆∗pr∗1 // pr1∗∆∗i1∗i∗1∆∗pr∗1

∼
��

pr1∗(id× i1)∗(id× i1)∗pr∗1 // pr1∗(id× i1)∗i1∗i∗1(id× i1)∗pr∗1
∼ // pr1∗(i1 × i1)∗(i1 × i1)∗pr1

auquel on applique q∗ à gauche et q∗ à droite. c.q.f.d

Lemme 3.6.24 — On a un carré commutatif :

idH(k)(−1)[−1]

(1)

��

idH(k)(−1)[−1]

(2)

��
q∗q
∗(−1)[−1]

q∗eKq
∗

// q∗q∗

avec (1) le morphisme d’unité et (2) celui déduit de l’identification canonique q∗q∗ ' idH(k) ⊕ idH(k)(−1)[−1].

Demonstration Par le lemme précédent, on dispose d’une unique factorisation de q∗eKq∗ :

idH(k)(−1)[−1]

��
q∗q
∗(−1)[−1]

q∗eKq
∗

//

44

q∗q
∗

Ainsi pour prouver le lemme, il suffit de montrer que la composée :

idH(k)(−1)[−1] // q∗q∗(−1)[−1]
q∗eKq

∗
// q∗q∗ // idH(k)(−1)[−1]
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est égale à l’identité. Considérons d’abord le diagramme commutatif :

Gm
∆ // Gm×k Gm

j×id

��

pr1 // Gm

j

��
Gm

∆′ // A1
k ×k Gm

pr′1 // A1
k

On déduit un diagramme commutatif :

idH(k)(−1)[−1] // p∗p∗(−1)[−1] //

��

p∗pr
′
1∗pr

′∗
1 p
∗ //

��

p∗pr
′
1∗∆

′
∗∆
′∗pr′∗1 p

∗ // q∗q∗ // idH(k)(−1)[−1]

idH(k)(−1)[−1] // q∗q∗(−1)[−1] // q∗pr1∗pr
∗
1q
∗ // q∗pr1∗∆∗∆∗pr∗1q

∗ // q∗q∗ // idH(k)(−1)[−1]

Ce qui nous ramène à démontrer que la composée de la ligne supérieure du diagramme précédent est égale à l’identité.
Considérons maintenant le diagramme commutatif :

Gm
j //

∆′

��

A1
k

∆′′

��

Spec(k)ioo

i

�� ��
A1 ×Gm

id×j //

pr′1 %%LLLLLLLLLLLL A1
k × A1

k

pr′′1
��

A1id×ioo

ssssssssssss

ssssssssssss

A1

La flèche canonique q∗q
∗ // idH(k)(−1)[−1] est définie par la composée :

q∗q
∗ ∼ // p∗j∗j∗p∗ // p∗i∗i!p∗[+1] ' i!p∗[+1]

De même la flèche canonique p∗pr
′
1∗pr

′∗
1 p
∗ // p∗p∗(−1)[−1] est définie par la composée :

p∗pr
′
1∗pr

′∗
1 p
∗ // p∗pr′′1∗(id× j)∗(id× j)∗pr′′∗1 p∗ // p∗pr′′1∗(id× i)∗(id× i)!pr′′∗1 p∗ ' p∗(id× i)!pr′′∗1 p∗

Mais on a un diagramme commutatif :

p∗pr
′
1∗pr

′∗
1 p
∗ //

��

p∗pr
′′
1∗(id× j)∗(id× j)∗pr′′∗1 p∗ // p∗pr′′1∗(id× i)∗(id× i)!pr′′∗1 p∗

��
q∗q
∗ ∼ // p∗j∗j∗p∗ // p∗i∗i!p∗[+1]

du fait de la compatibilité du morphisme connectant du triangle de localité avec les morphismes de changement de
base (voir la sous-section 1.4.7). Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d

Le résultat suivant est un corollaire immédiat des lemmes 3.6.23 et 3.6.24 :

Corollaire 3.6.25 — La flèche q∗eKq
∗ : q∗q

∗(−1)[−1] // q∗q∗ est donnée, modulo les identifications
canoniques, par une matrice de la forme :(

0 0
id t

)
: idH(k)(−1)[−1]⊕ idH(k)(−2)[−2] // idH(k) ⊕ idH(k)(−1)[−1]

avec t : idH(k)(−2)[−2] // idH(k)(−1)[−1] une certaine transformation naturelle qu’on ne précisera pas.

Dans la suite, on supposera que le 2-foncteur homotopique stable H est muni d’une structure monoïdale symé-
trique unitaire. Pour un k-schéma quasi-projectif X, on notera − ⊗X − et 1X le produit tensoriel et l’objet unité
de H(X). Lorsqu’on supposera que (H(X),⊗X) est fermée, on notera comme d’habitude HomX(−,−) le bifoncteur
homomorphismes internes. Sauf mention du contraire, on supposera les conditions de l’hypothèse suivante vérifiées :

Hypothèse 3.6.26 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable admet les petites sommes et il est parfait pour elles.
Il est Q-linéaire et séparé. Les catégories monoïdales H(−) sont fermées et leur objet unité est compact.

2- On a les annulations :
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– homH(k)(1(m),1[n]) = 0 pour n ∈ {−2,−1, 0} et m ∈ N− {0},
– homH(k)(1,1(1)) = 0.
3- L’objet Alt2(1k(1)) est nul. En d’autres termes, 1k(1) est pair de dimension 1 au sens de Kimura [Kim05].

En appliquant la transformation naturelle de Kummer à l’objet unité de H(Gm), on obtient une flèche eK :
1Gm(−1)[−1] // 1Gm . Notons le lemme suivant :

Lemme 3.6.27 — L’annulateur dans endH(Gm)(1Gm) de la flèche eK est l’idéal nul.

Demonstration En effet, homH(Gm)(1Gm,1Gm) = homH(k)(1, q∗1Gm) = homH(k)(1,1⊕,1(−1)[−1]) = homH(k)(1,1).
Il suffit donc de prouver que l’annulateur de eK dans endH(k)(1) est nul. Pour cela, il suffit de remarquer que q∗eK
contient comme facteur direct l’identité de 1(−1)[−1]. c.q.f.d

Vu le lemme précédent, on voit que l’hypothèse 3.6.26 implique l’hypothèse 3.6.1 de la sous-section précédente avec
ν = 1Gm et λ = 1Gm(−1). Dans la suite, on utilisera librement les résultats établis dans cette sous-section.

Lemme 3.6.28 — Il existe, à un unique isomorphisme près, un triangle distingué :

(3.41) 1Gm(−1)[−1]
eK // 1Gm

// K // 1Gm(−1)

L’objet K ainsi défini, est connu sous le nom du torseur de Kummer.

Demonstration Complétons la flèche eK : 1Gm(−1)[−1] // 1Gm en un triangle distingué comme dans l’énoncé.
Il s’agit de montrer que le triangle ainsi obtenu, n’admet pas d’endomorphismes non triviaux induisant l’identité sur
1Gm(−1)[−1] et 1Gm.

Pour cela, on choisit un tel endomorphisme :

1Gm(−1)[−1]
eK // 1Gm

// K //

id+ε

��

1Gm(−1)

1Gm(−1)[−1]
eK // 1Gm

// K // 1Gm(−1)

L’endomorphisme ε se factorise par une flèche 1(−1) // K . Mais par le lemme 3.6.4, on voit qu’une telle flèche
est forcément nulle. D’où le résultat. c.q.f.d

Definition 3.6.29 — Le logarithme L og∨ = Sym∞K est la colimite homotopique de l’ind-objet (L og∨n )n∈N
de H(Gm) donné par L og∨n = Symn(K ). Par le corollaire 3.6.19, le logarithme est unique à un unique isomorphisme
près. De plus, il est naturellement muni d’une structure d’algèbre associative, commutative et unitaire.

On dispose également d’un triangle distingué canonique :

(3.42) L og∨(−1)[−1] // 1Gm
// L og∨ // L og∨(−1)

Ce triangle est à la base du 2-triangle distingué de monodromie. On aura besoin du lemme clef suivant :

Lemme 3.6.30 — Rappelons que l’on note q la projection structurale du k-schéma Gm. On a des triangles
distingués canoniques dans H(k) :

(3.43) 1(−n− 1) 0 // 1
a // q∗L og∨n

b // 1(−n− 1)[−1]

avec a et b donnés respectivement par les composées suivantes :

1 // q∗1Gm
// q∗L og∨n et q∗L og∨n

// q∗1Gm(−n) // 1(−n− 1)[−1]

De plus les diagrammes suivants :

(3.44) 1(−n− 1) 0 //

0

��

1 // q∗L og∨n
//

��

1(−n− 1)[−1]

0

��
1(−n− 2) 0 // 1 // q∗L og∨n+1

// 1(−n− 2)[−1]

sont des morphismes de triangles distingués.
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Demonstration Notons qu’une fois les triangles distingués (3.43) construits, il sera clair que le diagramme (3.44)
est un morphisme de triangles distingués. En effet, il suffit de compléter le carré commutatif au centre et d’utiliser le
fait que homH(k)(1(−n− 1),1(−n− 2)) = homH(k)(1,1(−1)) = 0.

Pour tout m ∈ N, on choisit deux triangles distingués :

1
a // q∗L og∨m

// Cm // et Nm // q∗L og∨m
b // 1(−m− 1)[−1] //

Dans la suite, on raisonnera par récurrence sur n. Lorsque n = 0, le résultat découle de l’identification q∗1 '
1⊕ 1(−1)[−1]. On supposera alors n > 0. On divise l’argument en trois étapes. On commence par une réduction :

Étape 1 : Une réduction. Nous affirmons que pour prouver le lemme au rang n, il suffit de montrer que :
1. Cn est isomorphe à 1(−n− 1)[−1],
2. Nn est isomorphe à 1.

Cette étape est consacrée à la preuve de cette affirmation. On dispose donc de deux triangles distingués :

1
a // q∗L og∨n

b′ // 1(−n− 1)[−1] // et 1
a′ // q∗L og∨n

b // 1(−n− 1)[−1] //

Étant donné que homH(k)(1,1(−n− 1)[−1]) = 0, on voit que les deux composées :

1
a // q∗L og∨n

b // 1(−n− 1)[−1] et 1
a′ // q∗L og∨n

b′ // 1(−n− 1)[−1]

sont nulles. Il existe alors des flèches rendant commutatifs les carrés :

1
a //

u

��

q∗L og∨n

1
a′ // q∗L og∨n

1
a′ //

u′

��

q∗L og∨n

1
a // q∗L og∨n

En composant verticalement, on déduit deux carrés commutatifs :

1
a //

u′◦u
��

q∗L og∨n

1
a // q∗L og∨n

1
a′ //

u◦u′

��

q∗L og∨n

1
a′ // q∗L og∨n

On voit alors que les flèches id− u′ ◦ u et id− u ◦ u′ se factorisent à travers l’objet 1(−n− 1)[−2]. Ils sont donc nuls
vu que homH(k)(1,1(−n − 1)[−2]) = 0 (par l’hypothèse 3.6.26). Ceci montre que u et u′ sont inversibles. On déduit
alors l’existence d’un triangle distingué :

1(−n− 1) ε // 1
a // q∗L og∨n

b // 1(−n− 1)[−1]

Il reste à montrer que ε est nul. On prouvera en fait que b admet une section.
Pour cela, on considère le morphisme 1(−n− 1)[−1] // L og∨n qui apparaît dans le triangle distingué :

1(−n− 1)[−1] // L og∨n
// L og∨n+1

// 1(−n− 1)

On va montrer que la composée :

1(−n− 1)[−1] // q∗1(−n− 1)[−1] // q∗L og∨n
a // 1(−n− 1)[−1]

est l’identité. On remarque alors qu’on dispose d’un diagramme commutatif :

1(−n− 1)[−1] // q∗1(−n− 1)[−1] // q∗L og∨n
a //

��

1(−n− 1)[−1]

1(n− 1)[−1] // q∗1(−n− 1)[−1]
eK(−n)// q∗1(−n) a // 1(−n− 1)[−1]
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déduit du morphisme de triangles distingués :

L og∨n
//

��

L og∨n+1
//

��

1Gm(−n− 1) //

1Gm(−n) // K (−n) // 1Gm(−n− 1) //

Le résultat découle alors immédiatement du corollaire 3.6.25.

Étape 2 : Un isomorphisme Cn ' 1(−n − 1)[−1]. On utilisera l’hypothèse de récurrence pour construire un tel
isomorphisme. On dispose d’un morphisme de triangles distingués :

1(−1)[−1] //

��

1 //

��

K //

��

1(−1)

��
L og∨n−1(−1)[−1] // 1 // L og∨n

// L og∨n−1(−1)

En appliquant q∗ et en utilisant le corollaire 3.6.25, on obtient une suite de deux morphismes de triangles distingués :

0[−1] //

��

1

��

1 //

��

0

��
1(−1)[−1]⊕ 1(−2)[−2] //

��

1⊕ 1(−1)[−1] //

��

q∗K //

��

1(−1)⊕ 1(−2)[−1]

��
q∗L og∨n−1(−1)[−1] // 1⊕ 1(−1)[−1] // q∗L og∨n

// q∗L og∨n−1(−1)

En appliquant l’axiome de l’octaèdre aux deux carrés commutatifs :

1

��

1

a

��
1⊕ 1(−1)[−1] // q∗L og∨n

1

��

1

a

��
1⊕ 1(−1)[−1] // q∗K

on obtient un morphisme de triangles distingués :

1(−1)[−1]⊕ 1(−2)[−2] //

��

1(−1)[−1] // C1
//

��

1(−1)⊕ 1(−2)[−1]

��
q∗L og∨n−1(−1)[−1] // 1(−1)[−1] // Cn // q∗L og∨n−1(−1)

Formons alors le diagramme commutatif suivant :

1(−1)[−1]

��

1(−1)[−1] // 0 //

��

1(−1)

��
1(−1)[−1]⊕ 1(−2)[−2] //

��

1(−1)[−1] // 1(−2)[−1] //

��

1(−1)⊕ 1(−2)[−1]

��
q∗L og∨n−1(−1)[−1] // 1(−1)[−1] // Cn // q∗L og∨n−1(−1)

En composant, on obtient un morphisme de triangles distingués :

1(−1)[−1]

a′′

��

1(−1)[−1] // 0 //

��

1(−1)

��
q∗L og∨n−1(−1)[−1] // 1(−1)[−1] // Cn // q∗L og∨n−1(−1)
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Il est facile de se convaincre que a′′ est isomorphe (mais pas forcément égale) à a(−1)[−1]. Ainsi un cône de a′′ est
isomorphe à Cn−1(−1)[−1] ' 1(−n − 1)[−2]. L’isomorphisme recherché s’obtient alors en appliquant encore une fois
l’axiome de l’octaèdre.

Étape 3 : Un isomorphisme Nn ' 1. On procède de la même manière que l’étape précédente. On a un morphisme
de triangles distingués :

L og∨n−1
//

��

L og∨n
//

��

1Gm(−n) //

��

L og∨n−1[+1]

��
1Gm(−n− 1) // K (−n+ 1) // 1Gm(−n) // 1Gm(−n− 1)[+1]

En appliquant q∗ et en utilisant le corollaire 3.6.25, on voit qu’on dispose d’une suite de deux morphismes de triangles
distingués :

q∗L og∨n−1
//

��

q∗L og∨n
//

��

1(−n)⊕ 1(−n− 1)[−1] // q∗L og∨n−1[+1]

��
1(−n+ 1)⊕ 1(−n)[−1] //

��

q∗K (−n+ 1) //

��

1(−n+ 1)[+1]⊕ 1(−n)

��

// 1(−n)⊕ 1(−n− 1)[−1]

��
0 // 1(−n− 1)[−1] 1(−n− 1)[−1] // 0[+1]

On applique ensuite l’axiome de l’octaèdre aux carrés commutatifs :

q∗L og∨n
//

��

1(−n)⊕ 1(−n− 1)[−1]

��
1(−n− 1)[−1] 1(−n− 1)[−1]

q∗K //

��

1(−n)⊕ 1(−n− 1)[−1]

��
1(−n− 1)[−1] 1(−n− 1)[−1]

On obtient ainsi un morphisme de triangles distingués :

q∗L og∨n−1
//

��

Nn //

��

1(−n) // q∗L og∨n−1[+1]

��
1(−n+ 1)⊕ 1(−n)[−1] // N1

// 1(−n) // 1(−n+ 1)[+1]⊕ 1(−n)

Et de là le morphisme de triangles distingués :

q∗L og∨n−1
//

��

Nn //

��

1(−n) // q∗L og∨n−1[+1]

��
1(−n)[−1] // 0 // 1(−n) 1(−n)

L’axiome de l’octaèdre fournit alors un isomorphisme 1 ' Nn−1 ' Nn. Le lemme est démontré. c.q.f.d

Corollaire 3.6.31 — Le morphisme canonique 1Gm
// L og∨ induit un isomorphisme 1 ' q∗L og∨ via

la composée :
1 // q∗1Gm

// q∗L og∨

Demonstration Étant donné que p∗ commute aux colimites homotopiques (H étant supposé parfait pour les petites
sommes), on déduit par passage à la colimite des traingles (3.43) un triangle distingué :

HoColimn1(−n− 1)[−2] // HoColimn1 // p∗L og∨ // HoColimn1(−n− 1)[−1]

La première colimite homotopique est nulle étant donné que les morphismes de transition du système inductif cor-
respondant sont nuls. La deuxième colimite vaux 1 puisque le système inductif correspondant est stationnaire. Le
corollaire est démontré. c.q.f.d

Remarque 3.6.32 — Les analogues (`-adique, Hodge, etc) du résultat précédent sont bien connus. La preuve
classique repose sur un calcul de suite spectral. A ce propos, le lecteur peut consulter [HW98].
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3.6.3 Le système de spécialisation logarithmique

Rappelons le diagramme commutatif suivant :

Gm
j //

q
!!BBBBBBBBB A1
k

p

��

s
ioo

��������

��������

k

On introduit un nouveau système de spécialisation de base (A1
k, j, i) :

Definition 3.6.33 — Le système de spécialisation logarithmique est le système de spécialisation noté log défini
par :

logf (A) = χf (A⊗L og∨)

pour tout k-morphisme f : X // A1
k et A ∈ Ob(H(Xη)).

Dans cette section, on étudiera les propriétés de log comme on l’a déjà fait pour Υ. Remarquons tout de suite, que
le morphisme évident 1Gm

// L og∨ induit un morphisme de systèmes de spécialisation :

χ // log

On a l’analogue de la proposition 3.4.9 pour log :

Proposition 3.6.34 — Gardons les notations du diagramme (3.24). Pour tout n ∈ N×, la composée des
2-morphismes suivants :

id // i∗(en)∗p∗ // i∗j∗j∗(en)∗p∗ ∼ // χen(en)∗ηq
∗ // logen(en)∗ηq

∗

est inversible.

Demonstration Avant d’entamer la preuve de 3.6.34, montrons que pour tout n ∈ N− {0}, l’objet (en)∗ηL og∨N est
canoniquement isomorphe à L og∨N . Le foncteur (en)∗η étant monoïdal, il suffit d’exhiber un isomorphisme entre (en)∗ηK
et K . Pour cela, on étudie l’action de (en)∗η sur la classe de Kummer. En utilisant les morphismes de changement de
base, on voit immédiatement que

(en)∗ηeK : 1Gm(−1)[−1] // 1

est la composée :

1Gm(−1)[−1] // pr1∗pr
∗
11Gm

// pr1∗Pn∗P
∗
npr
∗
11Gm

∼ // pr1∗pr
∗
11Gm

// pr1∗∆∗∆∗pr∗11Gm ' 1Gm

avec Pn : Gm×Gm // Gm×Gm le morphisme de schémas donné par l’association (x, y) (x, yn). Puisque H est
Q-linéaire et séparé, le lemme 3.4.13 affirme que la composée :

pr1∗pr
∗
11Gm

// pr1∗Pn∗P
∗
npr
∗
11Gm

∼ // pr1∗pr
∗
11Gm

est un isomorphisme. Il est facile de voir qu’il respecte la décomposition pr1∗pr
∗
11Gm ' 1Gm ⊕ 1Gm(−1)[−1]. Cet

isomorphisme induit donc un isomorphisme α : 1Gm(−1)[−1] ∼ // 1Gm(−1)[−1] rendant commutatif le diagramme :

1Gm(−1)[−1] //

(en)∗ηeK

,,

α //

pr1∗pr
∗
11Gm

// pr1∗Pn∗P
∗
npr
∗
11Gm

∼ // pr1∗pr
∗
11Gm

// pr1∗∆∗∆∗pr∗11Gm ' 1Gm

1Gm(−1)[−1]

OO

eK

55jjjjjjjjjjjjjjj

On obtient alors un isomorphisme (dans la catégorie des flèches) (en)∗ηeK ' eK induisant un isomorphisme K '
(en)∗ηK .
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Passons à la preuve de la proposition 3.6.34. Par ce qui précède, il suffit de traiter le cas n = 1. Il faut donc prouver
que la composée des 2-morphismes suivants :

id ∼ // i∗p∗ // i∗j∗j∗p∗
∼ // χidq

∗ // logidq
∗

est inversible. Rappelons que l’on dispose d’une transformation naturelle q∗ // χid définie par la composée :

q∗
∼ // p∗j∗ // p∗i∗i∗j∗

∼ // i∗j∗ = χid

Cette transformation naturelle a été utilisée dans la preuve de la proposition 3.4.9. On sait que cette transformation
naturelle est inversible lorsqu’elle est évaluée sur des objets de la forme q∗(?) (ainsi que des extensions de tels objets).

Considérons le diagramme commutatif :

1 //

  BBBBBBBBB χidq
∗ // χid(q∗(−)⊗L og∨)

q∗q
∗ //

∼

OO

q∗(q∗(−)⊗L og∨)

(?)

OO

On voit alors que la flèche (?) est inversible (on utilise que H est parfait pour les petites sommes). D’autre part, la
composée :

1 // q∗q∗ // q∗(q∗(−)⊗L og∨)

s’identifie à :
(−)⊗ 1 // (−)⊗ q∗q∗1 // (−)⊗ q∗L og∨

Par le corollaire 3.6.31, on sait que cette composée est inversible. La proposition est prouvé. c.q.f.d

Le corollaire suivant s’obtient à partir de la proposition 3.6.34 de la même manière que le corollaire 3.4.15 s’obtient
de la proposition 3.4.9.

Corollaire 3.6.35 — On reprend les notations du corollaire 3.4.15. Pour tout n,m ∈ N×, la composée des
2-morphismes suivants :

(emn )∗σ // i∗(emn )∗p∗ // i∗j∗j∗(emn )∗p∗ ∼ // χemn (emn )∗ηq
∗ // logemn (emn )∗ηq

∗

est inversible.

On dispose également d’une structure pseudo-monoïdale sur les foncteurs log? obtenue en prenant les accouplements
suivants :

logfA⊗ logfB
// χf ((A⊗L og∨)⊗ (B ⊗L og∨)) // χf ((A⊗B)⊗ (L og∨)⊗2) // χf ((A⊗B)⊗L og∨)

La dernière flèche étant la multiplication de l’algèbre L og∨. En utilisant le fait que cette algèbre est associative,
commutative et unitaire, on déduit que logf est un foncteur pseudo-monoïdal symétrique et que la transformation
naturelle χ // log est un morphisme de systèmes de spécialisation pseudo-monoïdaux.

Supposons que le 2-foncteur monoïdal homotopique et stable H est fermé. Soit R un objet de H(k). On définit les
opérateurs de dualité Dη et Ds par :

Dη(−) = Hom(−, f !
ηq
∗R) et Dσ(−) = Hom(−, f !

σR)

On définit un morphisme de commutation à la dualité :

(3.45) spLog
f ◦ Dη // Ds ◦ spLog

f

par la même recette que celle du théorème 3.4.20. On a alors :

Theoreme 3.6.36 — On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Pour toute classe d’objets Λ ⊂
Ob(H(k)) et tout objet E de Hct

Λ(Xη), le morphisme spLog
f ◦ Dη(E) // Ds ◦ spLog

f
(E) est inversible.

On fait la définition suivante :
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Definition 3.6.37 — Le triangle de monodromie pour log est le 2-triangle distingué :

logf (−1)[−1] // χf // logf
N // logf (−1)

obtenu à partir du triangle distingué (3.42). La transformation naturelle N est appelée l’opérateur de monodromie.

On termine notre étude du système de spécialisation logarithmique en prouvant une compatibilité du triangle de
monodromie avec la dualité. On note d’abord la proposition suivante :

Proposition 3.6.38 — Soit R un objet de H(k). Soit f : X // A1
k un k-morphisme. Il existe un accouplement

naturel :
χfDηA⊗ χfA // f !

sR(−1)[−1]

induisant un morphisme de commutation à la dualité :

χfDηA // DsχfA(−1)[−1]

Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, alors pour toute classe d’objets Λ ⊂ Ob(H(k)), ce morphisme est
inversible pour A dans Hct

Λ(Xη).

Demonstration L’accouplement naturel est celui obtenu en prenant la composée :

χfDηA⊗ χfA // χfDηA⊗A // χff !
ηR

// f !
sχidR // f !

sR(−1)[−1]

où le dernière flèche est celle déduite de l’isomorphisme canonique χidR = R⊕R(−1)[−1].
Montrons que le morphisme de commutation à la dualité est bien inversible. On se ramène par la méthode habituelle

à traiter le cas A = 1 et f = en où f = emn . On se ramène immédiatement à montrer que l’accouplement hyperbolique :

(R⊕R(−1))⊗ (1⊕ 1(−1)) // R(−1)

est non-dégénéré. Ceci est vrai. c.q.f.d

Soit A un objet de H(Xη). En appliquant l’opérateur de dualité Ds au triangle de monodromie, on obtient le
triangle suivant :

Ds(logfA(−1))
Ds(N) // Ds(logfA) // Ds(χfA) // Ds(logf (−1)[−1])

qui s’identifie au triangle distingué :

Ds(logfA)(1) // Ds(logfA) // Ds(χf (A)) // Ds(logf (A))(1)[+1]

On a le théorème suivant :

Theoreme 3.6.39 — On a un morphisme de triangles distingués :

logfDη(A)(1)
−N(1) //

��

logfDη(A) //

��

χfDη(A)(1)[1] //

��

logfDη(A)(1)[1]

��
Ds(logfA)(1)

DsN // Ds(logfA) // Ds(χf (A)) // Ds(logf (A))(1)[1]

où les flèches verticaux sont les morphismes de commutation à la dualité et le triangle supérieur est le triangle de
monodromie décalé et twisté. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, alors pour toute classe Λ ⊂ Ob(H(k)), ce
morphisme est un isomorphisme de triangles dès que A ∈ Ob(Hct

Λ(Xη)).

Demonstration La dernière assertion est mise pour mémoire. Il s’agit simplement de prouver que le diagramme de
l’énoncé est commutatif. Ainsi on divisera la preuve en trois parties, chacune consacrée à la commutation d’un des
trois carrés constituant le diagramme.
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Étape 1 : L’anti-commutation du carré :

logfDη(A)(1)
N(1) //

��

logfDη(A)

��
Ds(logfA)(1)

DsN // Ds(logfA)

On se ramène immédiatement par adjonction à montrer l’anti-commutation du carré :

(3.46) logfDη(A)⊗ logfA
//

��

logfDη(A)(−1)⊗ logfA

��
logfDη(A)⊗ logf (A)(−1) // f !

sR(−1)

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.46) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

χf (Dη(A)⊗L og∨)⊗ χf (A⊗L og∨)

��
χf (Dη(A)⊗A⊗L og∨ ⊗L og∨)

��
χf (f !

sR⊗L og∨ ⊗L og∨)

��
R⊗ χf (f !

s(L og∨ ⊗L og∨))

��
R⊗ f !

sχid(L og∨ ⊗L og∨) //

��

R⊗ f !
sχid(L og∨(−1)⊗L og∨)

��
R⊗ f !

sχid((L og∨ ⊗L og∨(−1))) // R⊗ f !
sχid(L og∨(−1)) ' f !

s1(−1)

Ainsi, il suffira de montrer l’anti-commutation du carré :

χid(L og∨ ⊗L og∨) //

��

χid(L og∨(−1)⊗L og∨)

��
χid((L og∨ ⊗L og∨(−1))) // χid(L og∨(−1)) ' 1(−1)

D’après la proposition 3.6.11, on dispose d’une décomposition en somme directe :

L og∨ ⊕ (L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨) ∼ // L og∨ ⊗L og∨

Vue que homH(k)(1,1(−1)[−1]) = 0, on déduit immédiatement que les deux composées du diagramme :

χid(L og∨) // χid(L og∨ ⊗L og∨) //

��

χid(L og∨(−1)⊗L og∨)

��
χid((L og∨ ⊗L og∨(−1))) // χid(L og∨(−1)) ' 1(−1)

sont nulles. Ceci nous ramène à montrer que les deux composées possibles de diagramme suivant :

χid(L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨) // χid(L og∨ ⊗L og∨) //

��

χid(L og∨(−1)⊗L og∨)

��
χid((L og∨ ⊗L og∨(−1))) // χid(L og∨(−1)) ' 1(−1)
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sont égales à un facteur (−1) près. Par le lemme 3.6.13, on a un carré commutatif :

L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨ ∼
l //

��

L og∨ ⊗ 1(−1)⊗L og∨

��
L og∨ ⊗L og∨ // L og∨ ⊗L og∨(−1) // L og∨(−1)

On déduit que la première composée, à savoir :
(3.47)

χid(L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨) // χid(L og∨ ⊗L og∨) // χid(L og∨ ⊗L og∨(−1)) // χid(L og∨(−1))

est égale à la composée suivante :

χid(L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨) l // χid(L og∨ ⊗ 1(−1)⊗L og∨) = χf (L og∨ ⊗L og∨)(−1) // χf (L og∨)(−1)

Remarquons d’autre part que la seconde composée, à savoir :
(3.48)

χid(L og∨ ⊗ Alt2K ⊗L og∨) // χid(L og∨ ⊗L og∨) // χid(L og∨(−1)⊗L og∨) // χid(L og∨(−1))

s’obtient de la première en faisant agir la permutation des facteurs sur la source contenue dans L og∨ ⊗L og∨. Cette
permutation agit par −id sur Alt2K . D’autre part, la multiplication L og∨ ⊗L og∨ // L og∨ est commutative.
Il vient de tout cela que les composées (3.47) et (3.48) s’obtiennent l’une de l’autre par multiplication par (−1). D’où
l’anti-commutation de notre carré.

Étape 2 : La commutation du carré :

logfDη(A) //

��

χf (DηA)(1)[1]

��
Ds(logfA) // Ds(χf (A))

On se ramène par adjonction à montrer la commutation du carré :

(3.49) logf (Dη(A))(−1)[−1]⊗ χf (A) //

��

χf (Dη(A))⊗ χf (A)

��
logf (Dη(A))(−1)[−1]⊗ logf (A) // f !

sR(−1)[−1]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.49) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

χf (Dη(A)⊗L og∨(−1)[−1])⊗ χf (A)

��
χf (Dη(A)⊗A⊗L og∨(−1)[−1]

��
χf (f !

ηR⊗L og∨(−1)[−1])

��
R⊗ f !

sχid(L og∨(−1)[−1]⊗ 1) //

��

R⊗ f !
sχid(1⊗ 1)

**UUUUUUUUUUUUUUUU

R⊗ f !
sχid(L og∨(−1)[−1]⊗L og∨) // R⊗ f !

sχid(L og∨(−1)[−1]) ∼ // R⊗ f !
s1(−1)[−1]
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Il vient qu’il suffit de prouver la commutation du diagramme suivant :

χid(L og∨(−1)[−1]) //

��

χid(1)

((RRRRRRRRRRRRRR

χid(L og∨(−1)[−1]⊗L og∨) // χid(L og∨(−1)[−1]) ∼ // 1(−1)[−1]

Remarquons pour cela que χid(L og∨(−1)[−1]) ' 1(−1)[−1]. De plus, modulo cette identification, la composée :

χid(L og∨(−1)[−1]) // χid(1) // 1(−1)[−1]

est l’identité. Il reste donc à montrer que la composée :

1(−1)[−1] = χid(L og∨(−1)[−1]) // χid(L og∨(−1)[−1]⊗L og∨) // χid(L og∨(−1)[−1]) ∼ // 1(−1)[−1]

vaut l’identité. Pour cela, il suffit de remarquer que la composée en question est égale à la composée de :

1(−1)[−1] // χid(1(−1)[−1]) // χid(L og∨(−1)[−1]) ∼ // 1(−1)[−1]

Cette dernière vaut l’identité.

Étape 3 : La commutation du carré :

χf (DηA)(1)[1] //

��

logf (DηA)(1)[1]

��
Ds(χf (A)) // Ds(logf (A))(1)[1]

Par adjonction, on se ramène immédiatement à la commutation du carré :

(3.50) χfDη(A)⊗ logfA(−1)[−1] //

��

logfDη(A)⊗ logfA(−1)[−1]

��
χfDη(A)⊗ χf (A) // f !

sR(−1)[−1]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.50) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

χfDη(A)⊗ χf (A⊗L og∨(−1)[−1])

��
χf (Dη(A)⊗A⊗L og∨(−1)[−1] // χf (f !

ηR⊗L og∨(−1)[−1])

��
R⊗ f !

sχid(1⊗L og∨(−1)[−1]) //

��

R⊗ f !
sχid(L og∨(−1)[−1]⊗L og∨)

��
R⊗ f !

sχid(1⊗ 1)

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
R⊗ f !

sχid(L og∨(−1)[−1])

∼
��

R⊗ f !
s1(−1)[−1]

Ce qui nous ramène encore une fois à la commutation du diagramme suivant :

χid(L og∨(−1)[−1]) //

��

χid(1)

((RRRRRRRRRRRRRR

χid(L og∨(−1)[−1]⊗L og∨) // χid(L og∨(−1)[−1]) ∼ // 1(−1)[−1]

Ce diagramme a été traité dans l’étape précédente. c.q.f.d
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3.6.4 Retour au système de spécialisation cycles proches unipotents

On termine ce paragraphe par la construction d’un isomorphisme entre le système de spécialisation Υ construit
dans la section 3.4 et le système de spécialisation logarithmique. Une fois cet isomorphisme construit, on déduit
le triangle de monodromie (3.25) annoncé au début de la section. Pour construire cet isomorphisme, on a besoin
d’une hypothèse technique souvent vérifiée, à savoir la commutation de images directes cohomologiques suivant un
morphisme de schéma avec les ∆-colimites homotopiques. Ainsi, tout au long de ce paragraphe, on supposera en plus
de l’hypothèse 3.6.26 que la condition suivante est vérifiée :

Hypothèse 3.6.40 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable H est sous-jacent à un dérivateur algébrique monoïdal,
homotopique et stable. De plus pour tout morphisme de k-schéma f , le foncteur f∗ commute aux ∆-colimites, dans
le sens que le morphisme évident (p∆)#f∗ // f∗(p∆)# est inversible.

2- Le 2-foncteur homotopique stable H est engendré par sa base.

Sous ces conditions, on va définir un morphisme de systèmes de spécialisation pseudo-monoïdaux log // Υ qui
fournira l’isomorphisme recherché. Pour cela, on reprend les notations de la section 3.4. On posera U = (p∆)#θ∗1 ∈
Ob(H(Gm)). On a le lemme suivant :

Lemme 3.6.41 — L’objet U est naturellement une algèbre commutative de H(Gmk). De plus, sous la première
partie de hypothèse 3.6.40, on a un isomorphisme canonique de systèmes de spécialisation monoïdaux Υ ' χ(−⊗U ).

Demonstration Le foncteur θ∗ étant pseudo-monoïdal symétrique, il est clair que θ∗1 est une algèbre commutative
unitaire. De même, le foncteur (p∆)# est pseudo-monoïdal symétrique. Il vient que U est bien une algèbre commutative
de H(Gm).

On obtient un morphisme Υf
// χf (−⊗ f∗ηU ) en prenant la composée :

(p∆)#χf (θf )∗(θf , p∆)∗ ∼ // (p∆)#χf (((θf )∗1)⊗ (p∆)∗(−)) ∼ // χf ((p∆)#((θf )∗1)⊗ (−))

Sous la partie 1 de l’hypothese 3.6.40, il s’agit bien d’un isomorphisme de systèmes de spécialisation pseudo-monoïdaux.
c.q.f.d

On va définir un morphisme canonique `1 : K // U dans H(Gm). Rappelons que désigne la catégorie 1×1 :

(1, 1) (0, 1)oo

(1, 0)

OO

(0, 0)

OO

oo

et que i : // désigne l’inclusion de la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob( )− {(0, 0)}. On appelle
δ : // ∆ le foncteur qui :

– envoie l’objet (1, 1) ∈ Ob( ) sur 1 ∈ Ob(∆) et les objets (1, 0) ∈ Ob( ) et (0, 1) ∈ Ob( ) sur 0 ∈ Ob(∆),
– envoie la flèche (0, 1)→ (1, 1) sur l’application 0→ 1 qui pointe 0 ∈ 1,
– envoie la flèche (1, 0)→ (1, 1) sur l’application 0→ 1 qui pointe 1 ∈ 1.

Etant donné un dérivateur triangulé de domaine Dia contenant la catégorie ∆, on déduit immédiatement une trans-
formation naturelle (p )#(δ )∗ // (p∆)# en prenant la composée :

(p )#(δ )∗ ' (p∆)#(δ )#(δ )∗ // (p∆)#

En appliquant ceci à l’objet θ∗1 ∈ Ob(H(Gm,∆)), on déduit un morphisme dans H(Gm) :

(p )#(δ )∗θ∗1 // U

Pour obtenir le morphisme `1 recherché, on va identifier (p )#(δ )∗θ∗1 à K . Calculons d’abord le squelette de
(δ )∗θ∗1. Remarquons pour cela que le diagramme de schémas A ◦ δ est donné par :

Gm×k Gm Gm
∆oo

Gm

id×1

OO
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Il vient immédiatement que le squelette de (δ )∗θ∗1 est donné par :

1Gm ⊕ 1Gm(−1)[−1]
(id,eK)//

id,0

��

1Gm

1Gm

avec eK la flèche de Kummer. Il existe alors une unique (à isomorphisme près) flèche a : Q // (δ )∗θ∗1 de
H(Gm, ) ayant pour squelette :

1Gm(−1)[−1]
eK //

��

(0,id)

))SSSSSSSSSSSSSS
1Gm

PPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPP

0

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS 1Gm ⊕ 1Gm(−1)[−1]
(id,e)

//

(id,0)

��

1Gm

1Gm

Le morphisme 1 // (δ )∗θ∗1 induit un isomorphisme après passage à (p )# étant donné que la colimite du cône
de a admet pour squelette :

1Gm
// 0

1Gm

Enfin de compte, par l’axiome 6 de la définition 2.1.34, on dispose d’un triangle distingué :

1Gm(−1)[−1] e // 1Gm
// (p )#Q // 1Gm(−1)

Il vient par le lemme 3.6.28 que (p )#Q est canoniquement isomorphe à K .

Muni du morphisme `1 : K // U , on applique le corollaire 3.6.19 pour obtenir un morphisme canonique
d’algèbres associatives, commutatives et unitaires ` : L og∨ // U

Definition 3.6.42 — On définit un morphisme de systèmes de spécialisation ` : log // Υ en prenant la
composée :

log = χ(−⊗L og∨) ` // χ(−⊗U ) Υ∼oo

C’est un morphisme de systèmes de spécialisation pseudo-monoïdaux.

Lemme 3.6.43 — On a un triangle commutatif de systèmes de spécialisation :

χ //

��

Υ

log

??��������

Theoreme 3.6.44 — Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, ` est un isomorphisme de systèmes de
spécialisation pseudo-monoïdaux.

Demonstration Les deux systèmes de spécialisations log et Υ commutent aux petites sommes. Étant donné que H
est engendré par la base, on peut alors appliquer le critère 3.3.45. Le résultat découle alors des propositions 3.4.9 et
3.6.34 et des corollaires 3.4.15 et 3.6.35 (ainsi que le lemme précédent). c.q.f.d

Remarque 3.6.45 — Lorsque H est le 2-foncteur homotopique stable DMQ, M. Levine [Lev05] a apporté une
simplification notable à la preuve du théorème précédent. En effet, il démontre directement que le morphisme ` :
L og∨ // U est un isomorphisme. Pour cela, il utilise un modèle particuliairement simple du dual de L og qu’il
arrive à identifier avec le complexe normalisé associé au schéma cosimplicial A . En particulier, le théorème précédent
est valable sans hypothèse sur le corps de base (du moins lorsqu’on travaille dans DMQ).
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On obtient donc le résultat suivant :

Theoreme 3.6.46 — Supposons que le corps k est de caractéristique nulle et que les hypothèses 3.6.26 et 3.6.40
sont vérifiées. Il existe un 2-triangle distingué canonique :

Υf (−1)[−1] // χf // Υf
N // Υ(−1)

appelé triangle de monodromie. De plus, ce triangle est compatible à la dualité dans le sens que le diagramme suivant :

Υf ◦ Dη(−1)[−1] //

��

χf ◦ Dη //

��

ΥfDη //

��

ΥDη(−1)

��
Ds(Υf (1)[1]) // Ds(χf (1)[1]) // Ds(Υf )

−Ds(N(1)) // Ds(Υf (1))

est un morphisme de triangles distingués qui devient un isomorphisme lorsqu’il est évalué en des objets de Hct
Λ(Xη)

pour toute classe Λ ⊂ Ob(H(k)).

On termine avec quelques conditions assurant la nilpotence des opérateurs de monodromie. Ces conditions sont
vraies pour le 2-foncteur homotopique stable DM et sont conséquences du théorème de simplification de Voevodsky
(voir pour cela [VSF00] et [Voe02]).

Hypothèse 3.6.47 — Pour tout k-schéma lisse U , le groupe abélien homH(U)(1U ,1U (n)[m]) est nul dès que n
est strictement négatif.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.6.48 — Supposons l’hypothèse 3.6.47 satisfaite. Soit 1(Z) ⊂ Ob(H(k)) l’ensemble des objets de la forme
1(r) avec r ∈ Z. Soit X un k-schéma de type fini et A et B deux objets de H1(Z)(X). Il existe alors un entier n0 ∈ Z
tel que les groupes homH(X)(A,B(n)[m]) sont nuls pour n < n0.

Demonstration On a un isomorphisme canonique :

homH(X)(A,B(n)[m]) ' homH(X)(1,Hom(A,B)(n)[m])

Comme A et B sont 1(Z)-constructibles, il en est de même de Hom(A,B). Il vient qu’on peut supposer que A = 1.
La conclusion de lemme étant clairement stable par extensions, suspensions et cosuspensions, on se ramène facilement
à supposer que B varie dans un ensemble de générateurs de Hct

Λ(X). On peut donc supposer que B est de la forme
f∗1Y (−n0) pour un certain f : Y // X projectif et lisse. Mais alors, par adjonction on a :

homH(X)(1, B(n)[m]) = homH(X)(1, f∗1(−n0 + n)[m]) = homH(Y )(1,1(−n0 + n)[m])

Comme Y est lisse, on voit que pour n < n0, les groupes ci-dessus sont bien nuls. c.q.f.d

Corollaire 3.6.49 — Gardons les hypothèses du théorème 3.6.46. Lorsque l’hypothèse 3.6.47 est vérifiée,
l’opérateur de monodromie :

N : Υf (A) // Υf (A)(−1)

est nilpotent pour A dans Hct
1(Z)(X).



Chapitre 4

La construction de 2-foncteurs homotopiques
stables

Introduction. Dans ce chapitre nous construisons le 2-foncteur homotopique stable SH dont il était question à
plusieurs reprises dans les chapitres précédents. Ceci est bien entendu l’aboutissement des travaux de plusieurs ma-
thématiciens : Morel et Voevodsky [MV90], Jardine [Jar87, Jar99], Hovey [Hov01], Riou [Rio02, Rio06], Röndigs
[Rön05] et d’autres. En reproduisant ici la construction de SH nous espérons faciliter la tâche au lecteur désirant
apprendre cette théorie. Le lecteur déjà familier avec la théorie remarquera à plusieurs reprises des divergences avec le
traitement suivi dans les papiers originaux. Toutefois, il est clair que l’essentiel des résultats de ce chapitre sont dus
aux auteurs déjà mentionés et ont été directement puisés dans leurs papiers. Faisons un bref aperçu de ce chapitre :

1- La section 4.1 est une introduction à la théorie des catégories de modèles selon Quillen. On expose rapidement
les conséquences immédiates de la définition. On définit ensuite la notion d’homotopie et on démontre le théorème
fondamental de l’algèbre homotopique. On étudie également les foncteurs entre les catégories de modèles et notamment
les adjonctions de Quillen. On passe ensuite aux 2-homotopies ce qui nous amène naturellement à la notion de catégories
de modèles stables. On démontre alors un cas particulier du théorème de Hovey [Hov99] affirmant que la catégorie
homotopique d’une catégorie de modèles stable est naturellement triangulée.

2- La section 4.2 est probablement la plus technique de ce chapitre. Le but est d’établir le théorème de localisation
de Hirschhorn [Hir03] (en fait un cas particulier dudit théorème). On commence par la notion d’acccessibilité qui
permet de mesurer la taille des objets dans une catégorie de modèles. On expose ensuite l’argument du petit objet
et la notion connexe de complexes cellulaires (formalisée par Hirshhorn [Hir03]). On introduit dans la sous-section
4.2.3 la classe des catégories de modèles présentables par cofibrations. On s’efforce alors de filtrer les cofibrations de
ces catégories par des sous-cofibrations de taille bornée. Les techniques obtenues servirons dans la preuve du théorème
de localisation mais également dans d’autres endroits tout au long du chapitre. Dans la sous-section 4.2.4, on présente
une preuve du théorème de localisation de Hirschhorn. Ce théorème sera systématiquement utilisé dans la suite.

3- La section 4.3 est consacrée à la technique de stabilisation des catégories de modèles comme développée par
Hovey [Hov01]. Le but est d’inverser, d’une manière convenable, un endofoncteur de Quillen à gauche F fixé. La
technique de stabilisation est basée sur la notion de F -spectres (non-symétriques, symétriques etc). On commence
par l’étude des spectres dans des catégories abstraites. On présente alors les constructions bien connues des foncteurs
de suspension infinie et de délaçage. On étudie aussi la fonctorialité de la catégorie des spectres relativement aux
différentes données (l’endofoncteur F , le monoïde de symétrisation, la catégorie ambiante, etc). On passe ensuite aux
spectres dans les catégories de modèles. On définit les structures stables et on décrit les objets stablements fibrants
via la notion de Ω-spectres. On démontre aussi des théorèmes de comparaisons entre différents types de spectres. Dans
la sous-section 4.3.5, on spécialise la théorie au cas où le foncteur à inverser est le produit tensoriel par un objet
cofibrant dans une catégorie de modèles monoïdale symétrique. On définit en particulier le produit tensoriel entre
spectres symétriques et on montre que la structure de modèles stable est encore monoïdale symétrique (sous certaines
hypothèses techniques).

4- Dans la section 4.4 on présente les travaux de Jardine [Jar87]. Étant donné un site de Grothendieck (S, top),
notre but est de définir des structures de modèles top-locales sur les catégories des préfaisceaux PreShv(S,M) à
valeurs dans certaines catégories de modèles M appelées les catégories de coefficients. Notre traitement exclu le cas
fondamental de M = ∆opEns considéré dans [Jar87] puisque nos catégories de coefficients seront supposées stables.
Une bonne partie de la section est consacrée aux questions de fonctorialité. On établit ainsi un critère pour qu’un
foncteur continu entre deux sites induise une adjonction de Quillen relativement aux structures projectives top-locales.
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5- Dans la dernière section, on exploite les techniques développées précédement pour parvenir à notre but, à savoir,
la construction du dérivateur algébrique SH. On localise d’abord la structure Nis-locale de PreShv(Sm/(F , I),M)
suivant les A1-équivalences faibles (voir [MV90]). On stabilite ensuite relativement au foncteur (A1/Gm) ⊗ − (voir
[Jar99]). Une bonne partie est consacrée à la construction des foncteurs images inverses et de leurs adjoints ainsi
qu’aux questions de cohérence. On vérifie ensuite les différents axiomes que doit satisfaire un dérivateur algébrique
homotopique est stable. En particulier, on présente dans la sous-section 4.5.3 la preuve du théorème de localité de
Morel et Voevodsky [MV90]. Cette sous-section est sans doute le cœur géométrique de ce chapitre. On termine la
section par quelques compléments. On démontre notamment que les catégories SH(−) sont compactement engendrées.

4.1 Catégories de modèles I : la théorie générale

La notion de catégories de modèles qu’on utilisera est légèrement plus restrictive que celle de [Qui67] du fait que
les catégories sous-jacentes seront supposées complètes et cocomplètes :

Definition 4.1.1 — Une catégorie M munie de trois classes de flèches W, Cof et Fib (appelées respectivement
la classe des équivalences faibles, des cofibrations et des fibrations) est une catégorie de modèles si les cinq axiomes
suivants sont vérifiés.

(MC1) Les petites limites et colimites sont représentables dans M.
(MC2) Supposons donné un triangle commutatif :

•
f //

h
��@@@@@@@@ •
g

��•

Si deux des trois flèches f , g et h sont dans W, il en est de même de la flèche restante.
(MC3) Si la flèche f est rétracte de g et si g est une équivalence faible, une cofibration ou une fibration, il en est
de même de f .

(MC4) Toute cofibration admet la propriété de relèvement à gauche par rapport aux fibrations triviales (i.e.,
fibrations qui sont des équivalences faibles). De même toute fibration admet la propriété de relèvement à droite
par rapport aux cofibrations triviales (i.e., cofibrations qui sont des équivalences faibles).

(MC5) Toute flèche a : • // • admet une factorisation :

•
c(a) //

a

88•
f0(a) // •

avec c(a) une cofibration et f0(a) une fibration triviale, ainsi qu’une factorisation :

•
c0(a) //

a

88•
f(a) // •

avec c0(a) une cofibration triviale et f(a) une fibration.

Remarque 4.1.2 — Un triplet (W,Cof ,Fib), formé de trois classes de flèches dans une catégorie complète et
cocomplète M, vérifiant les axiomes (MC2) à (MC5) de la définition 4.1.1 est appelé une structure de modèles sur
M.

Les catégories de modèles rencontrées sont souvent propres au sens ci-dessous :

Definition 4.1.3 — Une catégorie de modèles M est dite propre à gauche (resp. propre à droite) lorsque les
équivalences faibles de M sont stables par push-out suivant les cofibrations (resp. stables par pull-back suivant les
fibrations). On dit qu’elle est propre si elle est propre à gauche et à droite.

Rappelons qu’une flèche f admet la propriété de relèvement à gauche par rapport à une flèche g si pour tout carré
commutatif (à flèches pleines) :

• //

f

��

•
g

��• //

??

•
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il existe une flèche en pointillé, appelée relèvement, rendant commutatif le diagramme ci-dessus. Dualement, nous
disons que g admet la propriété de relèvement à droite par rapport à f lorsque f admet la propriété de relèvement à
gauche par rapport à g. Il sera pratique d’introduire les notations suivantes :

Definition 4.1.4 — Soient C une catégorie et F ⊂ Fl(C) une classe de flèches de C. On note LLP(F ) la classe
des flèches ayant la propriété de relèvement à gauche par rapport aux éléments de F . Dualement, on note RLP(F ) la
classe des flèches ayant la propriété de relèvement à droite par rapport aux éléments de F .

La proposition ci-dessous montre que dans une catégorie de modèles, la connaissance de deux des trois classes W,
Cof et Fib suffit pour déterminer la classe restante :

Proposition 4.1.5 — On a les égalités suivantes :

Fib = RLP(Cof ∩W), Fib ∩W = RLP(Cof), Cof = LLP(Fib ∩W) et Cof ∩W = LLP(Fib)

De plus, la classe W coïncide avec celle des composées g ◦ f avec f ∈W ∩Cof et g ∈W ∩ Fib.

Demonstration On démontre uniquement la première égalité. Soit f : X // Y une flèche de RLP(Cof ∩W).
Par la seconde partie de l’axiome (MC5), il existe une factorisation de f :

X
i // X ′

f ′ // Y

avec i une cofibration triviale et f ′ une fibration. Comme f ∈ RLP(Cof ∩W), un relèvement existe dans le carré
commutatif :

X

i

��

X

f

��
X ′

f ′
//

>>

Y

Ceci montre que f est rétracte de f ′. Par l’axiome (MC3), f est une fibration. c.q.f.d

On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 4.1.6 — Les classes Cof et W ∩Cof sont stables par push-out et coproduits directs. Dualement,
les classes Fib et W ∩ Fib sont stables par pull-back et produits directs.

Voici quelques exemples de catégories de modèles :

Exemple 4.1.7 — 1- Si C est une catégorie admettant les petites limites et colimites, alors (C, Isom(C),Fl(C),Fl(C))
est une catégorie de modèles.

2- La notion de catégories de modèles est clairement autoduale dans le sens que lorsque (M,W,Cof ,Fib) est une
catégorie de modèles, il en est de même de (Mop,W,Fib,Cof).

3- Soit A une catégorie abélienne de Grothendieck. La catégorie Compl(A) des complexes (homologiques) d’objets
de A est naturellement une catégorie de modèles propre (voir [Joy84]). Un morphisme de complexes f : A• // B•
est une cofibration lorsque les fn sont des monomorphismes pour tout n ∈ Z. C’est une équivalence faibles lorsque
Hn(f) est un isomorphisme pour tout n ∈ Z. Enfin, f est une fibration s’il admet la propriété de relèvement à droite
par rapport aux cofibrations triviales.

Exemple 4.1.8 — La catégorie ∆opEns des ensembles simpliciaux est naturellement une catégorie de modèles
propre (voir par exemple [GJ99]). Les cofibrations sont les monomorphismes. Un morphisme d’ensembles simpliciaux
f : A• // B• est une équivalence faible si sa réalisation topologique |f | : |A•| // |B•| est une équivalence
d’homotopie. Les fibrations sont les morphismes ayant la propriété de relèvement à droite par rapport aux cofibrations
triviales. La catégorie ∆opEns est à la base de beaucoup de constructions de catégories de modèles.

La preuve du lemme ci-dessous est un exercice facile :

Lemme 4.1.9 — 1- Soient M une catégorie de modèles et A ∈ Ob(M). La catégorie A\M, des flèches de source
A, est une catégorie de modèles lorsqu’elle est munie des trois classes Oub−1(W), Oub−1(Cof) et Oub−1(Fib) où
Oub : A\M //M désigne le foncteur d’oubli qui associe à une flèche de source A son but.

2- On a également l’énoncé dual concernant la catégorie M/A des flèches de but A.

Soit C une catégorie ayant un objet initial ∅ et un objet final ∗. Rappelons que C est dite pointée lorsque l’unique
morphisme ∅ // ∗ est inversible. Il existe au moins deux façons d’associer à une catégorie C (ayant un objet initial
et un objet final) une catégorie pointée. La première consiste à prendre la catégorie C∅ = C/∅. La seconde consiste à
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prendre la construction duale, à savoir C∗ = ∗\C. Les catégories C∅ et C∗ sont pointées et la catégorie C est pointée si
et seulement si l’un des deux foncteurs d’oubli : C∅

// C ou C∗ // C est un isomorphisme.
Les deux catégories C∗ et C∅ peuvent être tout à fait différentes. C’est le cas par exemple pour la catégorie des

ensembles Ens. Dans la suite nous utiliserons exclusivement la construction C∗ qu’on appellera la catégorie pointée
associée à C.

Étant donnée une catégorie de modèles (M,W,Cof ,Fib), le lemme 4.1.9 nous dit que M∗ munie des classes
W∗ = Oub−1(W), Cof∗ = Oub−1(Cof) et Fib∗ = Oub−1(Fib) est une catégorie de modèles pointée.

4.1.1 Quelques points d’algèbre homotopique

Soit (M,W,Cof ,Fib) une catégorie de modèles. Dans ce paragraphe nous expliquons, suivant Quillen [Qui67],
comment faire de l’homotopie dans M. Notre référence principale sera le second chapitre de [GJ99].

Definition 4.1.10 — Soit X un objet de M.
1- Un cylindre (CX , p, i0, i1) sur X est un diagramme commutatif dans M :

X

i0 !!BBBBBBBB

CX
p // X

X

i1
==|||||||

tel que p est une équivalence faible et i0
∐
i1 : X

∐
X // CX une cofibration.

2- Dualement, un espace de chemins (PX , c, e0, e1) sur X est un diagramme commutatif dans M :

X

PX

e0

``BBBBBBBB

e1

~~|||||||
Xc

oo

X

tel que c est une équivalence faible et e0 × e1 : PX // X ×X une fibration.

Soit (CX , p, i0, i1) un cylindre sur X. Par l’axiome (MC2), les flèches i0 et i1 sont des équivalences faibles. Lorsque
X est cofibrant, c’est même des cofibrations triviales (voir [GJ99]).

Definition 4.1.11 — 1- Soient f0, f1 : X // Y deux flèches de M. Nous disons que f0 et homotope à gauche
à f1 relativement au cylindre (CX , p, i0, i1) s’il existe une flèche h : CX // Y telle que f0 = h ◦ i0 et f1 = h ◦ i1.
La flèche h est appelée une homotopie de f0 à f1 relativement au cylindre CX . Nous dirons que f0 est homotope à
gauche à f1 s’il existe un cylindre relativement auquel f0 est homotope à gauche à f1.

2- Dualement, on a la notion d’homotopie à droite obtenue à l’aide des espaces de chemins.

On démontre suivant [GJ99] que la relation d’homotopie à gauche (resp. à droite) est une relation d’équivalence
lorsque X est cofibrant (resp. Y est fibrant). On a également :

Proposition 4.1.12 — Soient f, g : X // Y deux flèches de M avec X cofibrant et Y fibrant. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

– f est g sont homotopes à gauche,
– f et g sont homotopes à gauche relativement à un cylindre fixé,
– f et g sont homotopes à droite,
– f et g sont homotopes à droite relativement à un espace de chemin fixé.

On notera π0(X,Y ) le quotient de homM(X,Y ) par la relation d’homotopie.

Demonstration On prouvera seulement que la première assertion implique la dernière. Les autres implications s’en
déduisent facilement (en utilisant, entre autre, un argument de dualité). Pour cette implication, nous n’aurons pas
besoin de l’hypothèse que Y est fibrant.
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Soit (PY , c, e0, e1) l’espace de chemins sur Y qu’on s’est fixé. Par hypothèse, il existe un cylindre (CX , p, i0, i1) sur
X et une homotopie à gauche h : CX // Y de f à g. Comme X est cofibrant, i1 : X // CX est une cofibration
triviale. Considérons le carré solide commutatif :

X

i1

��

c◦g // PY

(e0,e1)

��
CX h,g◦p

//

t

;;

Y × Y

Par l’axiome (MC4), on a un relèvement t : CX // PY . L’homotopie à droite recherchée est donnée par la
composée t ◦ i0. c.q.f.d

La preuve de la proposition 4.1.12 met en évidence la notion ci-dessous qui jouera un rôle important dans l’étude
des homotopies à 2-homotopies près dans la section 4.1.3.

Definition 4.1.13 — Soient X et Y deux objets de M et f, g : X // Y deux flèches. On suppose données :
– une homotopie à gauche hg : CX // Y de f à g relativement à un cylindre (CX , p, i0, i1),

– une homotopie à droite hd : X // PY de f à g relativement à un cylindre (PY , c, e0, e1).
Une correspondance entre hg et hd est une flèche t : CX // PY rendant commutatif le carré :

X
∐
X

i0∪i1
��

hd∪c◦g // PY

(e0,e1)

��
CX

(hg,g◦p)
//

t

::tttttttttt
Y × Y

On dit que hg et hd sont correspondantes si une correspondance t existe.

Remarque 4.1.14 — Soient X et Y deux objets de M et f, g : X // Y deux flèches. Supposons que X est
cofibrant et soit hg : CX // Y une homotopie à gauche de f à g. La preuve de la proposition 4.1.12, montre qu’il

existe une homotopie à droite hd : X // PY de f à g et une correspondance t : CX // PY entre hg et hd.

On note Mc (resp. Mf ) la sous-catégorie pleine de M formée des objets cofibrants (resp. fibrants). On note Mcf la
sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants et π0Mcf la catégorie obtenue en quotientant l’ensemble des flèche par
la relation d’homotopie. Nous dirons qu’une flèche de Mcf est une équivalence d’homotopie si son image dans π0Mcf

est un isomorphisme. On a alors le théorème de Whitehead :

Proposition 4.1.15 — Soient X et Y deux objets cofibrants et fibrants de M. Soit f : X // Y une flèche.
Les deux assertions suivantes :

– f est une équivalence faible,
– f est une équivalence d’homotopie,

sont équivalentes.

Demonstration On suppose que f ∈W et on démontre que f est une équivalence d’homotopie (l’autre implication
est claire). On utilisant l’axiome (MC5), on peut supposer que f est une cofibration triviale ou une fibration triviale.
Ces deux cas sont duaux l’un de l’autre : on traitera uniquement le cas où f est une cofibration triviale. En appliquant
l’axiome (MC4) au carré commutatif :

X

f

��

X

��
Y //

g

>>

∗

on obtient une rétraction g à f . Il reste à montrer que f ◦g est homotope à l’identité. Pour cela, on se donne un espace
de chemins (PY , c, e0, e1) sur Y et on applique une deuxième fois l’axiome (MC4) au carré :

X

f

��

c◦f // PY

e0,e1

��
Y

(id,f◦g)
//

h

<<

Y × Y
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ce qui fournit une homotopie à droite h de idY à f ◦ g. c.q.f.d

Remarque 4.1.16 — La preuve de la proposition précédente montre en fait qu’une cofibration triviale f :
X // Y de source un objet fibrant admet une rétraction g telle que f ◦ g est homotope à droite à l’identité.

Dualement, si f est une fibration triviale et que Y est cofibrant, il existe une section s à f telle que s ◦ f soit
homotope à gauche à l’identité.

Le théorème suivant est connu sous le nom du théorème fondamental de l’algèbre homotopique :

Theoreme 4.1.17 — La catégorie Ho(M) = M[W−1] existe et est équivalente à π0Mcf . Elle est appelée
la catégorie homotopique associée à la catégorie de modèles M. De plus, pour A cofibrant et X fibrant on a un
isomorphisme canonique homHo(M)(A,X) ' π0(A,X).

Demonstration Pour tout X ∈ Ob(M) on choisit (en se servant de l’axiome (MC5)) deux factorisations :

(4.1) ∅ // Q(X)
pX // X et X

iX // R(X) // ∗

avec Q(X) (resp. R(X)) cofibrant (resp. fibrant) et pX (resp. iX) une fibration triviale (resp. cofibration triviale).
Pour toute flèche f : X // Y de M on choisit également des flèches Q(f) et R(f) faisant commuter les carrés :

(4.2) Q(X)
Q(f) //

��

Q(Y )

��
X

f // Y

X
f //

��

Y

��
R(X)

R(f) // R(Y )

L’existence des flèches Q(f) et R(f) est une conséquence de l’axiome (MC4).
Remarquons que Q(f) (resp. R(f)) est unique à une homotopie à gauche (resp. à droite) près. En effet, soient f1, f2 :

Q(X) // Q(Y ) deux flèches rendant commutatif le premier carré de (4.2). Choisissons un cylindre (CQ(X), i0, i1, p)
sur Q(X). L’axiome (MC4) appliqué au carré commutatif :

Q(X)
∐
Q(X)

f1∪f2 //

��

Q(Y )

pY

��
CQ(X) f◦p◦pX

//

88

Y

fournit une homotopie à gauche de f1 à f2. On déduit de là que Q(id) est homotope à gauche à id. De même, pour

une paire de flèches composables •
f // •

g // • les flèches Q(g ◦ f) et Q(g) ◦Q(f) sont homotopes à gauche.
Supposons maintenant queX et Y soient cofibrants et soient f, g : X // Y deux flèches homotopes à gauche. On

veut montrer que R(f) et R(g) sont homotopes à droite. Remarquons d’abord que f ◦iY et g◦iY sont encore homotopes
à gauche. Par la proposition 4.1.12, ils sont également homotopes à droite. Fixons une homotopie h : X // PR(Y )

entre f ◦ iY et g ◦ iY relativement à un espace de chemins (PR(Y ), c, e0, e1) sur R(Y ). Par l’axiome (MC4), il existe
un relèvement dans le carré commutatif :

X
h //

iX

��

PR(Y )

(e0,e1)

��
R(X)

(R(f),R(g))
//

h′
55

R(Y )×R(Y )

Il est clair que h′ est une homotopie à droite entre R(f) et R(g).
Il est facile de déduire de là que R(Q(id)) est homotope à id et que pour une paire de flèches composables

•
f // •

g // • , on a R(Q(g ◦ f)) homotope à R(Q(g)) ◦R(Q(f)). On obtient ainsi un foncteur bien défini :

RQ : M // π0Mcf

On définit une catégorie H ayant les mêmes objets que ceux de M et telle que pour X,Y ∈ Ob(M) on a
homH(X,Y ) = π0(R(Q(X)), R(Q(Y ))). On a une factorisation évidente de RQ :

M
L // H // π0Mcf
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Si f est une équivalence faible, il en est de même de R(Q(f)) qui est donc une équivalence d’homotopie par la
proposition 4.1.15. Il vient que le foncteur L envoie les équivalences faibles de M sur des isomorphismes de H. On
va montrer que ce foncteur L : M // H répond au problème universel de la localisation. On se donne ainsi un
foncteur F : M // C envoyant les équivalences faibles sur des isomorphismes. On va montrer que F se factorise
uniquement à travers H.

On construit F0 : N // C en posant F0(X) = F (X). Pour γ ∈ π0(R(Q(X)), R(Q(Y ))), choisissons u :
R(Q(X)) // R(Q(Y )) une flèche de M ayant la classe de γ. On pose alors F0(γ) l’unique flèche rendant commu-
tatif :

F (X)

F0(γ)

��

∼

))
F (Q(X))∼oo ∼ // F (R(Q(X))

F (u)

��
F (Y )

∼

55
F (Q(Y ))∼oo ∼ // F (R(Q(Y ))

On vérifie immédiatement que F0(γ) ne dépend pas du choix de u. Ceci fournit le foncteur F0 dont l’unicité est claire.
Il reste à montrer l’égalité homH(A,X) = π0(A,X) pour A cofibrant et X fibrant. Étant donné que A est cofibrant,

on peut supposer que Q(A) = A. De même, puisque X est fibrant, Q(X) est encore fibrant et l’on peut supposer que
R(Q(X)) = Q(X). On est donc remené à montrer que la flèche évidente π0(R(A), Q(X)) // π0(A,X) est bijective.
Ceci découle immédiatement de la remarque 4.1.16 appliquée à pA et iX . c.q.f.d

Remarque 4.1.18 — La preuve du théorème précédent montre que les catégories Mc[W−1] et Mf [W−1] existent
et qu’elles sont équivalentes à π0Mcf et donc à Ho(M). Plus préciséments, les choix R(X), Q(X), R(f) et Q(f)
définissent des foncteurs :

R : Mc
// π0Mcf et Q : Mf

// π0Mcf

qui envoient les équivalences faibles sur des isomorphismes. Ceci induit des foncteurs :

Mc[W−1] // π0Mcf et Mf [W−1] // π0Mcf

qui sont des équivalences de catégories.

Notons les deux lemmes faciles :

Lemme 4.1.19 — Soit M une catégorie de modèles. Le foncteur M // Ho(M) commute aux coproduits directs
entre objets cofibrants ainsi qu’aux produits directs entre objets fibrants. En particulier, les produits et coproduits directs
existent dans la catégorie Ho(M).

Demonstration On traite uniquement le produit d’une famille (Xi)i∈I d’objets fibrants. Étant donné que tout objet
de Ho(M) est isomorphe à un objet cofibrant il suffit de voir que pour A cofibrant :∏

i

π0(A,Xi) ' π0(A,
∏
i

Xi)

Ceci est clair si l’on définit π0(−,−) en utilisant les homotopies à gauche (voir la proposition 4.1.12). c.q.f.d

Lemme 4.1.20 — Soit M une catégorie de modèles. Si la catégorie M est additive, il est en est de même de
Ho(M). De plus, le foncteur M // Ho(M) est additif.

Demonstration Si M est additive, il en est de même de Mcf (qui est alors stable par sommes directes finies). On
vérifie immédiatement que la relation d’homotopie est compatible à l’addition des flèches. Il vient que π0Mcf est aussi
additive (puisqu’elle admet des produits et des coproduits).

Pour terminer, il reste à montrer que le foncteur RQ : M // π0Mcf est additif, i.e., qu’il commute aux sommes
directes finies. Il suffit pour cela de prouver que les flèches :

Q(X)⊕Q(Y ) // X ⊕ Y et X ⊕ Y // R(X)⊕R(Y )

sont des équivalences faibles pour X, Y ∈ Ob(M). Ceci découle du fait que les fibrations triviales sont stables par
produits directs et que les cofibrations triviales sont stables par coproduits directs (voir le corollaire 4.1.6). c.q.f.d
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4.1.2 Adjonctions de Quillen et adjonctions de Morel-Voevodsky
Dans ce paragraphe, on se donne deux catégories de modèles M et N.

Definition 4.1.21 — 1- Soit F : M // N un foncteur. On dit que F est dérivable à droite s’il existe un
couple (RF, γ) formé

– d’un foncteur RF : Ho(M) // Ho(N) ,
– d’une face carrée :

N Ho(N)

M Ho(M)

��
F

��
RF

//

//

tttt 5=
γ

qui soit universel dans le sens suivant. Pour tout couple (T, β) formé d’un foncteur au niveau des catégories homoto-
piques et d’une face carrée comme ci-dessus, il existe une unique transformation naturelle α : RF // T telle que
β = α ◦ γ. Le foncteur RF sera appelé le foncteur dérivé à droite de F .

2- On obtient la notion de foncteur dérivable à gauche par dualité. On désignera par LF le foncteur dérivé à
gauche (lorsqu’il existe) de F .

On a le critère suivant de dérivabilité :

Proposition 4.1.22 — Soit F : M // N un foncteur qui préserve les équivalences faibles entre objets
cofibrants (resp. fibrants). Alors F est dérivable à gauche (resp. à droite).

Demonstration Remarquons d’abord que pour A un objet cofibrant de M et (CA, p, i0, i1) un cylindre sur A, le
morphisme F (p) est une équivalence faible. Il vient que si f, g : A // X sont homotopes à gauche, les flèches F (f)
et F (g) ont même classe dans Ho(N).

Pour tout objet X de M, on fixe une fibration triviale pX : Q(X) // X avec Q(X) un objet cofibrant. Pour

toute flèche f : X // Y , on fixe une flèche Q(f) : Q(X) // Q(Y ) rendant commutatif :

Q(X)
Q(f) //

pX

��

Q(Y )

pY

��
X

f // Y

La flèche Q(f) est unique à une homotopie à gauche près (voir la preuve du théorème 4.1.17). Il vient que l’image de
F (Q(f)) dans Ho(N) ne dépend que de f . On obtient ainsi un foncteur bien défini FQ : M // Ho(N) . D’autre
part, si f est une équivalence faible, il en est de même de Q(f) et donc aussi de F (Q(f)). Ainsi, notre foncteur envoie
les équivalences faibles de M sur des isomorphismes de Ho(N). Il se factorise alors uniquement par un foncteur :

LF : Ho(M) // Ho(N)

Pour montrer que LF est le foncteur dérivé à gauche de F , remarquons que les flèches F (pX) : FQ(X) // F (X)
définissent une face carrée :

N Ho(N)

M Ho(M)

��
F

��
LF

//

//

ttttu}
γ

Le couple (LF, γ) ainsi obtenu est universel. En effet, soit (T, β) un autre couple. Pour X ∈ M on a alors un carré
commutatif dans Ho(N) :

T (Q(X))
T (pX) //

βQ(X)

��

T (X)

βX

��
F (Q(X))

F (pX)=γX // F (X)

Comme pX est inversible dans Ho(M), la flèche horizontale supérieure du carré précédent est inversible. Ainsi, la
famille des flèches de Ho(N) :

T (X)
T (pX)−1

// T (Q(X))
βQ(X) // F (Q(X)) = LF (X)
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définit une transformation naturelle α : T // LF telle que β = γ ◦ α. De plus, un tel α est unique. c.q.f.d

Le résultat suivant se déduit par un jeu d’adjonction de la proposition 4.1.5 :

Proposition 4.1.23 — Soit (F,G) : M // N un couple de foncteurs adjoints. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

– F préserve les cofibrations et les cofibrations triviales.
– G préserve les fibrations et les fibrations triviales.
– F préserve les cofibrations et G préserve les fibrations.
– F préserve les cofibrations triviales et G préserve les fibrations triviales.

Definition 4.1.24 — Un couple de foncteurs adjoints (F,G) : M // N vérifiant l’une des conditions
équivalentes de la proposition 4.1.23 est appelé une adjonction de Quillen. Nous dirons également que F (resp. G) est
un foncteur de Quillen à gauche (resp. à droite).

Lemme 4.1.25 — Soit (F,G) : M // N une adjonction de Quillen. Alors F préserve les cylindres sur les
objets cofibrants. Dualement, G préserve les espaces de chemins sur les objets fibrants.

Demonstration On traite uniquement le cas de F . Soit (CA, p, i0, i1) un cylindre sur un objet cofibrant A. La flèche
F (A

∐
A) // F (CA) est une cofibration. Comme F est un adjoint à gauche, il commute aux coproduits. Il vient

que F (i0)
∐
F (i1) est aussi une cofibration.

Il reste à vérifier que F (p) est une équivalence faible. Comme A est cofibrant, i0 est une cofibration triviale. Il vient
que F (i0) est une cofibration triviale. On conclut alors par l’axiome (MC2) et le fait que F (p) ◦F (i0) = id. c.q.f.d

On déduit immédiatement que F (resp. G) préserve la relation d’homotopie à gauche (resp. à droite) sur les flèches
de A vers B lorsque A (resp. B) est cofibrant (resp. fibrant).

Lemme 4.1.26 — Soit (F,G) : M // N une adjonction de Quillen. Alors F préserve les équivalences faibles
entre objets cofibrants. Dualement, G préserve les équivalences faibles entre objets fibrants.

Demonstration On traite uniquement le cas de F . Soit f : A // B une équivalence faible entre objets cofibrants.
On peut factoriser f en une composée :

A
i // X

p // B

avec i une cofibration triviale et p une fibration triviale. On sait que F (i) est encore une cofibration triviale. Il reste à
montrer que F (p) est une équivalence faible.

Étant donné que B est cofibrant, on sait par la remarque 4.1.16 que p admet une section s : B // X telle que
s ◦ p est homotope à gauche à l’identité. Comme X est cofibrant, le lemme précédent nous dit que F (s) ◦ F (p) est
aussi homotope à gauche à id. Il vient que F (p) est une équivalence faible. c.q.f.d

Proposition 4.1.27 — Soit (F,G) : M // N une adjonction de Quillen. Alors F admet un foncteur dérivé
à gauche LF : Ho(M) // Ho(N) . Dualement, G admet un foncteur dérivé à droite RG : Ho(N) // Ho(M) .
De plus, le foncteur LF est naturellement un adjoint à gauche de RG.

Demonstration L’existence de LF et RG découle du lemme 4.1.26 et de la proposition 4.1.22. Il reste à montrer
que LF est adjoint à gauche à RG. Il suffit de vérifier qu’on a un isomorphisme : π0(F (A), X) ' π0(A,G(X)) pour A
cofibrant et X fibrant. Ceci découle facilement du lemme 4.1.25. c.q.f.d

Definition 4.1.28 — Une adjonction de Quillen (F,G) est dite une équivalence de Quillen lorsque LF (ou RG)
est une équivalence de catégories.

On suppose donné un couple de foncteurs adjoints (F,G) : M // N tel que G envoie les équivalences faibles
entre objets fibrants sur des équivalences faibles. On cherche des conditions assurant l’existence de l’adjoint à gauche
de RG.

Soit A est un objet de M tel que F (A) est cofibrant. Pour X un objet fibrant de N, la composée :

homN(F (A), X) // homM(A,G(X)) // homHo(M)(A,G(X))

se factorise par π0(F (A), X). En effet, si (PX , c, e0, e1) est un espace de chemins surX, on a un diagramme commutatif :

homN(F (A), PX)

��

e0 //
e1

// homN(F (A), X)

��
homHo(M)(A,G(PX))

e0 //
e1
// homHo(M)(A,G(X))
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et les deux flèches e0 et e1 inférieures sont égales puisqu’ils sont deux rétractions à l’isomorphisme :

homHo(M)(A,G(X)) c // homHo(M)(A,G(PX))

induit par l’équivalence faible G(c) : G(X) // G(PX) .

Definition 4.1.29 — Un objet A de M est dit F -admissible si F (A) est cofibrant et que pour tout objet fibrant
X de N le morphisme canonique :

π0(F (A), X) // homHo(M)(A,G(X))

est inversible.

Definition 4.1.30 — Une adjonction (F,G) : M // N est dite une adjonction de Morel-Voevodsky lorsque
les conditions suivantes sont satisfaites.

1. G envoie les équivalences faibles entre objets fibrants sur des équivalences faibles.

2. Pour tout objet A de M, il existe une équivalence faible B // A avec B un objet F -admissible. On dit dans
ce cas, qu’il existe suffisamment de F -admissibles.

Proposition 4.1.31 — Soit (F,G) : M // N une adjonction de Morel-Voevodsky. Alors F admet un foncteur
dérivé à gauche LF qui est naturellement un adjoint à gauche au foncteur RG.

Demonstration Pour montrer l’existence d’un adjoint à gauche à RG, il suffit de montrer que, pour tout objet A
de M, le foncteur :

hom(A,RG(−)) : Ho(N) // Ens

est représentable. On prouvera qu’il est représentable par F (ad(A)) pour une équivalence faible qA : ad(A) // A

avec ad(A) un objet F -admissible.
Pour cela, reprenons les choix de R(X) et R(f) comme dans la preuve de la proposition 4.1.22 de sorte que

RG(X) = G(R(X)). On a alors des isomorphismes :

homHo(M)(A,G(R(X))) ' homHo(M)(ad(A), G(R(X))) ' π0(F (ad(A)), R(X)) ' homHo(N)(F (ad(A)), X)

Ces isomorphismes sont bien-entendu naturels en X.
Pour terminer, il reste à prouver que l’adjoint à droite Fad de RG est bien le foncteur dérivé à gauche de F . On

dispose d’une transformation naturelle F (qA) : Fad(A) // F (A) . On vérifie qu’elle est universelle au sens de la
définition 4.1.21 en suivant la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 4.1.22. c.q.f.d

4.1.3 La notion du π1 dans une catégorie de modèles

On définit suivant Quillen [Qui67] la notion de 2-homotopies entre homotopies dans une catégorie de modèles
(M,W,Cof ,Fib) :

Definition 4.1.32 — Soient f, g : A // X deux flèches de M avec A cofibrant et X fibrant.
1- Soient (CA, p, i0, i1) et (C ′A, p

′, i′0, i
′
1) deux cylindres sur A. Deux homotopies à gauche h : CA // X et

h′ : C ′A // X de f à g sont dites 2-homotopes à gauche s’il existe un diagramme commutatif :

(
CA

∐
A
‘
A

C ′A

)
h∪h′ //

a

##HHHHHHHHH

p∪p′

��

X

A D

l

BB����������qoo

avec a une cofibration et q une équivalence faible. La flèche l est appelée une 2-homotopie.
2- On a la notion duale de 2-homotopies à droite entre les homotopies à droite de f à g.

On vérifie facilement, comme pour la relation d’homotopie :

Lemme 4.1.33 — La relation de 2-homotopie à gauche est une relation d’équivalence.
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Demonstration On traite uniquement la question de transitivité. Soient trois cylindres : (CA, p, i0, i1), (C ′A, p
′, i′0, i

′
1)

et (C ′′A, p
′′, i′′0 , i

′′
1) sur A. On suppose données trois homotopies à gauche h : CA // X , h′ : C ′A

// X et

h′′ : C ′′A // X de f à g. Soient l1 et l2 deux 2-homotopies à gauche de h à h′ et de h′ à h′′ respectivement :(
CA

∐
A
‘
A

C ′A

)
h∪h′ //

a1

$$HHHHHHHHH

p∪p′

��

X

A D1

l1

BB����������q1oo

(
C ′A

∐
A
‘
A

C ′′A

)
h′∪h′′ //

a2

$$HHHHHHHHH

p′∪p′′

��

X

A D2

l2

BB����������q2oo

On pose alors D = D1

∐
C′A

D2. Alors l = l1 ∪ l2 : D // X est clairement une 2-homotopie de h à h′′. c.q.f.d

Definition 4.1.34 — On garde les notations de la définition 4.1.32. On note πg1(A,X, f, g) (resp. πd1(A,X, f, g))
la classe des homotopies à gauche (resp. à droite) modulo la relation de 2-homotopie. Étant donné un cylindre
(CA, p, i0, i1) sur A (resp. un espace de chemins (PX , c, e0, e1) sur X), on note π1(A,X, f, g, CA) ⊂ πg1(A,X, f, g)
(resp. π1(A,X, f, g, PX) ⊂ πd1(A,X, f, g)) le sous-ensemble des homotopies à gauche (resp. à droite) relativement à
CA (resp. PX) à 2-homotopie près.

Les classes πg1(A,X, f, g) (resp. les ensembles π1(A,X, f, g, CA)) sont covariants en X de la manière évidente.
Supposons donné un diagramme commutatif :

A′
∐
A′

i′0∪i
′
1 //

��

CA′
p′ //

��

A′

u

��
A
∐
A

i0∪i1 // CA
p // A

avec A et A′ cofibrants et (CA, p, i1, i2) et (C ′A, p
′, i′1, i

′
2) des cylindres sur A et A′ respectivement. On a alors un mor-

phisme évident π1(A,X, f, g, CA) // π1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u,C ′A) . On vérifie immédiatement que π1(A,X, f, g, CA)
sont bifonctoriels en les couples ((A,CA), X).

Lemme 4.1.35 — On garde les hypothèses et les notations des définitions 4.1.32 et 4.1.34.
1- Il existe un isomorphisme canonique πg1(A,X, f, g) ' πd1(A,X, f, g) qui à une homotopie à gauche h : CA // X

associe une homotopie à droite k : A // PX telle que h et k sont correspondantes au sens de la définition 4.1.13.
2- L’ inclusion π1(A,X, f, g, CA) ⊂ πg1(A,X, f, g) est bijective. En particulier, les classes πg1(A,X, f, g) sont des

ensembles.

Demonstration En effet, par la remarque 4.1.14, à une homotopie à gauche correspond une homotopie à droite et
vice versa. Il s’agit de vérifier que cette correspondance est bien définie à 2-homotopie près.

Soit donc h : CA // X une homotopie à gauche de f à g. Soient (PX , c, e0, e1) et (P ′X , c
′, e′0, e

′
1) deux espaces

de chemins sur X. Considérons des relèvements t et t′ dans les deux carrés commutatifs :

A

i1

��

c◦g // PX

(e0,e1)

��
CA

(h,g◦p)
//

t

;;

X ×X

A

i1

��

c′◦g // P ′X

(e′0,e
′
1)

��
CA

(h,g◦p)
//

t′
;;

X ×X

dont l’existence est assurée par l’axiome (MC4). On veut montrer que t ◦ i0 est 2-homotope à droite à t′ ◦ i′0. On
choisit par l’axiome (MC5) une factorisation :

X
u //

c×c′

%%
E

v // PX ×X×X P ′X

avec u une cofibration triviale et v une fibration. Considérons le carré commutatif :

A

i1

��

u◦g // E

v

��
CA

t×t′
//

88

PX ×X×X P ′X
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Par l’axiome (MC4), on obtient un relèvement w : CA // E . On vérifie immédiatement que w ◦ i0 est une
2-homotopie de t ◦ i0 à t′ ◦ i′0.

Pour terminer la démonstration du 1-, il reste à vérifier que deux homotopies h : CA // X et h′ : C ′A // X

qui sont 2-homotopes, correspondent à la même homotopie à droite. Choisissons une factorisation :

CA
∐
A
‘
A

C ′A
a // D

q // A

avec a = b ∪ b′ une cofibration et q une équivalence faible ainsi qu’une 2-homotopie l : D // X entre h et h′.
L’objet D, muni de la cofibration évidente u0

∐
u1 : A

∐
A // D déduite de a, est un cylindre. De plus, l est une

homotopie à gauche de f à g relativement à D. Il existe donc une correspondance t : D // PX entre l et t ◦ u0. Il

est alors clair que l’homotopie à droite t ◦u0 : A // PX correspond aux homotopies à gauche h = l ◦ b et h′ = l ◦ b′

via les correspondances respectives t ◦ b et t ◦ b′.
L’assertion du 2- est maintenant claire. En effet, la construction précédente fournit également des isomorphismes

πg1(A,X, f, g) ' π1(A,X, f, g, PX) pour (PX , c, e0, e1) un espace de chemins fixé. c.q.f.d

On note π1(A,X, f, g) l’un des deux ensembles canoniquement isomorphes πg1(A,X, f, g) ou πd1(A,X, f, g). Le
lemme ci-dessus montre que l’ensemble π1(A,X, f, g) est bifonctoriel en A et X.

Lemme 4.1.36 — Soit u : A′ // A une flèche entre objets cofibrants de M. La composée :

πg1(A,X, f, g) π1(A,X, f, g, CA)∼oo // π1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u,C ′A) ∼ // πg1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u)

ne dépend pas du choix d’un diagramme commutatif :

A′
∐
A′

i′0∪i
′
1 //

��

CA′
p′ //

v

��

A′

u

��
A
∐
A

i0∪i1 // CA
p // A

De plus, on a un carré commutatif :

πg1(A,X, f, g) //

∼
��

πg1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u)

∼
��

πd1(A,X, f, g) // πd1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u)

Demonstration Il suffit de montrer que le diagramme suivant est commutatif :

πg1(A,X, f, g)

∼
��

π1(A,X, f, g, CA)∼oo // π1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u,C ′A) ∼ // πg1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u)

∼
��

πd1(A,X, f, g) // πd1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u)

Ceci revient à montrer que pour un espace de chemin (PX , c, e0, e1) sur X, le carré suivant :

π1(A,X, f, g, CA) //

∼
��

π1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u,C ′A)

∼
��

π1(A,X, f, g, PX) //

OO

π1(A′, X, f ◦ u, g ◦ u, PX)

OO

est commutatif. Ceci découle de la remarque suivante. Soit k : A // PX une homotopie à droite de f à g. Si

h : CA // X correspond à k via la correspondance t : CA // PX alors h ◦ v correspond à k ◦ u via la
correspondance t ◦ v. c.q.f.d
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Definition 4.1.37 — Lorsque la catégorie de modèles M est pointée, on notera simplement π1(A,X) le groupe
π1(A,X, ∗, ∗). On a ainsi un foncteur :

(4.3) π1(−,−) : Mop
c ×Mf

// Ens

Theoreme 4.1.38 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée. Le bifoncteur (4.3) se relève en un
bifoncteur :

(4.4) π1(−,−) : Ho(M)op ×Ho(M) // Ens

De plus, il existe un couple de foncteurs adjoints (Σ1,Ω1) : Ho(M) // Ho(M) et des isomorphismes fonctoriels
en A cofibrant et X fibrant :

homHo(M)(Σ1A,X) ' π1(A,X) ' homHo(M)(A,Ω1X)

Enfin, pour A cofibrant, l’objet Σ1A est canoniquement isomorphe (dans Ho(M)) au push-out du diagramme :

(4.5) A
∐
A //

��

CA

∗

L’énoncé dual est bien entendu vrai pour Ω1X.

Demonstration Pour A ∈ Ob(M) cofibrant, notons S1
A le push-out de (4.5). Le foncteur π1(A,−) : Mf

// Ens

s’identifie canoniquement à π0(S1
A,−) : Mf

// Ens . En effet, une homotopie CA // X de ∗ à ∗ est simplement

une flèche de S1
A vers X. De même une 2-homotopie correspond simplement à une homotopie entre flèches de SA vers

X.
On en déduit que π1(A,−) : Mf

// Ens envoie les équivalences faibles entre objets fibrants sur des isomor-
phismes. Dualement, π1(−, X) envoie les équivalences faibles entre objets cofibrants sur des isomorphismes. Ainsi,
π1(−,−) se relève en un bifoncteur :

Mop
c [W−1]×Mf [W−1] // Ens

Comme les foncteurs Mc[W−1] // Ho(M) et Mf [W−1] // Ho(M) sont des équivalences de catégories (voir
remarque 4.1.18), nous avons prouvé la première partie du théorème. Le reste découle formellement du lemme de
Yoneda et de l’isomorphisme π1(A,X) ' π0(S1

A, X) ' homHo(M)(S1
A, X) pour A cofibrant et X fibrant. c.q.f.d

Definition 4.1.39 — Pour une catégorie de modèles M pointée, l’endofoncteur Σ1 de Ho(M) est appelé le
foncteur de suspension. Son adjoint Ω1 est appelé le foncteur de cosuspension (ou encore de délaçage).

Proposition 4.1.40 — Soient e, f, g : A // X trois flèches de M avec A cofibrant et X fibrant. On a un
morphisme de composition fonctoriel et associatif :

π1(A,X, e, f)× π1(A,X, f, g) // π1(A,X, e, g)

De plus, les monoïdes π1(A,X, f, f) sont des groupes.
En particulier, si la catégorie de modèles M est pointée le foncteur π1(−,−) s’enrichit en un foncteur :

π1(−,−) : Ho(M)op ×Ho(M) // Grp

avec Grp la catégorie des groupes.

Demonstration Soient (CA, p, i0, i1) et (C ′A, p
′, i′0, i

′
1) deux cylindres sur A et (C ′′A, p

′′, i′′0 , i
′′
1) le cylindre composé où

C ′′A est le push-out de :

A
i′0 //

i1

��

C ′A

CA
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Étant donné une homotopie h : CA // X de e à f et une homotopie h′ : C ′A
// X de f à g, on définit

l’homotopie h′′ : C ′′A // X par h′′ = h ∪ h′. On vérifie facilement que cette construction fournit un accouplement
associatif et fonctoriel :

πg1(A,X, e, f)× πg1(A,X, f, g) // πg1(A,X, e, g)

dont les éléments neutres sont donnés par les classes des homotopies constantes f ◦p : CA // X dans π0(A,X, f, f).
Pour montrer que π1(A,X, f, f) est un groupe, il reste à construire des inverses. Si (CA, p, i0, i1) est un cylindre

sur A, on notera (C◦A, p, i1, i0) le cylindre symétrique avec C◦A = CA, On montrera que l’inverse d’une homotopie
h : CA // X dans π1(A,X, f, f, CA) est donné par h mais vue dans π1(A,X, f, f, C◦A). Il s’agit donc de voir que
l’homotopie de f vers f :

CA
∐
i1(A) CA

h∪h // X

est 2-homotope à l’homotopie constante.
Pour cela, considérons l’objet D obtenu par push-out du diagramme :

A
∐
A

i0∪i0 //

i0∪i1
��

d0∪d1

&&MMMMMMMMMMMM
CA
∐
i1(A) CA

��
CA // D

Le carré commutatif :

A
∐
A

i0∪i0 //

i0
‘
i1

��

CA
∐
i1(A) CA

��
CA

i0◦p // CA

fournit un morphisme D // CA qu’on factorise par :

D
u // R

v // CA

avec u une cofibration et v une fibration triviale. Si l’on compose la cofibration d0∪d1 par u, on obtient la cofibration :

r0 ∪ r1 : A
∐
A // R

faisant de R un cylindre sur A.
On obtient alors deux morphismes de cylindres : CA // R et CA

∐
i1(A) CA

// R . L’homotopie h◦v induit

par restriction suivant ces deux morphismes l’homotopie constante et l’homotopie composée h∪h. Le résultat découle
alors du lemme 4.1.36. c.q.f.d

On note trois corollaires de la proposition 4.1.40 :

Corollaire 4.1.41 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée. Pour tout objet X de M, l’objet
Σ1X (resp. Ω1X) est un cogroupe (resp. un groupe) de Ho(M). L’objet Σ2X (resp. Ω2X) est un cogroupe commutatif
(resp. un groupe commutatif) de Ho(M).

Demonstration L’assertion concernant Σ1 est claire. Montrons que le cogroupe G = Σ2(X) est commutatif. Re-
marquons pour cela que cet objet admet en fait deux structures de cogroupes. La première u : G // G

∐
G étant

la structure sur Σ1Z pour Z = Σ1X. La seconde v : G // G
∐
G étant la structure déduite de celle de Σ1X par

application de Σ1.
Il est clair que v est un morphisme de cogroupes pour la structure u. Ainsi pour tout objet B de M, les deux lois

de groupes ∗u et ∗v sur l’ensemble homHo(M)(G,B), déduites de u et v respectivement, vérifient l’identité :

(f1 ∗u f2) ∗v (g1 ∗u g2) = (f1 ∗v g1) ∗u (f2 ∗v g2)

Il est bien connu que cette identité implique que ∗u et ∗v sont égales et commutatives. c.q.f.d

Corollaire 4.1.42 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée. Si l’endofoncteur Σ1 est une
autoéquivalence de Ho(M), la catégorie Ho(M) est additive.
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Demonstration Lorsque Σ1 est une autoéquivalence de catégories, tout objet de Ho(M) est un groupe et un
cogroupe commutatif et toute flèche est compatible à cette structure. Il reste à montrer que X

∐
Y // X × Y est

un isomorphisme pour X, Y ∈ Ob(Ho(M)).
On définit une flèche X × Y // X

∐
Y en prenant la somme des deux flèches évidentes :

X × Y // X // X
∐
Y et X × Y // Y // X

∐
Y

On vérifie facilement que les composées :

X
∐
Y // X × Y // X

∐
Y et X ×X // X

∐
X // X ×X

sont des identités. c.q.f.d

Corollaire 4.1.43 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée. Soit (CA, p, i0, i1) un cylindre sur
A et τ : CA // CA une flèche au dessus de A permutant les extrémités. On a alors un diagramme commutatif
dans Ho(M) :

CA
∐
A
‘
A ∗

τ //

∼
��

CA
∐
A
‘
A ∗

∼
��

Σ1A
(−)−1

// Σ1A

où la flèche horizontale inférieure est l’inverse du cogroupe Σ1A et les flèches verticales sont l’identification canonique
du théorème 4.1.38 associée au choix du cylindre (CA, p, i0, i1).

Demonstration En effet, on peut voir τ comme un morphisme de cylindres :

τ : (CA, p, i0, i1) // (CA, p, i1, i0)

Le résultat découle alors du lemme 4.1.36 et de la construction de l’inverse dans le groupe π1(−,−) (voir la preuve de
la proposition 4.1.40). c.q.f.d

4.1.4 Triangulation de la catégorie homotopique
On fait la définition suivante :

Definition 4.1.44 — Une catégorie de modèles M est dite stable si la catégorie M est pointée et si le foncteur
de suspension Σ1 est une autoéquivalence de Ho(M).

Le but ce paragraphe est de montrer que la catégorie homotopique d’une catégorie de modèles stable admet
naturellement une structure de catégorie triangulée au sens de Verdier. On se contente ici de traiter le cas où M est
propre à gauche. La condition de propreté n’est nullement nécessaire si l’on suit la méthode de Hovey dans [Hov99].

Soit f : A // B une flèche de M. On appelle cofibre de f et l’on note Cof(f) le push-out :

A
f //

��

B

��
∗ // Cof(f)

Lorsque f est une cofibration, l’objet Cof(f) est cofibrant.

Definition 4.1.45 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée.
1- Soit f : A // B une flèche de M. Le cône de f relativement au cylindre (CA, p, i0, i1) est le push-out du

diagramme :

A
∐
A

f
‘
∗ //

��

B

α(f)

��
CA // Cone(f)

2- La cofibre de la cofibration B
α(f) // Cone(f) est canoniquement isomorphe à la cofibre de A

∐
A // CA .

Ainsi, lorsque A est cofibrant, le cylindre CA induit un isomorphisme dans Ho(M) entre Cof(α(f)) et Σ1A (voir le
théorème 4.1.38). On note alors ∂(f) : Cone(f) // Σ1(A) la flèche (de Ho(M)) ainsi obtenue.
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3- On appelle vrai triangle de cofibrations (de base f) un diagramme dans Ho(M) de la forme :

4(f, CA) : A
f // B

α(f) // Cone(f)
∂(f) // Σ1(A)

avec f une cofibration de source cofibrante. On appelle triangle de cofibrations tout triangle

U // V // W // Σ1U

dans Ho(M) isomorphe à un vrai triangle de cofibration.

Remarque 4.1.46 — Rappelons qu’un morphisme de triangles et un diagramme commutatif de la forme :

U //

u

��

V //

v

��

W //

w

��

Σ1U

Σ1u

��
U ′ // V ′ // W ′ // Σ1U ′

Lemme 4.1.47 — Soit f : A // B une cofibration de M avec A cofibrant. On se donne deux cylindres
(CA, p, i0, i1) et (C ′A, p

′, i′0, i
′
1) sur A. Les triangles 4(f, CA) et 4(f, C ′A) sont isomorphes dans Ho(M).

Demonstration En factorisant la flèche :

CA
∐
A
‘
A

C ′A // A

en une cofibration suivie d’une fibration triviale, on obtient un nouveau cylindre qui est le but de deux cofibrations
triviales de source CA et C ′A. On se ramène donc aux cas où il existe un morphisme de cylindres u : CA // C ′A
avec u une cofibration (forcément triviale).

On obtient dans ce cas une cofibration triviale Cone(f) // Cone′(f) avec Cone′(f) le cône de f relativement à
C ′A. La conclusion du lemme est maintenant claire. c.q.f.d

Avec les notations de la définition 4.1.45, on dispose d’un morphisme δ(f) : Cone(f) // Cof(f) qui s’insère
dans le diagramme à carrés cocartésiens :

A
i0 //

f

��

Cof(i1) //

��

∗

��
B // Cone(f)

δ(f) // Cof(f)

On a le lemme suivant :

Lemme 4.1.48 — Supposons que la catégorie de modèles M est pointée et propre à gauche. Si A est cofibrant et
f une cofibration, alors δ(f) est une équivalence faible.

Demonstration Comme i1 : A // CA est une cofibration triviale, il en est de même de ∗ // CA
∐
i1(A) ∗ .

Il vient que Cof(i1) // ∗ est une équivalence faible entre objets cofibrants. Le résultat découle de la propreté à

gauche appliquée à la cofibration Cof(i1) // Cone(f) . c.q.f.d

Theoreme 4.1.49 — On suppose que la catégorie de modèles M est stable et propre à gauche. Alors Ho(M) est
naturellement une catégorie triangulée, où le foncteur de suspension est donné par Σ1 et les triangles distingués par
les triangles de cofibrations.

Demonstration Il s’agit d’une vérification facile mais longue. Le lecteur pourra consulter [Hov99] pour plus de
détails. Les triangles : X X // ∗ // Σ1(X) sont des triangles de cofibrations. En effet, Cone(idX) est la

cofibre de i1 : X // CX qui est contractile (i.e., équivalente à ∗) pour X cofibrant.
Soit f une flèche de Ho(M). Quitte à la remplacer par une flèche isomorphe, on peut supposer qu’elle est l’image

d’une cofibration f̃ de source cofibrante. Le triangle de cofibrations associée à f̃ fournit un triangle de cofibrations
ayant f comme première arête.
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Soit un diagramme commutatif dans Ho(M) :

A
a //

f

��

B
b //

g

��

C
c //

��

Σ1A

Σ1(f)

��
A′

a′ // B′
b′ // C ′

c′ // Σ1A′

dont les lignes sont des triangles de cofibrations. Le carré de gauche est isomorphe à un carré provenant d’un carré
commutatif de cofibrations de M avec tous les sommets cofibrants. On peut alors supposer que notre diagramme est
l’image de :

A
a //

f

��

B
b //

g

��

Cone(a) c //

��

Σ1A

Σ1(f)

��
A′

a′ // B′
b′ // Cone(a′) c′ // Σ1A′

où les cônes sont pris relativement à des cylindres (CA, p, i0, i1) et (C ′A, p
′, i′0, i

′
1) munis d’une flèche u : CA // C ′A

telle que f ◦ p = p′ ◦ u, i′0 ◦ f = u ◦ i0 et i′1 ◦ f = u ◦ i1. Il est alors clair que la flèche u ∪ g : Cone(a) // Cone(a′)
convient.

De même, pour vérifier que la classe des triangles de cofibrations est stable par rotation à droite, on peut considérer
le cas d’un vrai triangle de cofibrations :

A
f // B

α(f) //// Cone(f)
∂(f) // Σ1A

avec f une cofibration entre objets cofibrants. Il suffit alors de vérifier que le diagramme de Ho(M) :

B
α(f) // Cone(f)

α(α(f))// Cone(α(f))
∂(α(f))//

δ(α(f))

��

Σ1B

B
α(f) // Cone(f)

∂(f) //// Σ1A
−Σ1(f) // Σ1B

est commutatif puisque δ(α(f)) est inversible par le lemme 4.1.48. Seul la commutation du carré de droite est non
évidente. En choisissant convenablement les cylindres, on obtient la factorisation suivante qui nous ramène au cas où
f = id :

Cone(α(f)) //

δ(α(f))

��

Cone(α(idB))
∂(α(idB)) //

δ(α(idB))

��

Σ1B

Σ1A
Σ1(f) // Σ1B

−id // Σ1B

Ce cas sera traité dans le lemme 4.1.50 ci-dessous.
L’axiome de l’octaèdre est également facile. Soit X

u // Y
v // Z une paire de flèches de Ho(M). On peut

supposer qu’il s’agit d’une paire de de cofibrations de M avec X cofibrant. En choisissant convenablement les cylindres,
on obtient un diagramme commutatif dans Ho(M) :

X
u // Y

v

��

// Cone(u) //

r

��

Σ1(X)

X
vu //

��

Z //

��

Cone(vu) //

��

Σ1(X)

��
Cone(idX) //

��

Cone(v) //

��

Cone(r) //

��

Cone(idΣ1X)

��
Σ1X // Σ1Y // Σ1Cone(u) // Σ1Σ1X

Il suffit de vérifier que la flèche Cone(v) // Cone(r) est une équivalence faible. Par le lemme 4.1.48, cette flèche

est isomorphe dans Ho(M) à Cof(v) // Cof(r) . Cette dernière est un isomorphisme dans M. c.q.f.d
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Lemme 4.1.50 — On suppose que la catégorie de modèles M est stable et propre à gauche. Soit X un objet
cofibrant de M. Le triangle suivant est commutatif dans Ho(M) :

Cone(α(idX))
∂(α(idX))

&&MMMMMMMMMM
δ(α(idX))

��
Σ1X

−id
// Σ1X

Demonstration Soit (CX , p, i0, i1) un cylindre sur X. L’objet Cone(α(idX)) s’identifie canoniquement à :CX ∐
i1(X)

∗

 ∐
i0(X)

CX ∐
i1(X)

∗


Notons F1 et F2 les deux inclusions évidentes :CX ∐

i1(X)

∗

 ⊂
CX ∐

i1(X)

∗

 ∐
i0(X)

CX ∐
i1(X)

∗


Les deux flèches ∂(α(idX)) et δ(α(idX)) s’identifient donc à :

Cone(α(idX)) // Cone(α(idX))
∐
Fi
∗ ' Σ1(X)

Si l’on note τ l’automorphisme de Cone(α(idX)) qui permute les facteurs F1 et F2 on obtient alors un triangle
commutatif :

Cone(α(idX)) τ //

δ(α(idX)) ((QQQQQQQQQQQQQ
Cone(α(idX))

∂(α(idX))

��
Σ1X

Ainsi pour conclure, il suffit de montrer que l’image de τ dans Ho(M) est égale à −id.
Pour cela, on peut remarquer que Cone(α(idX)) est un modèle de Σ1X obtenue via le théorème 4.1.38 à l’aide du

cylindre :
C ′X = CX

∐
i1(X)

CX

L’automorphisme τ permute les cofibrations triviales structurales X // C ′X . Ainsi l’image de τ dans Ho(M)

correspond bien à l’inverse du cogroupe Σ1X par le corollaire 4.1.43. Comme M est stable, l’inverse du cogroupe Σ1X
est donné par −id. c.q.f.d

Lemme 4.1.51 — Soit une adjonction de Quillen (F,G) : M // N entre deux catégories de modèles stables
et propres à gauche. Alors, LF et RG sont des foncteurs triangulés.

Demonstration En vue du lemme 2.1.23, il suffit de traiter LF . Mais il est clair que F commute à Cone et Σ1

puisqu’il préserve les cylindres sur les objets cofibrants (voir le lemme 4.1.25). c.q.f.d

Remarque 4.1.52 — Si la catégorie de modèles M est stable et propre à droite, notre construction fournit une
structure de catégorie triangulée sur Ho(Mop). En passant à la catégorie triangulée opposée, on obtient une structure
de catégorie triangulée sur Ho(M) dont les triangles distingués sont donnés par les triangles de fibrations (notion
duale de celle de triangles de cofibrations).

Ainsi, si M est propre à gauche et à droite, on a à priori deux structures de catégories triangulées sur Ho(M). On
peut montrer (voir Hovey [Hov99]) que ces deux structures coïncident.

En vue des vérifications des axiomes des dérivateurs triangulés, on est ramené à étudier les carrés cartésiens et
cocartésiens dans une catégorie de modèles pointée et stable. Pour cela, nous aurons besoin d’introduire les structures
de modèles de Reedy sur certains diagrammes à valeurs dans M. On traitera uniquement le cas des diagrammes indexés
par des ensembles ordonnés finis. Pour le cas général, le lecteur pourra consulter [Hir03].

Proposition 4.1.53 — Soient (I,≤) un ensemble ordonné fini et M une catégorie de modèles. On note
HOM(I,M) la catégorie des I-diagrammes dans M. On définit une structure de catégorie de modèles sur HOM(I,M)
en appelant un morphisme de I-diagrammes (fi)i∈I : (Ai)i∈I

// (Bi)i∈I :
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– une équivalence faible lorsque chaque fi est une équivalence faible,
– une cofibration lorsque pour tout i la flèche :

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iBe // Bi

est une cofibration,
– une fibration lorsque pour tout i la flèche fi est une fibration.

Demonstration On raisonne par récurrence sur le cardinal de l’ensemble I. Ceci est utile pour l’étape 1 de la preuve :
Étape 1 : On montre dans cette étape qu’une flèche (fi)i∈I est une cofibration triviale si et seulement si :

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iBe // Bi

est une cofibration triviale pour tout i.
La condition est nécessaire. En effet, comme I<i = {e ∈ I; e < i} est un ensemble ordonné de cardinal strictement

plus petit que celui de I, le foncteur
Colime<i : HOM(I<i,M) //M

est un foncteur de Quillen à gauche. Il vient que Colime<iAe // Colime<iBe est une cofibration triviale. Il en est
de même de son push-out (par le corollaire 4.1.6) :

Ai // Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iBe

On conclut à l’aide de l’axiome (MC2).
La condition est suffisante. On raisonne par récurrence sur i ∈ I. Si Ae // Be est une équivalence faible pour

tout e < i alors (fe)e<i est une cofibration triviale. Il en est de même de Colime<iAe // Colime<iBe ainsi que ses
push-out. On conclut encore une fois à l’aide de l’axiome (MC2).
Étape 2 : Vérifions l’axiome (MC4). En le fera uniquement pour les cofibrations et fibrations triviales. L’autre cas se
traite par la même méthode en présence du résultat de l’étape 1.

On suppose donné un diagramme commutatif :

(Ai)i∈I
//

(ai)

��

(Xi)i∈I

(fi)

��
(Bi)i∈I

// (Yi)i∈I

Soit J ⊂ I un sous-ensemble maximal tel que :
– un relèvement partiel r : (Bj)j∈J

// (Xj)j∈J existe,
– si i ≤ j avec j ∈ J alors i ∈ J.

On va montrer que J = I. Supposons le contraire. Soit i ∈ I\J un élément minimal. On va montrer que l’on peut
étendre r à J ∪ {i}. Pour cela, on considère le carré commutatif :(

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iXe

)
//

��

Xi

��
(
Bi

∐
Colime<iBe

Colime<iXe

)
// Yi

La flèche verticale de droite est bien une cofibration puisque c’est le push-out de la cofibration :

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iBe // Bi

suivant la flèche :

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iBe
id∪Colime<ir // Ai

∐
Colime<iAe

Colime<iXe
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On déduit donc un relèvement qui fournit un morphisme ri : Bi // Xi . On vérifie facilement qu’il est compatible
aux rj pour j ∈ J. Ceci contredit la maximalité de J.

Étape 3 : On considère maintenant l’axiome (MC5). On traite uniquement la première partie (la seconde partie se
traite par la même méthode en présence du résultat de l’étape 1). Soit (fi)i∈I : (Ai)i∈I

// (Bi)i∈I une flèche dans
HOM(I,M). On procède comme pour l’étape 2. Soit J ⊂ I un sous-ensemble maximal vérifiant :

– il existe une factorisation partielle fj = cj ◦ pj avec (cj)j∈J une cofibration et (pj)j∈J une fibration triviale,
– si i ≤ j avec j ∈ J alors i ∈ J.

Supposons que J 6= I. Soit i ∈ I−J minimal. Notons Ce le but de ce pour e < i. On choisit par (MC5) une factorisation
de la flèche évidente :

Ai
∐

Colime<iAe

Colime<iCe // Ci // Bi

en une cofibration suivie d’une fibration triviale. Il est alors facile de voir que les flèches ci : Ai // Ci et pi :

Ci // Bi permettent d’étendre la factorisation partielle à J ∪ {i}. Ceci contredit la maximalité de J. c.q.f.d

Remarque 4.1.54 — La preuve de la proposition 4.1.53 s’étend facilement au cas où l’ensemble ordonné I est
remplacé par un ordinal. Il suffit en effet de remplacer la récurrence sur le cardinal de I par la récurrence transfinie
sur les ordinaux.

Rappelons que (resp. ) désigne la sous-catégorie pleine de = 1 × 1 dont les objets sont Ob( ) − {(0, 0)}
(resp. Ob( )− {(1, 1)}).

Pour une catégorie de modèles M, on notera (M) la catégorie HOM(( )op,M) munie de sa structure de Reedy
(voir la proposition 4.1.53) associée à l’ensemble ordonné ( )op. Ainsi, les objets de (M) sont les diagrammes de la
forme :

A //

��

B

C

que l’on notera pour abréger (A→ B|C). Une flèche (A→ B|C) // (A′ → B′|C ′) est donc une cofibration lorsque
les flèches suivantes :

A // A′ , B
∐
AA
′ // B′ et C

∐
AA
′ // C ′

sont des cofibrations de M.
On notera également (M) la catégorie HOM(( )op,M). Cette catégorie sera munie de la structure de modèles

opposée de la structure de modèles de Reedy (voir la proposition 4.1.53) sur (HOM(( )op,M))op = HOM( ,Mop)
associée à l’ensemble ordonné . Ainsi, les objets de (M) sont les diagrammes :

B

��
C // A

que l’on notera pour abréger (B|C → A). Une flèche (B|C → A) // (B′|C ′ → A′) est donc une fibration lorsque
les flèches suivantes :

A // A′ , B′ // B ×A A′ et C ′ // C ×A A′

sont des fibrations de M.
Remarquons que si M est stable (resp. propre à gauche) il en est de même de (M) et (M).
On dispose d’une adjonction de Quillen :

(F,G) : (M) // (M)

avec F (resp. G) le foncteur qui à un diagramme :

A //

��

C

B

(resp. C

��
B // A

)
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associe le diagramme :
C

��
B // B

∐
A C

(resp. B ×A C //

��

C

B

)

On déduit alors un couple de foncteurs adjoints :

(LF,RG) : Ho( (M)) // Ho( (M))

qui sont triangulés lorsque M est stable et propre à gauche.

Proposition 4.1.55 — Soit M une catégorie de modèles stable et propre à gauche. Alors l’adjonction (F,G) est
une équivalence de Quillen.

Demonstration On montre uniquement que l’unité id // RG ◦ LF est inversible. Le fait que la counité est
inversible se démontre par la même méthode.

On utilisera le fait que Ho( M) est triangulée. Un objet (A→ B|C) :

A //

��

B

C

s’inscrit dans un triangle distingué :

(∗ → B|∗)⊕ (∗ → ∗|C) // (A→ B|C) // (A→ ∗|∗) //

Il suffit donc de traiter les cas où seulement l’un des trois objets A, B et C est non-nul.
Premier cas : B = C = ∗. Soit a le foncteur qui à un objet A de M associe le diagramme :

A //

��

∗

∗

et b le foncteur qui à un diagramme :
B

��
C // D

associe D. Comme a et b préservent les équivalences faibles, ils se dérivent trivialement. La composée :

Ho(M) a // Ho( M) LF // Ho( M) b // Ho(M)

coïncide avec Σ1 qui est une équivalence. Il est immédiat à partir de là, de voir que l’unité de (LF,RG) appliquée à
(A→ ∗|∗) coïncide avec :

(A→ ∗|∗) // (Ω1Σ1(A)→ ∗|∗)

qui est bien inversible.
Second cas : A = B = 0. Il s’agit de voir pour C cofibrant que la limite homotopique du digramme :

C

∗ // C

est contractile. Ceci est évident. c.q.f.d

Le résultat suivant est maintenant clair :
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Theoreme 4.1.56 — Soit M une catégorie de modèles stable et propre à gauche. Alors, un carré :

A //

��

B

��
C // D

est homotopiquement cocartésien si et seulement si il est homotopiquement cartésien.

Pour terminer, nous vérifions que la catégorie homotopique associée à une catégorie de modèles monoïdale, stable
et propre à gauche est une catégorie triangulée monoïdale au sens de la definition 2.1.148. Ceci découlera du lemme
4.1.58. Rappelons d’abord la définition d’une catégorie de modèles monoïdale (voir [Hov99]) :

Definition 4.1.57 — Une catégorie de modèles monoïdale (M,⊗) est une catégorie de modèles munie d’une
structure monoïdale fermée à droite et à gauche (au sens de la définition 2.1.119) vérifiant l’axiome suivant :

(MMC) Soient f : A // B et g : U // V deux cofibrations de M. Alors le morphisme évident :

f�g : A⊗ V
∐
A⊗U

B ⊗ U // B ⊗ V

est une cofibration qui est une équivalence faible lorsque f ou g est une équivalence faible.
On dit que M est symétrique lorsque la catégorie monoïdale sous-jacente est également munie d’un isomorphisme de
symétrie. On dit que M est unitaire si la catégorie monoïdale sous-jacente est munie d’un objet unité qui est cofibrant.

Pour A un objet cofibrant, les foncteurs A⊗− et −⊗A sont des foncteurs de Quillen à gauche. On déduit du lemme
4.1.26 que le bifoncteur − ⊗ − préserve les équivalences faibles entre objets cofibrants. Il admet par la proposition

4.1.22 un foncteur dérivé à gauche −
L
⊗− qui fait de Ho(M) une catégorie monoïdale fermée à gauche et à droite (voir

[Hov99] pour plus de détails).

Lemme 4.1.58 — Soit M une catégorie de modèles monoïdale symétrique et unitaire. On note 1 l’objet unité

de M. Supposons que M est pointée. Alors le foncteur Σ1 est canoniquement isomorphe à (Σ11)
L
⊗ −. De plus, la

permutation des facteurs :

(4.6) τ : (Σ11)
L
⊗ (Σ11) // (Σ11)

L
⊗ (Σ11)

est égale à l’inverse du cogroupe commutatif Σ21 modulo l’identification Σ1(Σ11) ' Σ11
L
⊗ Σ11.

Si en plus M est stable et propre à gauche, alors Ho(M) est une catégorie monoïdale triangulée au sens de la
définition 2.1.148.

Demonstration Si (C, p, i0, i1) est un cylindre sur 1, alors pour tout objet cofibrant A de M, le quadruplet (C ⊗

A, p⊗ id, i0⊗ id, i1⊗ id) est un cylindre sur 1⊗A ' A. L’isomorphisme Σ1 ' Σ11
L
⊗− découle alors du théorème 4.1.38

appliqué à ce cylindre. Par ⊗-dualité, on a également un isomorphisme Σ1 ' −
L
⊗ Σ11. Il est clair que la composée :

Σ1 ' Σ11
L
⊗− // −

L
⊗Σ11 ' Σ1

est l’identité. En effet, elle correspond à l’isomorphisme de cylindres C ⊗A ' A⊗ C pour A cofibrant dans M.
Montrons que la flèche (4.6) est égale à −id. On fixe un cylindre (C, p, i0, i1) sur 1. On dispose alors de quatre

cylindres isomorphes :
C ⊗ i0(1), C ⊗ i1(1), i0(1)⊗ C et i1(1)⊗ C

ainsi que des morphismes évident vers C ⊗ C. La permutation τ envoie C ⊗ i0(1) sur i0(1) ⊗ C et C ⊗ i1(1) sur
i1(1)⊗ C.

On définit deux cylindres C01 et C01 par :

C01 = (i0(1)⊗ C)
∐

i0(1)⊗i1(1)

(C ⊗ i1(1)) et C01 = (i1(1)⊗ C)
∐

i1(1)⊗i0(1)

(C ⊗ i0(1))

Par l’axiome (MMC), on dispose de deux cofibrations triviales :

a01 : C01
// C ⊗ C et a10 : C10

// C ⊗ C

permutées par τ .
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Notons D = C01

∐
i0(1)⊗i0(1) C10. C’est naturellement un cylindre sur 1. On a encore une cofibration :

d : D
∐

i1(1)⊗i1(1)
‘
i1(1)⊗i1(1)

∗ // C ⊗ C
∐

i1(1)⊗i1(1)

∗

dont le but est contractile. De plus, la cofibre de d est égale à Σ11⊗Σ11. On dispose donc d’un isomorphisme naturel
entre Σ11⊗ Σ11 et :

Cone(D
∐

i1(1)⊗i1(1)
‘
i1(1)⊗i1(1)

∗ // ∗ )

On est ainsi ramené à montrer que τ opère (à homotopie près) par −id sur D
∐

1
‘
1 ∗ = Σ11. Ceci découle du corollaire

4.1.43 et le fait que τ permute les extrémités du cylindre D.
Montrons finalement que lorsque M est stable, Ho(M) est bien une catégorie monoïdale symétrique. Pour A un

objet cofibrant de M, les foncteurs −⊗A et A⊗− sont des foncteurs de Quillen à gauche. Il vient que leurs foncteurs

dérivés −
L
⊗ A et A

L
⊗− sont des foncteurs triangulés. Ceci fournit les isomorphismes sg et sd de la définition 2.1.148

et prouve la première propriété.

D’autre part, modulo l’identification Σ1 ' Σ11
L
⊗ −, l’isomorphisme sg : Σ1A

L
⊗ B ' Σ1(A

L
⊗ B) est simplement

l’isomorphisme d’associativité : (Σ11
L
⊗A)

L
⊗B ∼ // Σ11

L
⊗ (A

L
⊗B). Dualemement, modulo l’identification Σ1 ' −

L
⊗

Σ11, l’isomorphismes sd : A
L
⊗Σ1B ' Σ1(A

L
⊗B) est l’isomorphisme d’associativité : A

L
⊗(B

L
⊗Σ11) ∼ // (A

L
⊗B)

L
⊗Σ11.

Étant donné que les deux identifications Σ1 ' Σ11
L
⊗− et Σ1 ' −

L
⊗Σ11 diffèrent par l’isomorphisme de commutation,

on voit que modulo Σ1 ' (Σ11)
L
⊗−, l’isomorphisme sd est la composée :

A
L
⊗ (Σ11

L
⊗B) ∼ // (A

L
⊗ Σ11)

L
⊗B ∼ // (Σ1

L
⊗A)

L
⊗B ∼ // Σ1

L
⊗ (A

L
⊗B)

Ainsi, si l’on utilise l’identification Σ1 ' Σ11
L
⊗−, on voit que l’anticommutativité du carré :(

Σ1A
L
⊗ Σ1B

)
//

��

Σ1

(
Σ1A

L
⊗B

)

��

Σ1

(
A

L
⊗ Σ1B

)
// Σ1Σ1

(
A

L
⊗B

)
équivaut à l’anticommutativité du diagramme :

(Σ11⊗A)⊗ (Σ11⊗B) ∼ //

∼
��

((Σ11⊗A)⊗ Σ11)⊗B τ // (Σ11⊗ (Σ11⊗A))⊗B ∼ // (Σ11⊗ Σ11)⊗ (A⊗B)

Σ11⊗ (A⊗ (Σ11⊗B)) ∼ // Σ11⊗ ((A⊗ Σ11)⊗B) τ // Σ11((Σ11⊗A)⊗B) ∼ // (Σ11⊗ Σ11)⊗ (A⊗B)

Étant donné que les deux composées possibles de ce diagramme diffèrent par l’isomorphisme de commutation :

(Σ11⊗ Σ11)⊗ (A⊗B)
τ⊗idA⊗B // (Σ11⊗ Σ11)⊗ (A⊗B)

le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

4.2 Catégories de modèles II : accessibilité et localisation

On introduit ici la classe des catégories de modèles présentables par cofibrations. Cette classe contient tous les
exemples que l’on rencontrera. On démontre ensuite un théorème de localisation pour ces catégories de modèles qui
sera plus ou moins un cas particulier du théorème de localisation de Hirschhorn [Hir03]. On commence par la notion
clef d’accessibilité.
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4.2.1 Accessibilité

Nous dirons qu’une catégorie J est pseudo-discrète s’il existe deux sous-catégories pleines et discrètes J0 et J1 avec
Ob(J) = Ob(J0) ∪ Ob(J1) et telles que hom(j1, j0) = ∅ pour tout (j0, j1) ∈ Ob(J0) × Ob(J1). Notons qu’une telle
catégorie est un objet projectif dans la catégorie des petites catégories dans le sens qu’un relèvement r existe :

D

p

��
J //

r

@@

C

si le foncteur p est surjectif sur les objets et induit des surjections homD(A,B) // homC(p(A), p(B)) pour tout A
et B dans D.

Par le cardinal d’une petite catégorie K, on entend le cardinal de l’ensemble Fl(K). On fait la définition suivante :

Definition 4.2.1 — Soit α un cardinal (non nécessairement infini). Une catégorie I est dite α-filtrante si elle
est non vide et si pour tout foncteur P : J // I avec J pseudo-discrète et de cardinal inférieur ou égal à α, il existe
i ∈ Ob(I) tel que l’ensemble :

Lim
j∈Ob(J)

homI(P (j), i)

est non vide. Si E est un ensemble ordonné dont la catégorie associée est α-filtrante, on parlera alors d’ensemble
ordonné α-filtrant.

Remarque 4.2.2 — Une catégorie α-filtrante est β-filtrante pour tout cardinal β ≤ α. Toute catégorie non vide
est clairement 0-filtrante et 1-filtrante. Une catégorie non vide I est 2-filtrante si et seulemment si pour tout couple
d’objets (A,B) ∈ Ob(I)2, il existe un troisième objet C tel que les ensembles homI(A,C) et homI(B,C) soient non
vides. En faisant la liste des catégories pseudo-discrètes de cardinal 3 et 4, on voit immédiatement les équivalences
entre les notions :

2-filtrante ks +3 3-filtrante ks +3 4-filtrante

Une catégorie est 5-filtrante si et seulement si elle est filtrante au sens de [SGA 4]. On vérfie également que pour tout
entier naturel n ≥ 5 la notion de n-filtrante est équivalente à 5-filtrante et donc aussi à filtrante.

Remarquons enfin que pour les ensembles ordonnés la situation se simplifie. En effet, un ensemble ordonné est
filtrant si et seulement si il est 2-filtrant.

Voici quelques exemples de catégories α-filtrantes :

Exemple 4.2.3 — 1- Une catégorie admettant un objet final est α-filtrante pour tout cardinal α.
2- Soit I une catégorie admettant des colimites suivant les catégories pseudo-discrètes J avec card(Fl(J)) ≤ α. Alors

I est α-filtrante.
3- Soit un foncteur I // K induisant des surjections sur les objets et les flèches entre objets. Si I est α-

filtrante, il en est de même de K. Ceci découle immédiatement du fait que les catégories pseudo-discrètes sont des
objets "projectifs" dans la catégorie des catégories.

4- Soit α un cardinal. Alors tout cardinal γ > α vu comme ordinal1 est α-filtrant.

On a le lemme fort utile suivant :

Lemme 4.2.4 — On fixe un cardinal α et un ordinal limite λ plus petit ou égal au cardinal infini successeur de
α. Soient K une petite catégorie de cardinal inférieur ou égal à α et un foncteur :

E : K // OrdEns

avec OrdEns la catégorie des ensembles ordonnés et des applications croissantes. On suppose les propriétés suivantes
satisfaites :

– pour tout k ∈ Ob(K), l’ensemble ordonné E(k) est α-filtrant et admet les colimites indexées par λ,
– pour tout k1 → k2 ∈ Fl(K), l’application E(k1) // E(k2) est cofinale et commute aux λ-colimites.

Alors l’inclusion évidente LimKE // ∏
k∈Ob(K) E(k) est cofinale. En particlier, l’ensemble LimKE est non vide.

Demonstration Lorsque α = 0 ou 1, il n’y a rien à démontrer. On supposera dans la suite que α ≥ 2. Les ensembles
ordonnés E(−) sont donc filtrants au sens de [SGA 4].

1Rappelons qu’un cardinal est, par définition, le plus petit ordinal λ dans une classe d’équipotence.
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On se donne une famille (ek)k∈Ob(K) ∈
∏
k∈Ob(K) E(k) que l’on majorera par un élément de LimKE. On pose pour

cela e0,k = ek pour k ∈ Ob(K) et on construit par récurrence transfinie une suite croissante de familles (eν,k)k∈Ob(K) ∈∏
k∈Ob(K) E(k) pour ν ∈ λ de la manière suivante.
Soit ν ∈ λ et supposons que pour tout µ ∈ ν, les éléments eµ,k sont construits. Comme µ ∈ λ, son cardinal est

strictement inférieur à celui du cardinal infini successeur de α. Il vient que le cardinal de µ est inférieur ou égal à α
(resp. est fini) si α est infini (resp. α est fini).

Soit k ∈ Ob(K). Les éléments de la forme E(k′ → k)(eµ,k′) forment une partie de cardinal inférieur à α (resp. de
cardinal fini). Comme E(k) est α-filtrant, on peut choisir un élément mν,k ∈ E(k) qui majore tous les E(k′ → k)(eµ,k′).

D’autre part, pour tout k → k′′ ∈ Fl(K) et µ ∈ ν, on peut trouver, par cofinalité du foncteur E(k → k′′), un
élémemt nµ,k→k′′ ∈ E(k) tel que eµ,k′′ ≤ E(k → k′′)(nµ,k→k′′). La famille des nµ,k→k′′ étant de cardinal inférieur à α
(resp. de cardinal fini), on peut trouver pν,k ∈ E(k) qui majore tous les nµ,k→k′′ . On prendra pour eν,k un majorant
commun à mν,k et pν,k.

Ainsi par construction, la propriété suivante est vérifiée :
(A) Pour tout k1 → k2 ∈ Fl(K) et µ ∈ ν ∈ λ on a eν,k2 ≥ E(k1 → k2)(eµ,k1) et E(k1 → k2)(eν,k1) ≥ eµ,k2 .

On pose alors e′k = Colimν∈λeν,k. Pour k1 → k2 ∈ Fl(K), on déduit de (A) les inégalités suivantes :

e′k2
= Colimν∈λeν,k2 ≤ Colimν∈λE(k1 → k2)(eν,k1) ≤ Colimν∈λeν,k2 = e′k2

E(k1 → k2)e′k1

Ceci montre que e′k2
= E(k1 → k2)(e′k1

). En d’autres termes, la famille (e′k)k∈Ob(K) est un élément de LimKE. c.q.f.d

Definition 4.2.5 — 1- Un foncteur F : A // B entre catégories admettant des petites colimites est dit
α-accessible s’il commute aux colimites suivant les petites catégories α-filtrantes.

2- Un objet A ∈ Ob(A) est dit α-accessible si le foncteur homA(A,−) est α-accessible.

Lorsque le cardinal α dans la définition 4.2.5 est fini et plus grand que 5, nous dirons finiment accessible au lieu
de α-accessible (ceci étant indépendant de α par la remarque 4.2.2). Nous réserverons l’adjectif accessible pour les
foncteurs ou objets qui sont α-accessibles pour un certain cardinal α. On a le lemme bien-connu (voir [SGA 4]) :

Lemme 4.2.6 — On suppose le cardinal α supérieur ou égal à 5. Soit K une catégorie de cardinal inférieur ou
égal à α. Alors le foncteur :

LimK : HOM(K,Ens) // Ens

est α-accessible.

Demonstration Pour tout foncteur F : K // Ens , on a une suite exacte d’ensembles :

LimKF //

( ∏
k∈Ob(K)

F (k)

)
////

( ∏
k1→k2∈Fl(K)

F (k2)

)

Puisque α ≥ 5, une catégorie α-filtrante est filtrante au sens de [SGA 4]. Comme les colimites filtrantes commutent
aux limites finies dans Ens, on est ramené à montrer que le produit direct suivant un ensemble de cardinal inférieur
ou égal à α est α-accessible.

Soient E un ensemble de cardinal inférieur ou égal à α et (De)e∈E : I // Ens une famille de foncteurs avec I

une petite catégorie α-filtrante. Il s’agit de montrer que l’application canonique :

Colim
i∈I

∏
e∈E

De(i) //
∏
e∈E

Colim
i∈I

De(i)

est bijective.
Pour la surjectivité, on se donne une famille d’éléments be ∈ Colimi∈IDe(i). Pour chaque e, il existe ie ∈ Ob(I)

tel que be est représenté par un élément b′e ∈ De(ie). Comme I est α-filtrante, on peut choisir k ∈ Ob(I) et des
flèches ie → k. Les éléments be sont également représentés par b′′e = De(ie → k)(b′e) ∈ De(k). Ainsi, la famille
(b′′e )e∈E ∈

∏
e∈E De(k) fournit un antécédent de (be)e∈E .

L’injectivité se traite de manière similaire. Soient (ue)e∈E ∈
∏
e∈E De(i) et (ve)e∈E ∈

∏
e∈E De(j) deux familles

ayant la même classe dans
∏
e∈E ColimIDe. Pour tout e ∈ E, il existe des flèches i→ ke et j → ke telles que :

De(i→ ke)(ue) = De(j → ke)(ve)
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Comme I est α-filtrante, il existe l ∈ Ob(I) et des flèches ke → l. On peut donc supposer que ke = l. Ainsi, pour tout
e ∈ E, on a des flèches fe : i → l et ge : j → l telles que De(fe)(ue) = De(ge)(ve). Comme α ≥ 5, la catégorie I est
également (2α+ 3)-filtrante. On peut donc trouver une flèche h : l→ l′ qui égalise les fe et les ge. On note f ′ = h ◦ fe
et g′ = h ◦ ge. On a alors De(f ′)(ue) = De(g′)(ve). Ceci montre que les classes de (ue)e∈E et (ve)e∈E coïncident dans
ColimI

∏
e∈E De. L’injectivité est prouvée. c.q.f.d

Corollaire 4.2.7 — On suppsose le cardinal α supérieur ou égal à 5. On se donne une catégorie C admettant
les petites colimites. Soient K une catégorie de cardinal inférieur ou égal à α et F : K // C un foncteur tel que
F (k) est un objet α-accessible pour tout k ∈ Ob(K). Alors, l’objet ColimKF est encore α-accessible.

Demonstration En effet, pour toute petite catégorie α-filtrante I on a des isomorphismes :

homC(ColimKF,ColimIG) ' Limk∈Ob(K) homC(F (k),ColimIG) ' Limk∈Ob(K)Colimi∈Ob(I) homC(F (k), G(i))

Or par le lemme 4.2.6, le membre de droite est isomorphe à :

Colimi∈Ob(I)Limk∈Ob(K) homC(F (k), G(i)) ' Colimi∈Ob(I) homC(ColimKF,G(i))

Le corollaire est prouvé. c.q.f.d

On peut utiliser le corollaire 4.2.7 pour fournir un premier exemple d’objets α-accessibles :

Exemple 4.2.8 — On suppose que α est infini. Soit E un ensemble. Alors E est un objet α-accessible de Ens si
et seulement si, son cardinal est inférieur ou égal à α. La condition est suffisante d’après le corollaire 4.2.7 puisque
E '

∐
e∈E{e} et que les singletons sont évidemment 0-accessibles.

Pour voir qu’elle est nécessaire, considérons l’ensemble Pα(E) des parties de E de cardinal inférieur ou égal à α. Cet
ensemble ordonné par l’inclusion est α-filtrant (on utilise ici que α×α est équipotent à α) et l’on a E = ColimA∈Pα(E)A.
Lorsque E est α-accessible, l’identité de E se factorise à travers un élément de Pα(E). Ceci montre que E ∈ Pα(E).

On montre de même que l’ensemble E est finiment accessible si et seulement si son cardinal est fini.

Proposition 4.2.9 — Soit (F,G) : C // D une adjonction entre deux catégories admettant les petites
colimites. On suppose que G est α-accessible. Alors le foncteur F envoie les objets α-accessibles sur des objets α-
accessibles.

Demonstration En effet, soit A un objet α-accessible de C. Pour vérifier que F (A) est encore α-accessible, on se
donne un foncteur B : I // D avec I une petite catégorie α-filtrante. On a alors des isomorphismes :

homD(F (A),Colimi∈Ob(I)B(i)) ' homC(A,G(Colimi∈Ob(I)B(i))) ' homC(A,Colimi∈Ob(I)G(B(i)))

' Colimi∈Ob(I) homC(A,G(B(i))) ' Colimi∈Ob(I) homD(F (A), B(i))

D’où le résultat. c.q.f.d

Rappelons qu’un monomorphisme dans une catégorie C est une flèche a telle que l’application hom(X, a) est
injective pour tout objet X. Supposons que C admet les coproduits finis. Une flèche dont tous les push-out sont des
monomorphismes est appelée un monomorphisme universel. Le lemme suivant nous sera utile dans la suite :

Lemme 4.2.10 — Soit C une catégorie admettant les petites colimites. On suppose que les limites finies existent
dans C et qu’elles commutent aux colimites filtrantes.

Soient I une catégorie filtrante et t : F // G une transformation naturelle entre deux foncteurs F,G :
I // C . On suppose que pour tout i ∈ Ob(I), la flèche t(i) : F (i) // G(i) est un monomorphisme univer-
sel. Alors la flèche :

t : ColimIF // ColimIG

est encore un monomorphisme universel.

Demonstration Notons A = ColimIF . Soient F ′ : I // C le foncteur constant de valeur A et G′ : I // C le
foncteur donné par G′(i) = A

∐
F (i)G(i). On a alors un isomorphisme canonique ColimIG = ColimIG

′. De plus, pour
tout i ∈ Ob(I) la flèche A // G′(i) est un monomorphisme universel. Il suffit donc de traiter le cas des foncteurs
F ′ et G′.

En d’autres termes, on peut supposer que le foncteur F est constant de valeur A. On notera B la colimite de
G. Étant donné qu’un co-changement de base suivant A // A′ ne changera pas nos hypothèses, on se contentera
montrer que A // B est un monomorphisme sans se soucier de l’universalité.
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Soient U ∈ Ob(C) et f, g : U //// A deux flèches telles que t◦f = t◦g. On veut montrer que f = g. On considère
les égalisateurs :

E = Eq

(
U

g
//

f //
A

)
et E(i) = Eq

(
U

g◦t(i)
//

f◦t(i) //
B(i)

)
Comme les limites commutent aux colimites filtrantes, on déduit que ColimIE(i) = U . Mais puisque les flèches t(i) sont
des monomorphismes, la flèche canonique E // E(i) est inversible. Ceci montre que E = U . On a donc l’égalité
f = g. c.q.f.d

Definition 4.2.11 — Soit B un objet d’une catégorie C. On note Sub(B) ⊂ C/B la sous-catégorie pleine dont
les objets sont les monomorphismes a : A // B . Nous abuserons parfois et dirons que A est un sous-objet de B.

Supposons que C admet les petites colimites et soit α un cardinal. On notera Subα(B) la sous-catégorie pleine
formée des monomorphismes de sources α-accessibles.

Remarque 4.2.12 — Supposons que la catégorie C admet les petites colimites et que tous les monomorphismes de C

sont universels. Si en plus, les limites finies existent dans C et commutent aux colimites filtrantes, la catégorie Sub(B)
admet les colimites suivant les petites catégories filtrantes (par le lemme 4.2.10). De même, si α ≥ 5, la catégorie
Subα(B) admet les colimites suivant les petites catégories filtrantes de cardinal inférieur ou égal à α (par le corollaire
4.2.7). De plus, ces colimites commutent au foncteur "oubli" qui à un monomorphisme associe sa source.

Il est clair que la catégorie Sub(X) est directe. Étant donné deux sous-objets A et B de X, nous dirons que B
majore A s’il existe une flèche de A vers B dans Sub(X).

Soit u : U // V une flèche d’une catégorie C. On a deux sous-catégories pleines Subα(u) et Sub(u) de
Hom(1,C)/u. On parlera alors de sous-flèches de u. Une sous-flèche u0 est majorée par u1 si et seulement si, le but et
la source de u0 sont respectivement majorés par le but et la source de u1.

Definition 4.2.13 — Soit C une catégorie admettant les petites colimites. On dit qu’un objet X de C est la
colimite α-filtrante de ses sous-objets α-accessibles si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– la catégorie Subα(X) est essentiellement petite et α-filtrante,
– la flèche canonique

(
ColimA→X∈Subα(X)A

) // X est inversible.

Le résultat suivant permet dans certain cas d’estimer le cardinal de l’ensemble des flèches partantes d’un objet
α-accessible :

Proposition 4.2.14 — Soient C une catégorie admettant les petites colimites et α, β et γ des cardinaux infinis.
On suppose que la sous-catégorie pleine Cα des objets α-accessibles est essentiellement petite et équivalente à une
catégorie de cardinal inférieur2 ou égal à γ. Soit X un objet β-accessible de C qui est la colimite α-filtrante de ses
sous-objets α-accessibles. Alors, le cardinal de homC(A,X) est majoré par γ.βα pour tout A ∈ Ob(Cα). En particulier,
si β = 2ν ≥ γ pour ν ≥ α, le cardinal de homC(A,X) est majoré par β.

Demonstration On montrera la conclusion de la proposition dans une situation plus générale. On supposera simple-
ment l’existence d’un isomorphisme X ' ColimIF , avec I un ensemble ordonné α-filtrant et F un foncteur I // C
tel que F (i) est α-accessible pour tout i ∈ Ob(I).

On veut se ramener au cas où le cardinal de I est majoré par βα. Il suffit pour cela de montrer qu’il existe un
sous-ensemble J ⊂ I de cardinal inférieur ou égal à βα qui soit encore α-filtrant et tel que Colimj∈JF (j) // X

admet une section. Considérons l’ensemble Sαβ(I) formé des parties J de cardinal inférieur à βα et qui sont α-filtrantes.
Cet ensemble est ordonné par l’inclusion. En utilisant le lemme 4.2.15 ci-dessous, on voit qu’il est βα-filtrant et donc
en particulier β-filtrant. On définit un foncteur :

G : Sαβ(I) // C

qui à J associe ColimJF . Les flèches évidentes ColimJF // ColimIF = X sont compatibles avec les inclusions. Ils
fournissent donc un morphisme évident :

(4.7) ColimSαβ (I)G // X

D’autre part, pour i ∈ I le singleton {i} est un élément de Sαβ(I). Ceci fournit des morphismes évidents :

F (i) // ColimSαβ (I)G

2En fait, nous aurions seulement besoin que γ majore le cardinal de chaque ensemble homC(A,B) pour A et B des objets α-accessibles.
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compatibles avec les morphismes de transitions F (i) // F (j) pour i ≤ j et donc, par passage à la colimite, un
morphisme

s : X // ColimSαβ (I)G

qui est une section à la flèche (4.7). CommeX est β-accessible, le morphisme s provient d’un morphisme X // G(J)
pour J ∈ Sαβ(I). On voit alors que X est un retract de G(J) = Colimj∈JF (j).

On peut donc bien supposer que I est de cardinal inférieur à βα. Si A est α-accessible, on a homC(A,X) =
ColimI homC(A,F (i)). Le cardinal de cet ensemble est majoré par γ.βα. c.q.f.d

Lemme 4.2.15 — Soient α et δ des cardinaux tels que α ≥ 2 et δ infini. Soient I un ensemble ordonné α-filtrant
et A ⊂ I une partie de cardinal δ. Il existe alors un sous-ensemble α-filtrant J ⊂ I contenant A et de cardinal inférieur
à δα. En particulier, si δ est de la forme βα, l’ensemble des parties α-filtrantes de cardinal inférieur à δ est δ-filtrant
pour la relation d’inclusion.

Demonstration On note Pα(I) l’ensemble des parties de I de cardinal inférieur à α. On fixe une application
M : Pα(I) // I qui à un partie U ⊂ I associe un majorant M(U) ∈ I de U . On construit par induction transfinie
des parties A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Aν ⊂ . . . avec :

– A0 = A,
– Aν+1 = Aν ∪ {M(U); U ∈ Pα(Aν)},
– Aν = ∪λ∈νAλ si ν est un ordinal limite.

Il est clair que card(Aν+1) ≤ card(Aν)α étant donné que card(Pα(A)) ≤ card(Aν)α. En utilisant que (δα)α = δα×α =
δα (si δ est infini et α fini, c’est clair ; c’est également vrai lorsque α est infini), on montre par induction transfinie
que card(Aν) ≤ δα pour card(ν) ≤ δα. En particulier si ν est le cardinal infini successeur de α, J = Aν est de cardinal
inférieur à δα. Il est immédiat de voir que J est α-filtrant. c.q.f.d

On termine ce paragraphe en introduisant la classe de catégories α-présentables :

Definition 4.2.16 — Soit C une catégorie. On dit que C est α-présentable si les conditions suivantes sont
vérifiées avec β n’importe quel cardinal supérieur ou égal à α :

1. Les petites limites et colimites sont représentables dans C. Les colimites filtrantes commutent aux limites finies.
De plus, les colimites β-filtrantes commutent aux limites suivant des catégories de cardinal inférieur ou égal à β.

2. Les monomorphismes de C sont universels.

3. Tout objet de C est accessible. Un sous-objet d’un objet β-accessible est encore β-accessible.

4. Tout objet de C est la colimite β-filtrante de ses sous-objets β-accessibles.

5. La sous-catégorie Cβ formée des objets β-accessibles est essentiellement petite.

Lorsque C est α-présentable avec α fini et plus grand ou égal à 5, nous dirons que C est finiment présentable. Nous
dirons que C est présentable, lorsqu’elle est présentable pour un certain cardinal α.

Remarque 4.2.17 — La première condition de la définition précédente, affirme que pour toute petite catégorie K

de cardinal inférieur ou égal à β, le foncteur :

LimK : HOM(K,C) // C

est β-accessible. Nous avions démontré cette propriété pour la catégorie des ensembles dans le lemme 4.2.6. Notons
toutefois, que dans une catégorie présentable, cette propriété est supposée vraie seulement pour β suffisament grand.

Remarque 4.2.18 — Il existe déjà dans la littérature une notion de catégories localement présentables (voir
par exemple [AR94]). Il s’agit d’une notion beaucoup plus naturelle que celle que l’on vient d’introduire dans la
définition 4.2.16. Notons simplement que notre classe des catégories α-présentables est contenue dans celle des catégories
localement α-présentables. Nous n’avons pas cherché à savoir si cette inclusion est stricte.

Notons aussi que la définition 4.2.16 comporte des redondances. En effet, on peut montrer, en suivant les arguments
de [AR94], que la propriété 4 implique la propriété 5 ainsi que la commutation des colimites β-filtrantes avec les limites
suivant les catégories K avec card(Fl(K)) ≤ β.

Exemple 4.2.19 — La catégorie des ensembles Ens est finiment présentable. En effet, les deux premières conditions
sont claires. La troisième et cinquième condition découlent de l’exemple 4.2.8. La quatrième condition découle du fait
que si β est infini (resp. β est fini) Subβ(E) est équivalente à l’ensemble des parties de E de cardinal inférieur ou égal
à β (resp. de cardinal fini). Cet ensemble est bien β-filtrant et sa réunion vaut l’ensemble E.

On présente deux constructions permettant d’obtenir des catégories présentables :
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Proposition 4.2.20 — Soient I une petite catégorie et C une catégorie présentable. Alors HOM(I,C) est encore
présentable.

Demonstration Pour tout i ∈ Ob(I) on dispose d’un foncteur évident i∗ : HOM(I,C) // C qui à un foncteur

F : I // D associe l’objet F (i). Les foncteurs i∗ commutent aux colimites et aux limites et forment une famille
conservative de foncteurs. D’où la première condition de 4.2.16.

Comme C est cocomplète et complète, le foncteur i∗ admet un adjoint à gauche i# ainsi qu’un adjoint à droite
i∗. Rappelons que la construction du foncteur i∗, fait apparaître des limites suivant des sous-catégories de I. On en
déduit que i∗ est β-accessible pour tout β majorant le cardinal3 de I et tel que C est β-accessible.

Soit t : F // F ′ un morphisme de HOM(I,C). Si chaque t(i) est un monomorphisme, t est clairement un
monomorphisme. Réciproquement, si t est un monomorphisme, en considérant des flèches de source i#A pour i ∈ Ob(I)
et A ∈ Ob(C), on voit que tous les t(i) sont des monomorphismes. En particulier, les monomorphismes de HOM(I,C)
sont universels.

Soit β un cardinal majorant le cardinal de I et tel que C est β-présentable. On va montrer que F : I // C est
β-accessible si et seulement si, tous les F (i) le sont. Ceci démontrera la troisième et dernière propriété de 4.2.16.

Étant donné un deuxième objet F ′ de HOM(I,C), on a une suite exacte :

hom(F, F ′) //

( ∏
i∈Ob(I)

homC(F (i), F ′(i))

)
////
( ∏
j→k∈Fl(I)

homC(F (j), F ′(k))

)

En utilisant que :
– les limites finies d’ensembles commutent aux colimites filtrantes,
– les produits indexés par Ob(I) et Fl(I) commutent aux colimites β-filtrantes d’ensembles,

on déduit que lorsque tous les F (i) sont β-accessibles, il en est de même de F .
Réciproquement, supposons que F est β-accessible. Pour montrer que F (i) est β-accessible, il suffit d’évaluer

hom(F,−) en des colimites β-filtrantes d’objets de la forme i∗(A) avec i ∈ Ob(I) et A ∈ Ob(C) et d’utiliser le fait que
i∗ est β-accessible.

Pour terminer, il nous reste à établir la quatrième propriété. Étant donné un objet F de HOM(I,C), il suffira de
montrer que le foncteur (qui est une inclusion) :

(4.8) Subβ(F ) //
∏

i∈Ob(I)

Subβ(F (i))

est cofinal4. On se donne une famille de sous-objets (Ai ∈ Subβ(F (i)))i∈Ob(I). On va construire par récurrence une
suite croissante de familles de sous-objets (Ani ∈ Subβ(F (i)))i∈Ob(I) avec n ∈ N.

Pour n = 0, on prend A0
i = Ai. Supposons la famille construite au rang n. Pour chaque i ∈ Ob(I), on considère la

flèche composée :

(4.9)
∐
j→i

Anj //
∐
j→i

F (j) // F (i)

Comme les Anj sont β-accessibles, il en est de même de
∐
j→iA

n
j . Puisque F (j) est une colimite β-filtrante de ses

sous-objets β-accessibles, on peut trouver un sous-objet β-accessible qui factorise la composée (4.9). On prend pour
An+1
i un tel objet.
On pose A∞i = ColimnA

n
i . Par construction, si j → i ∈ Fl(I) la flèche composée A∞j

// F (j) // F (i)

se factorise (uniquement) par A∞i . On déduit donc des flèches A∞j
// A∞i . On vérifie immédiatement qu’on a

construit un foncteur A∞ : I // C qui de plus est un sous-objet de F et dont l’image par (4.8) majore la famille
(Ai)i∈Ob(I). c.q.f.d

Proposition 4.2.21 — Soient C une catégorie α-présentable et D une catégorie complète et cocomplète. On
suppose donnée une adjonction (F,G) : C // D telle que :

– G est pleinement fidèle et α-accessible,
– F commute aux limites finies,

3Si α est un cardinal infini majorant celui de Fl(I), il majore également les cardinaux des catégories I/i. En effet, on dipose d’une
application injective Fl(I/i) // Fl(I)3 qui associe à un triangle commutatif ses arêtes.

4On aurait pu également appliquer le lemme 4.2.4 au foncteur Iop // OrdEns qui à i ∈ Ob(I) associe Subβ(F (i)) et à i→ j ∈ Fl(I)

le foncteur −×F (j) F (i) : Subβ(F (j)) // Subβ(F (i)) .
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– le foncteur G ◦ F préserve les objets β-accessibles pour β supérieur ou égal à α.
Alors D est α-présentable.

Demonstration Comme G est pleinement fidèle, la counité de l’adjonction F ◦G // id est inversible. Ainsi, les
colimites dans D peuvent se calculer dans C via la formule suivante. Soit un foncteur B : I // D . On a :

(4.10) Colimi∈Ob(I)B(i) ' F (Colimi∈Ob(I)G(B(i))

Il est facile de déduire de cette formule et de la commutation de F aux limites finies que les colimites filtrantes dans D

commutent aux limites finies. D’autre part, en utilisant que G est β-accessible on montre que les colimites β-filtrantes
dans D commutent aux limites suivant des catégories de cardinal inférieur ou égal à β. Ceci démontre donc la première
propriété de la définition 4.2.16.

Comme G est un adjoint à droite, il préserve les monomorphismes. Puisque F commute aux limites finies, il
préserve également les monomorphismes. Ainsi, une flèche u de D est un monomorphisme si et seulement si G(u) est
un monomorphisme. On déduit alors (en utilisant la formule (4.10)) que les monomorphismes sont universels dans D.

Montrons qu’un objet B de D est β-accessible si et seulement si G(B) est β-accessible.
La condition est nécessaire. En effet, G(B) est la colimite β-filtrante ColimA∈Subβ(G(B))A. Comme G ◦ F est β-

accessible, on voit que G(B) est également la colimite β-filtrante de ColimA∈Subβ(G(B))G(F (A)). Il vient que B =
FG(B) est la colimite β-filtrante ColimA∈Subβ(G(B))F (A). Étant donné que l’objet B est β-accessible, et que les F (A)
sont des sous-objets de B, il existe A ∈ Subβ(G(B)) tel que F (A) ' FG(B) = B. Il vient que G(B) = GF (A) est
β-accessible.

La condition est suffisante. En effet, soit A(−) : I // D un foncteur avec I une petite catégorie β-filtrante. On
a des isomorphismes :

homD(B,ColimIA(−)) ' homC(G(B), G(ColimIA(−))) ' homC(G(B),ColimIG(A(−)))

' ColimI homC(G(B), G(A(−))) ' ColimI homD(B,A(−))

En particulier, tout objet de D est accessible, et la sous-catégorie des objets β-accessibles est essentiellement petite.
Il reste à vérifier la quatrième propriété de la définition 4.2.16. Soit B un objet de D. La catégorie Subβ(B) est

essentiellement petite. Pour montrer qu’elle est β-filtrante, il suffit de montrer que le foncteur :

G : Subβ(B) // Subβ(G(B))

est cofinal. Mais si A est un sous-objet de G(B), F (A) est un sous-objet de FG(B) = B, dont l’image par G majore
A via le morphisme d’unité A // G(F (A)) .

Pour montrer que B est isomorphe à ColimA∈Subβ(B)A, on peut le faire après application de G. Il suffit donc de
prouver (puisque G est β-accessible) que la flèche évidente :(

ColimA∈Subβ(B)G(A)
) // G(B)

est inversible. Mais on vient de voir que le foncteur G : Subβ(B) // Subβ(G(B)) est filtrant. Le résultat est
maintenant clair. c.q.f.d

Remarque 4.2.22 — La proposition 4.2.21 sera appliquée dans le cas où C et D sont respectivement la catégorie
des préfaisceaux et la catégorie des faisceaux sur un site de Grothendieck. Le foncteur F est alors le foncteur de
faisceautisation et G l’inclusion évidente.

4.2.2 L’argument du petit objet et complexes cellulaires

Definition 4.2.23 — Soit λ un ordinal. On appelle λ-suite un foncteur A : λ // C que l’on schématise par :

A0
// A1

// . . . // Aν // Aν+1
// . . .

et qui commute aux colimites (lorsqu’elles existent), i.e., pour tout ν ∈ λ un ordinal limite, on a Aν ' Colimµ∈νAµ.
La flèche A0

// Colimν∈λAν est appelée la composition transfinie de la λ-suite A.

Definition 4.2.24 — Soient C une catégorie admettant les petites colimites et F ⊂ Fl(C) une classe de flèches.
On note Cell(F ) ⊂ Fl(C) la plus petite classe contenant F et stable par pushout et composition transfinie.
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Remarque 4.2.25 — Toute flèche f de Cell(F ) peut s’écrire comme la composée transfinie d’une λ-suite :

A0
// A1

// . . . // Aν // Aν+1
// . . .

telle que pour tout ν, la flèche Aν // Aν+1 est un push-out d’un élément de F . En effet, on vérifie facilement que
la famille de telles flèches est stable par push-out et composition transfinie.

Le résultat ci-dessous est connu sous le nom de l’argument du petit objet. Le lecteur pourra également consulter
[Hir03] et [Hov99].

Proposition 4.2.26 — Soit C une catégorie admettant les petites colimites. Soit F ⊂ Fl(C) un ensemble de
flèches de sources et de buts α-accessibles pour un cardinal α fixé. Il existe alors un foncteur

ΦF,α : HOM(1,C) // HOM(2,C)

qui à une flèche f : U // V associe une factorisation :

U //

f

%%
ΦF,α(f) // V

qui satisfait les propriétés suivantes :
1. La flèche U // ΦF,α(f) est dans Cell(F ).

2. La flèche ΦF,α(f) // V est dans RLP(F ).

3. Le foncteur ΦF,α est α-accessible.
4. Soit β un cardinal infini vérifiant les deux conditions :

(a) β est strictement supérieur à α et supérieur ou égal au cardinal de l’ensemble F ,
(b) pour tout objet α-accessible A et tout objet β-accessible X de C, l’ensemble homC(A,X) est de cardinal

inférieur ou égal à β.
Alors, l’objet ΦF,α(f) est β-accessible lorsque U et V sont β-accessibles.

Demonstration Pour une flèche f = f0 : U // V de C, on note F/f l’ensemble des carrés commutatifs Q(a, i, j) :

A

a

��

i // U

f

��
B

j // V

avec a ∈ F . On a alors un carré commutatif :( ∐
Q(a,i,j)∈F/f

A

)
∪i //

∪a
��

U

f

��
( ∐
Q(a,i,j)∈F/f

B

)
∪j // V

On forme le push-out Φ̃F,1(f) du diagramme :( ∐
Q(a,i,j)∈F/f

A

)
//

��

U

( ∐
Q(a,i,j)∈F/f

B

)
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pour obtenir une factorisation de f :

U //

f

%%
Φ̃F,1(f)

f1

// V

Cette factorisation est fonctorielle en f dans le sens évident. On définit alors par induction transfinie une suite
fonctorielle en f :

U = Φ̃F,0(f) // Φ̃F,1(f) // Φ̃F,2(f) //

f2

$$
. . . // Φ̃F,ν(f) //

fν $$
. . . V

en posant :
– si ν = µ+ 1 alors Φ̃F,ν(f) = Φ̃F,1(fµ) et fν le morphisme évident Φ̃F,1(fµ) // V ,

– si ν est un ordinal limite, on pose Φ̃F,ν(f) = Colimµ∈νΦ̃F,µ(f) et fν la limite des (fµ)µ∈ν .
On définit alors ΦF,α = Φ̃F,λ avec λ le cardinal infini successeur de α. La première propriété est claire.

Soit a : A // B une flèche de F . On vérifie immédiatement, en utilisant que homC(A,−) commute aux colimites
indexées par λ, que ΦF,α(f) // V admet la propriété de relèvement à droite par rapport à a.

Le foncteur HOM(1,C) // Ens qui à f associe l’ensemble F/f est clairement α-accessible puisque les sources et

buts des éléments de F sont α-accessibles. Il vient immédiatement que le foncteur Φ̃F,1 est α-accessible. Par induction
transfinie, on déduit que Φ̃F,ν est également α-accessible pour tout ordinal ν (et donc en particulier pour λ).

Pour la dernière propriété, il suffit de remarquer que si U et V sont β-accessibles, l’ensemble F/f est de cardinal
inférieur à β. Par le corollaire 4.2.7, on voit que Φ̃F,1(f) est encore β-accessible. Par le même corollaire, on déduit par
induction transfinie que pour tout ordinal ν dont le cardinal est inférieur ou égal à β, l’objet Φ̃F,ν(f) est β-accessible.
C’est en particulier le cas pour le cardinal infini successeur de α puisque β est infini et β > α. La proposition est
démontrée. c.q.f.d

La défintion suivante est tirée de [Hir03] :

Definition 4.2.27 — Soient C une catégorie admettant les petites colimites, F ⊂ Fl(C) une classe de flèches et
λ un ordinal.

1- Un λ-complexe F -cellulaire (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ est la donnée :
– d’une λ-suite : U0

// U1
// . . . // Uν // Uν+1

// . . . à valeurs dans C,

– pour tout ν ∈ λ, d’un ensemble Eν (appelé l’ensemble des cellules) tel que Eν est vide si ν + 1 = λ,
– pour tout ν ∈ λ et e ∈ Eν , d’un carré commutatif de C :

Ae
iν(e) //

��

Uν

��
Be

jν(e) // Uν+1

avec Ae // Be dans F et tel que le carré :

∐
e∈Eν Ae

∪iν(e) //

��

Uν

��∐
e∈Eν Be

∪jν(e) // Uν+1

est cocartésien (où l’on a posé Uν+1 = Uν si ν + 1 = λ).
2- Un morphisme (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ // (U ′ν , E

′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ de λ-complexes F -cellulaires est la donnée :

– d’un morphisme de λ-suites (Uν)ν∈λ // (U ′ν)ν∈λ ,
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– pour tout ν ∈ λ, d’une application mν : Eν // E′ν telle que les deux carrés suivants :

Eν
iν //

mν

��

∐
A→B∈F homC(A,Uν)

��
E′ν

i′ν // ∐
A→B∈F homC(A,U ′ν)

Eν
jν //

mν

��

∐
A→B∈F homC(B,Uν+1)

��
E′ν

j′ν // ∐
A→B∈F homC(B,U ′ν+1)

sont commutatifs.
Nous dirons que le morphisme (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ // (U ′ν , E

′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ est une inclusion de cellules lorsque les

applications mν sont injectives.

On notera CpCellF,λ(C) la catégorie dont les objets sont les λ-complexes F -cellulaires et les morphismes définis
comme dans 4.2.27. On a un foncteur évident de composition Cp : CpCellF,α(C) // HOM(1,C) qui à un λ-

complexe F -cellulaire (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ associe la flèche U0
// Colimν∈λUν , i.e., la composée transfinie de la

λ-suite sous-jacente.
Étant donnée une flèche u : U // V de C, nous appellerons structure F -cellulaire sur u, un antécédent à

isomorphisme près du foncteur Cp (pour un certain ordinal λ). On a le résultat suivant qui découle immédiatement
de la preuve de la proposition 4.2.26 :

Corollaire 4.2.28 — On garde les hypothèses et les notations de la proposition 4.2.26 (et de sa démonstration).
On note λ le cardinal infini successeur de α. Il existe un foncteur :

(Φ̃F,ν)ν∈λ : HOM(1,C) // CpCellF,λ(C)

qui à une flèche f : U // V de C associe un λ-complexe F -cellulaire (Φ̃F,ν(f), Eν(f), if,ν , jf,ν)ν∈λ. De plus, la
composée de la λ-suite Φ̃F,ν(f) est la flèche U // ΦF,α(f) . En d’autres termes, (Φ̃F,ν)ν∈λ est une structure F -

cellulaire sur la flèche U // ΦF,α(f) .

Demonstration C’est clair. Notons simplement que les ensembles de cellules Eν sont les F/fν . PourQ(a, i, j) ∈ F/fν ,
la flèche if,ν(Q(a, i, j)) est donnée par i. On fera attention par contre que jf,ν(Q(a, i, j)) est différente de j. En effet,
ces deux flèches ont des buts différents en général. c.q.f.d

Vu le résultat précédent, nous sommes amenés à étudier la catégorie CpCellF,λ(C). On regroupe quelques résultats
dans le lemme suivant :

Lemme 4.2.29 — Soient C une catégorie admettant les petites colimites et F ⊂ Fl(C) une classe de flèches.
1- La catégorie CpCellF,λ(C) admet les petites colimites. De plus, le foncteur de composition

Cp : CpCellF,λ(C) // HOM(1,C)

y commute.
2- Soit (Uν , Eν , iν , jν) // (U ′ν , E

′
ν , i
′
ν , j
′
ν) une inclusion de cellules. Alors, la flèche évidente :

U ′0
∐
U0

Colimν∈λUν // Colimν∈λU
′
ν

est dans Cell(F ). De plus, elle est naturellement la composée d’un λ-complexe F -cellulaire dont les ensembles de cellules
sont donnés par E′ν\Eν .

Demonstration Soient K une petite catégorie et K // CpCellF,λ(C) un foncteur qui à k ∈ Ob(K) associe un
λ-complexe F -cellulaire (Uν(k), Eν(k), ik,ν , jk,ν).

On pose Uν = Colimk∈Ob(K)Uν(k) et Eν = Colimk∈Ob(K)Eν(k). On définit iν et jν comme étant les limites respec-
tives des applications :

Eν(k)
ik,ν // ∐

A→B homC(A,Uν(k)) // ∐
A→B homC(A,Uν)

Eν(k)
jk,ν // ∐

A→B homC(B,Uν+1(k)) // ∐
A→B homC(B,Uν+1)
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Pour montrer que (Uν , Eν , iν , jν) est bien un λ-complexe F -cellulaire il suffit de remarquer que le carré :

∐
e∈Eν Ae

∪iν(e) //

��

Uν

��∐
e∈Eν Be

∪jν(e) // Uν+1

est la colimite des carrés cocartésiens : ∐
e∈Eν(k)Ae

∪ik,ν(e) //

��

Uν(k)

��∐
e∈Eν(k)Be

∪jk,ν(e)// Uν+1(k)

On vérifie facilement que (Uν , Eν , iν , jν) est bien la colimite du foncteur K // CpCellF,λ(C). La commutation du
foncteur Cp avec les colimites est claire par construction.

Passons à la seconde partie du lemme. On définit un λ-complexe F -cellulaire (Vν , E′ν\Eν , i′′ν , j′′ν ) de la manière
suivante. On pose Vν = U ′ν

∐
Uν

Colimµ∈λUµ. On obtient ainsi une λ-suite (Vν)ν∈λ dont la composée est

U ′0
∐
U0

Colimν∈λUν // Colimν∈λU
′
ν

On va munir cette flèche d’une structure de λ-complexes F -cellulaires dont la λ-suite sous-jacente est (Vν)ν∈λ. Pour
ν ∈ λ et e′ ∈ E′ν on définit i′′ν(e′) et j′′ν (e′) par le diagramme commutatif :

Ae′

��

i′ν(e′)

//

i′′ν (e′)

''
U ′ν

��

// Vν

��
Be′

j′ν(e′) //

j′′ν (e′)

66U ′ν+1
// Vν+1

On va montrer que les restrictions de i′′ν et j′′ν à E′ν\Eν conviennent dans le sens que le carré suivant :∐
e′∈E′ν\Eν

Ae′ //

��

U ′ν
∐
Uν

Colimµ∈λUµ

��∐
e′∈E′ν\Eν

Be′ // U ′ν+1

∐
Uν+1

Colimµ∈λUµ

est cocartésien. En remarquant que la flèche verticale de droite est le push-out de U ′ν
∐
Uν
Uν+1

// U ′ν+1 suivant

U ′ν
∐
Uν
Uν+1

// U ′ν
∐
Uν

Colimµ∈λUµ , on se ramène à montrer que le carré suivant est cocartésien :

∐
e′∈E′ν\Eν

Ae′ //

��

U ′ν
∐
Uν
Uν+1

��∐
e′∈E′ν\Eν

Be′ // U ′ν+1

Ceci est découle immédiatement du fait que les carrés ci-dessous :∐
e′∈E′ν

Ae′ //

��

U ′ν

��∐
e′∈E′ν

Be′ // U ′ν+1

∐
e∈Eν Ae

//

��

Uν

��

// U ′ν

��∐
e∈Eν Be

// Uν+1
// U ′ν

∐
Uν
Uν+1
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sont cocartésiens. c.q.f.d

On obteint le complément suivant à la proposition 4.2.26.

Proposition 4.2.30 — On garde les hypothèses et les notations de la proposition 4.2.26 et de son corollaire
4.2.28. On suppose en plus que les flèches de Cell(F ) sont des monomorphismes. Supposons donné un carré commu-
tatif :

U
f //

e

��

V

e′

��
U ′

f ′ // V ′

avec e et e′ des monomorphismes universels. Alors, le morphisme de λ-complexes F -cellulaires

(Φ̃F,ν(f), Eν(f), if,ν , jf,ν) // (Φ̃F,ν(f ′), Eν(f ′), if ′,ν , jf ′,ν)

est une inclusion de cellules. En particulier, la flèche U ′
∐
U ΦF,α(f) // ΦF,α(f ′) est dans Cell(F ).

Demonstration On garde les notations de la preuve de la proposition 4.2.26. Il s’agit de montrer que F/fν → F/f ′ν
est injective. Ceci serait le cas si les flèches Φ̃F,ν(f) → Φ̃F,ν(f ′) étaient des monomorphismes. Nous montrerons par
récurrence transfinie que ces flèches sont des monomorphismes universels. Le résultat est vrait pour ν = 0 puisque la
flèche en question n’est autre que la flèche e. Soit ν ∈ λ et supposons que Φ̃F,µ(f) // Φ̃F,µ(f ′) est un monomor-
phisme universel pour tout µ ∈ ν.

On traite d’abord le cas ν = µ + 1. Rappelons que Φ̃F,ν(f) et Φ̃F,ν(f ′) sont définis comme étant les push-out
respectifs de : ∐

Q(a,i,j)∈F/fµ A
∪i //

∪a
��

Φ̃F,µ(f)

∐
Q(a,i,j)∈F/fµ B

et
∐
Q(a,i,j)∈F/f ′µ

A
∪i //

∪a
��

Φ̃F,µ(f ′)

∐
Q(a,i,j)∈F/f ′µ

B

Il vient que Φ̃F,ν(f)
∐

Φ̃F,µ(f) Φ̃F,µ(f ′) // Φ̃F,ν(f ′) est un push-out de
∐
Q(a,i,j)∈(F/f ′µ)\(F/fµ) a. C’est donc un

monomorphisme universel puisqu’il apppartient à Cell(F ). Pour conclure, on factorise Φ̃F,ν(f) // Φ̃F,ν(f ′) :

Φ̃F,ν(f) // Φ̃F,ν(f)
∐

Φ̃F,µ(f) Φ̃F,µ(f ′) // Φ̃F,ν(f ′)

et on utilise que la flèche de gauche est un push-out du monomorphisme universel Φ̃F,µ(f) // Φ̃F,µ(f ′) .
Supposons maintenant que ν est un ordinal limite. On dispose d’un morphisme de ν-complexes F -celllulaires :

(Φ̃F,µ(f), Eµ(f), if,µ, jf,µ)µ∈ν // (Φ̃F,µ(f ′), Eµ(f ′), if ′,µ, jf ′,µ)µ∈ν qui est une inclusion de cellules par l’hypothèse

de récurrence. Il vient par la seconde partie du lemme 4.2.29 que le morphisme U ′
∐
U Φ̃F,ν(f) // Φ̃F,ν(f ′) est

dans Cell(F ). C’est donc un monomorphisme universel. D’autre part, Φ̃F,ν(f) // U ′
∐
U Φ̃F,ν(f) est un push-out

de e. La proposition est démontrée. c.q.f.d

Definition 4.2.31 — On suppose que C admet les petites colimites et que les flèches de Cell(F ) sont des
monomorphismes. Soit (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ un λ-complexe F -cellulaire.

On note SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) la sous-catégorie pleine de CpCellF,λ(C)/(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ dont les objets
sont les inclusions de complexes (U ′ν , E

′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ // (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ avec U ′0

// U0 un monomorphisme
universel. Les objets de SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) seront appelés les sous-complexes de (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ.

Lemme 4.2.32 — On garde les hypothèses de la définition 4.2.31. Soit (U ′ν , E
′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ // (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ

un sous-complexe de (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ. Alors, pour tout ν ∈ λ, la flèche U ′ν
// Uν est un monomorphisme uni-

versel. Il en est de même de Colimν∈λU
′
ν

// Colimν∈λUν .
En particulier, la catégorie SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) est directe et la composition transfinie des λ-suites sous-

jacentes induit un foncteur :

(4.11) Cp : SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) // Sub(U0 → Colimν∈λ(Uν))
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Demonstration Soit (U ′ν , E
′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ // (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ une inclusion de cellules. Par le lemme 4.2.29, on

voit que pour tout ν + 1 ∈ λ la flèche U ′ν+1

∐
U ′ν
Uν // Uν+1 est dans Cell(F ). C’est donc un monomorphisme

universel.
On peut donc raisonner comme dans la preuve de la proposition 4.2.30 pour prouver que les flèches U ′ν

// Uν

et Colimν∈λU
′
ν

// Colimν∈λUν sont des monomorphismes universels. c.q.f.d

Nous allons construire un adjoint à droite au foncteur (4.11). En plus des hypothèses de 4.2.31, nous supposerons
pour simplifier que tous les monomorphismes de C sont universels.

Soit (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ un λ-complexe F -cellulaire. On note u : U0 = U // V = Colimν∈λUν sa composition.

On se donne une sous-flèche u′ : U ′ // V ′ de u.
On définit un λ-complexe F -cellulaire (U ′ν , E

′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ par récurrence transfinie sur ν ∈ λ. On pose U ′0 = U ′.

Soit E′0 ⊂ E0 le sous-ensemble des e ∈ E0 tels que la flèche i0(e) : Ae // U0 se factorise par U ′0 et la composée

Be // U1
// V se factorise par V ′. On définit i′0(e) : Ae // U ′0 comme étant l’unique flèche qui factorise

i0(e).
Soit 0 6= ν ∈ λ et supposons que les données U ′µ, E′µ et i′µ sont définies pour µ ∈ ν. La flèche j′µ est supposée définie

dès que µ+ 1 ∈ ν. On supposera aussi que (U ′µ, E
′
µ, i
′
µ, j
′
µ)µ∈ν // (Uµ, Eµ, iµ, jµ)µ∈ν est une inclusion de cellules.

Si ν est un ordinal limite, on posera U ′ν = Colimµ∈νU
′
µ. On sait par le lemme 4.2.32 que U ′ν est un sous-

objet de Uν . On prend pour E′ν l’ensemble des e ∈ Eν tel que Ae // Uν se factorise par U ′ν et la composée

Be // Uν+1
// V par V ′. On prendra i′ν(e) l’unique flèche factorisant iν(e).

Si ν = µ+ 1, on définit U ′ν et j′µ par la condition que le carré :

∐
e∈E′µ

Ae
∪i′µ(e)

//

��

U ′µ

��∐
e∈E′µ

Be
∪j′µ(e)

// U ′ν

est un push-out. On vérifie facilement que U ′ν est un sous-objet de V , majoré par U1 et V ′. On définit alors l’ensemble
E′ν et les flèches i′ν(e) de la même manière que dans le cas où ν était limite.

Proposition 4.2.33 — La construction ci-dessus, définit un foncteur :

M : Sub(u) // SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ)

qui est naturellement l’adjoint à droite du foncteur (4.11). Si de plus, les sources et buts des flèches de F sont α-
accessibles, le foncteur M est α-accessible.

Demonstration Il est clair par construction que le λ-complexe F -cellulaire (U ′ν , E
′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ majore tous les objets

de SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) dont la composée est majorée par u′. D’où la première assertion. La seconde découle
immédiatement de la construction. c.q.f.d

Definition 4.2.34 — On garde les hypothèses et notations ci-dessus. Une sous-flèche u′ : U ′ // V ′ de u
est dite cellulaire si le morphisme de counité Cp ◦M(u) // u est inversible. Ceci revient à dire que :

Colimν∈λU
′
ν

// U ′

est un isomorphisme. On note SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) la sous-catégorie pleine des sous-flèches cellulaires de
u.

Lemme 4.2.35 — La sous-catégorie SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) est exactement l’image pleine5 du foncteur
Cp : SubCp((Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) // Sub(u) .

Demonstration Soit (U ′ν , E
′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ un sous-complexe de (Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ. La flèche évidente :

Cp ◦M ◦ Cp((U ′ν , E′ν , i′ν , j′ν)ν∈λ) // Cp((U ′ν , E
′
ν , i
′
ν , j
′
ν)ν∈λ)

5On appelle image pleine, d’un foncteur F : A // B , la sous-catégorie pleine de B dont les objets sont les F (A) avec A ∈ Ob(A).
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admet une rétraction. Mais il s’agit d’un morphisme dans la catégorie directe Sub(u). C’est donc un isomorphisme.
Ceci montre que l’image du foncteur Cp est contenue dans SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ). L’inclusion inverse est
également facile et sera laissée en exercice. c.q.f.d

On continue avec un critère pour l’existence des colimites dans la catégorie SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ).

Proposition 4.2.36 — On suppose que C admet les petites colimites, que les monomorphismes de C sont
universels et que les éléments de F sont des monomorphismes.

Soient K une petite catégorie et u′(−) : K // SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) un foncteur qui à k ∈ Ob(K)

associe une sous-flèche cellulaire u′(k) : U ′(k) // V ′(k) . On note u′ : U ′ // V ′ la colimite ColimKu
′(−) dans

la catégorie HOM(1,C)/u. Si la flèche u′ est une sous-flèche de u, alors elle est automatiquement cellulaire.

Demonstration On note (U ′ν(k), E′ν(k), j′k,ν , i
′
ν,k) le λ-complexe cellulaire M(u′(k)) pour k ∈ Ob(K). La colimite

Colimk∈Ob(K)u
′(k) est donc la composée transfinie de la λ-suite :

U ′0
// U ′1

// . . . // U ′ν
// U ′ν+1

// . . .

avec U ′ν = Colimk∈Ob(K)U
′
ν(k) et U ′ν+1 le push-out du diagramme suivant :( ∐

e∈ColimKE′ν(−)

Ae

)
//

��

U ′ν

( ∐
e∈ColimKE′ν(−)

Be

)

Les flèches U ′ν // Colimµ∈λU
′
µ = Colimk∈Ob(K)V

′(k) sont dans Cell(F ). Ce sont donc des monomorphismes. Comme

ColimKu
′(−) est supposée une sous-flèche de u, on voit que pour tout ν ∈ λ, la flèche U ′ν

// Uν est un monomor-
phisme. En considérant le carré commutatif :

ColimKE
′
ν(−)

i′ν //

��

∐
A→B∈F homC(A,U ′ν)

� _

��
Eν // ∐

A→B∈F homC(A,Uν)

on voit que la flèche i′ν se factorise par l’image E′′ν de l’application ColimKE
′
ν(−) // Eν . On pose alors U ′′ν+1 le

push-out : ( ∐
e∈E′′ν

Ae

)
//

��

U ′ν

( ∐
e∈E′′ν

Be

)

On dispose ainsi d’un morphisme évident U ′ν+1
// U ′′ν+1 qui admet une section puisque ColimKE

′
ν(−) → E′′ν est

surjective. Remarquons par ailleurs que U ′ν+1
// U ′′ν+1 factorise le monomorphisme U ′ν

// Uν . Il vient que

U ′ν+1
// U ′′ν+1 est inversible, puisque c’est un monomorphisme admettant une section.

On définit ainsi un sous-complexe (U ′ν , E
′′
ν , i
′′
ν , j
′′
ν ) de (Uν , Eν , iν , jν) en prenant pour e ∈ E′′ν les carrés qui bordent

le diagramme :
Ae //

��

U ′ν

�� ##FFFFFFFFF

Be // U ′′ν+1 U ′ν+1
∼oo
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Il est clair que (U ′ν , E
′′
ν , i
′′
ν , j
′′
ν ) est un sous-complexe de (Uν , Eν , iν , jν) dont la composition est u′. Le résultat recherché

découle maintenant du lemme 4.2.35. c.q.f.d

Corollaire 4.2.37 — On garde les hypothèses de la propostion 4.2.36. On suppose en plus que les colimites
filtrantes de C préservent les monomorphismes. Alors, la catégorie SubCell(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) admet les colimites
filtrantes et le foncteur de composition y commutent.

Corollaire 4.2.38 — On suppose que C est α-présentable au sens de la définition 4.2.16. On suppose également
que les buts des flèches de F sont α-accessibles pour un même cardinal α. Alors, l’inclusion :

SubCellα(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) ⊂ Subα(u)

est cofinale (avec SubCellα(u|(Uν , Eν , iν , jν)ν∈λ) la sous-catégorie des sous-flèches cellulaires de buts α-accessibles).

Demonstration Soit en effet u0 une sous flèche de u : U // V de but α-accessible. On va la majorer par une
sous-flèche cellulaire de but encore α-accessible.

Pour cela, considérons l’inclusion inc : Subα(u) // Sub(u) . La colimite de inc est égale à u et la catégorie
Subα(u) est α-filtrante.

Par la proposition 4.2.33 le foncteur M est α-accessible. Il en est donc de même de l’endofoncteur Cp ◦M de
Sub(u). On a donc :

u = Colimu′∈Subα(u)Cp(M(u′))

Comme le but de u0 est α-accessible, il existe donc une sous-flèche u′ ∈ Subα(u) telle que Cp(M(u′)) majore u0. Pour
terminer, il reste à voir que Cp(M(u′)) est de but α-accessible. Ceci est clair puisque Cp(M(u′)) est majorée par la
sous-flèche u′. c.q.f.d

4.2.3 Catégories de modèles présentables par cofibrations
Dans ce paragraphe, on se donne une catégorie de modèles (M,W,Cof ,Fib). On fait la définition suivante :

Definition 4.2.39 — On dit que M est α-présentable par cofibrations si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. M est α-présentable, en tant que catégorie abstraite, au sens de la définition 4.2.16.
2. Les cofibrations de M sont des monomorphismes.
3. Notons Cofα la classe des cofibrations de buts α-accessibles. Alors Fib = RLP(Cofα ∩W) et Fib ∩W =

RLP(Cofα).
Le cardinal α est appelé la taille essentielle de M.

Remarque 4.2.40 — Une catégorie de modèles présentable par cofibrations est cellulaire au sens de [Hir03] dès que
les monomorphismes de M sont effectifs. Ainsi, le théorème 4.2.71 est essentiellement un cas particulier du théorème
de localisation de Hirschhorn [Hir03].

Proposition 4.2.41 — Soit M une catégorie de modèles α-présentable par cofibrations. Il existe deux factori-
sations fonctorielles d’une flèche u : U // V de M :

U
c(u) // Φcf0(u)

f0(u) // V et U
c0(u) // Φc0f (u)

f(u) // V

avec Φcf0(−) et Φc0f (−) des foncteurs α-accessibles tels que :
– c(u) est une cofibration et f0(u) une fibration triviale,
– c0(u) est une cofibration triviale et f(u) une fibration.
Notons γ le cardinal d’une petite catégorie équivalente à la sous-catégorie des objets α-accessibles de M. Soit β = 2ν

un cardinal infini tel que ν ≥ α et 2ν ≥ γ. Alors les objets Φcf0(u) et Φc0f (u) sont β-accessibles dès que U et V sont
β-accessibles.

Demonstration On choisit une petite sous-catégorie pleine C ⊂ M équivalente à la sous-catégorie des objets α-
accessibles de M. On supposera que le cardinal de C est majoré par γ. L’existence des factorisations découle alors
de l’argument du petit objet (voir la proposition 4.2.26) appliqué à l’ensemble des cofibrations et à l’ensemble des
cofibrations triviales qui sont des flèches de C.

La dernière assertion découle de la quatrième propriété de 4.2.26 et de l’estimation du cardinal de homM(A,X),
établie dans la proposition 4.2.14, avec A et X des objets α et β-accessibles de M. c.q.f.d

Par le corollaire 4.2.28, la flèche c(u) (resp. c0(u)) est munie d’une structure canonique de λ-complexes Cofα-
cellulaires (resp. Cofα∩W-cellulaires). On notera (Φ̃cf0,ν(u), Eν(u), iu,ν , ju,ν)ν∈λ (resp. (Φ̃c0f,ν(u), Eν(u), iu,ν , ju,ν)ν∈λ)
cette structure.
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Definition 4.2.42 — Soit u : U // V une flèche d’une catégorie de modèles M supposée α-présentable par
cofibrations. On pose :

SubCell(c(u)) = SubCell(c(u)|(Φ̃cf0,ν(u), Eν(u), iu,ν , ju,ν)ν∈λ)

(resp. SubCell(c0(u)) = SubCell(c0(u)|(Φ̃c0f,ν(u), Eν(u), iu,ν , ju,ν)ν∈λ))

la sous-catégorie pleine de Sub(c(u)) (resp. Sub(c0(u))) formée des sous-flèches cellulaires.
On notera aussi SubCellβ(c(u)) ⊂ SubCell(c(u)) (resp. SubCellβ(c0(u)) ⊂ SubCell(c0(u))) les sous-catégories

pleines formées des flèches de buts β-accessibles.

Étant donnée une sous-flèche cellulaire A // B de c(u) : U // Φcf0(u) , on sait par le lemme 4.2.29 que

U
∐
AB

// Φcf0(u) est dans Cell(Cof) = Cof . Il sera pratique dans la suite d’isoler cette propriété :

Definition 4.2.43 — Soit c : A // B une cofibration de M.
1- Une sous-cofibration de c est une sous-flèche c0 de c :

A0
c0 //

a0

��

B0

b0
��

A
c // B

telle que A0
// B0 et A

∐
A0
B0

// B sont des cofibrations.

2- On note SubCof(c) ⊂ Sub(c) la sous-catégorie (à priori non pleine) dont les objets sont les sous-cofibrations
de c et les flèches sont les diagrammes commutatifs :

A0
c0 //

��

B0

��
A1

c1 //

��

B1

��
A

c // B

avec c0 une sous-cofibration de c1.
3- On note SubCofβ(c) ⊂ SubCof(c) la sous-catégorie pleine formée des sous-cofibrations de sources et buts

β-accessibles.

On vérifie immédiatement que les inclusions SubCell(c(u)) ⊂ Sub(c(u)) (resp. SubCell(c0(u)) ⊂ Sub(c0(u))) se
factorisent par des inclusions SubCell(c(u)) ⊂ SubCof(c(u)) (resp. SubCell(c0(u)) ⊂ SubCof(c0(u))).

Proposition 4.2.44 — Soient M une catégorie de modèles α-présentable par cofibrations et β un cardinal
comme dans la proposition 4.2.41. Soit u : A // B une flèche de M. Alors la cofibration c(u) : A // Φcf0(u)

(resp. la cofibration triviale c0(u) : A // Φc0f (u) ) est la colimite β-filtrante du foncteur :

Subβ(u)
Φcf0 // SubCellβ(c(u)) ⊂ HOM(1,M)/c(u)

(resp. Subβ(u)
Φc0f // SubCellβ(c0(u)) ⊂ HOM(1,M)/c0(u) )

De plus, dans le cas respé, le foncteur envoie les sous-flèches de u sur des cofibrations triviales.

Demonstration Ceci découle immédiatement du fait que les foncteurs Φcf0 et Φc0f sont α-accessibles et donc
β-accessibles. c.q.f.d

Ainsi, dans une catégorie de modèles α-présentable par cofibrations, les cofibrations (resp. les cofibrations triviales)
de la forme c(u) (resp. c0(u)) sont colimites β-filtrantes d’un diagramme de sous-cofibrations (resp. sous-cofibrations
triviales) de buts β-accessibles. On voudrait généraliser cette propriété à toutes les cofibrations (resp. les cofibrations
triviales). Remarquons pour cela que si u est une cofibration (resp. cofibration triviale) alors u est rétracte de c(u)
(resp. c0(u)). On introduit la définition suivante :
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Definition 4.2.45 — Soit u : A // B une cofibration (resp. une cofibration triviale) dans une catégorie de
modèles α-présentable par cofibrations. On fixe un relèvement r : B // Φcf0(u) dans le carré :

A

u

��

c(u) // Φcf0(u)

f0(u)

��
B

r
;;

B

(resp. r : B // Φc0f (u) dans le carré :

A

u

��

c0(u) // Φc0f (u)

f(u)

��
B

r
<<

B)

de telle sorte que u devient un retract de c(u) (resp. c0(u)).
Soit u0 : A0

// B0 une sous-flèche de u. On dit que u0 est r-spéciale lorsque le sous-objet B0 ∈ Sub(B)
est isomorphe au sous-objet Φcf0(u0) ×Φcf0 (u),r B ∈ Sub(B) (resp. Φc0f (u0) ×Φc0f (u),r B ∈ Sub(B)). On notera
SpSub(u|r) ⊂ Sub(u) et SpSubβ(u|r) ⊂ Subβ(u) les sous-catégories (pleines) formées des sous-flèches r-spéciales
de u.

On résume quelques propriétés des sous-flèches r-spéciales dans la proposition suivante :

Proposition 4.2.46 — On garde les hypothèses et les notations de la définition 4.2.45. Soit u0 : A0
// B0

une sous-flèche r-spéciale de u. On a les propriétés suivantes :
– u0 est une sous-cofibration (resp. une sous-cofibration triviale) de u,
– u0 est un retract de c(u0) (resp. c0(u0)). Plus précisément, la restriction de r à B0 se factorise par Φcf0(u0)
(resp. Φc0f (u0)).

Demonstration On traite uniquement le cas non respé. Montrons que la composée B0
// B

r // Φcf0(u) se
factorise par le sous-objet Φcf0(u0). Comme u0 est r-spéciale, B0 est isomorphe au sous-objet Φcf0(u0)×Φcf0 (u),r B ∈
Sub(B). La propriété recherchée découle alors de la commutation du carré :

Φcf0(u0)×Φcf0 (u),r B

pr1

��

// B

r

��
Φcf0(u0) // Φcf0(u)

On note r0 : B0
// Φcf0(u0) la restriction de r à B0. C’est une retraction à f0(u0). Ceci découle immédiatement

du diagramme commutatif :

B0
r0 //

��

Φcf0(u0)

��

f0(u0) // B0

��
B

r // Φcf0(u)
f0(u) // B

et du fait que B0 est un sous-objet de B. Il vient que u0 est une cofibration par l’axiome (MC3).
Il reste à montrer que u0 est une sous-cofibration de u. Pour cela, on peut remarquer que A

∐
A0
B0

// B est

retracte de A
∐
A0

Φcf0(u0) // Φcf0(u) . Cette dernière est une cofibration puisque c(u0) est une sous-cofibration

de c(u) par la proposition 4.2.30. c.q.f.d

Corollaire 4.2.47 — On garde les hypothèses et les notations de la définition 4.2.45. Soient u0 et u1 deux
sous-flèches r-spéciales d’une cofibration (resp. d’une cofibration triviale) u. Supposons que u0 est majorée par u1 en
tant que sous-flèche. Alors, u0 est majorée par u1 en tant que sous-cofibration. En particulier, la sous-catégorie pleine
SpSub(u|r) ⊂ Sub(u) est contenue dans SubCof(u).

Demonstration En effet, si u0 est une sous-flèche de u1, alors c(u0) (resp. c0(u0)) est une sous-cofibration de c(u1)
(resp. c0(u1)). Le résultat découle alors du fait que le morphisme de flèches u0 → u1 est un retract de c(u0) → c(u1)
(resp. c0(u0)→ c0(u1)). c.q.f.d



4.2 Catégories de modèles II : accessibilité et localisation 459

Dans la suite, on abusera parfois en appelant sous-cofibration r-spéciale une sous-flèche r-spéciale. Notons également
le lemme suivant qui découle immédiatement de la définition 4.2.45 et du fait que le foncteur Φcf0 (resp. Φc0f ) est
α-filtrant.

Lemme 4.2.48 — Une colimite α-filtrante de sous-flèches r-spéciales est encore une sous-flèche r-spéciale.

Le résultat suivant, montre qu’il y a suffisamment de sous-flèches r-spéciales de buts β-accessibles :

Proposition 4.2.49 — On suppose que M est α-présentable par cofibrations. Soit β un cardinal comme
dans la proposition 4.2.41 et u : A // B une cofibration (resp. une cofibration triviale). On fixe un relèvement
r : B // Φcf0(u) (resp. r : B // Φc0f (u) ) comme dans la définition 4.2.45. Alors, l’inclusion SpSubβ(u|r) ⊂
Subβ(u) est cofinale.

Demonstration On traite uniquement le cas non-respé. Remarquons que SpSubβ(u|r) est l’égalisateur d’une double
flèche :

Subβ(u)
id
//

F // Subβ(u)

avec F le foncteur qui à une sous-flèche u0 : A0
// B0 de u associe la sous-flèche A0

// Φcf0(u0)×Φcf0 (u),r B.
Le foncteur F est cofinal. En effet, les limites finies et le foncteur Φcf0 commutent aux colimites α-filtrantes. Il

vient que la flèche canonique :

Colimu0∈Subβ(u)F (u0) // u

est inversible. Ainsi, si u′ est une sous-flèche de u de but β-accessible, la composée :

u′ // u ' Colimu0∈Subβ(u)F (u0)

se factorise par l’une des F (u0). Cette dernière majore donc u′.
D’autre part, la catégorie Subβ(u) admet les colimites filtrantes indexées par des catégories de cardial inférieur ou

égal à β. Les foncteur F commute aux colimites α-filtrantes indexées par des catégories de cardial inférieur ou égal à
β. Le lemme 4.2.4 s’applique pour montrer que l’inclusion SpSubβ(u|r) ⊂ Subβ(u) est cofinale. c.q.f.d

On déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.50 — On suppose que M est α-présentable par cofibrations. Soient β un cardinal comme
dans la proposition 4.2.41 et u : A // B une cofibration (resp. une cofibration triviale). On fixe un relèvement
r : B // Φcf0(u) (resp. r : B // Φc0f (u) ) comme dans la définition 4.2.45. La cofibration u est la colimite
β-filtrante de ses sous-cofibrations (resp. sous-cofibrations triviales) r-spéciales de buts β-accessibles.

Soit u : A // B une cofibration. Les catégories SubCof(u) et SpSub(u|r) ne sont pas en général stables par
colimites suivant les ordinaux. Ceci rend difficile l’application du lemme de Zorn qui est utile pour la construction des
relèvements (voir par exemple la preuve du théorème de localisation 4.2.71). Pour cela, nous allons élargir la catégorie
SpSub(u|r) et plus précisément idA\SpSub(u|r) :

Definition 4.2.51 — On suppose que M est α-présentable par cofibrations. Soit u : A // B une cofibration
(resp. une cofibration triviale) et fixons une retraction r : B // Φcf0(u) (resp. r : B // Φc0f (u) ) comme dans
la définition 4.2.45.

Une sous-flèche de la forme v : A // T de c(u) : A // Φcf0(u) (resp. c0(u) : A // Φc0f (u) ) est dite
r-normale lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

1. v est une sous-flèche cellulaire.

2. La composée : T // Φcf0(u)
f0(u) // B (resp. T // Φc0f (u)

f(u) // B ) se factorise par le sous-objet s(T ) =

T ×Φcf0 (u),r B (resp. s(T ) = T ×Φc0f (u),r B) de B.

Dans la suite, nous considérons uniquement le cas non-respé afin d’alléger la présentation. Le lecteur pourra
facilement adapter les énoncés et les démonstrations au cas où u est supposée une cofibration triviale et r est une
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rétraction à f(u). On peut résumer la situation de la définition 4.2.51 par un diagramme commutatif :

(4.12) A
s(v) // s(T ) //

��

B

r

��
A

v // T //

��

Φcf0(u)

f0(u)

��
A

s(v) // s(T ) // B

avec s(T ) = T ×Φcf0 (u),r B. Comme v est cellulaire, on déduit aussitôt que T // Φcf0(u) est une cofibration. Le

diagramme (4.12) montre également que s(T ) est rétract de T . On déduit alors que s(v) et s(T ) // B sont des

cofibrations puisqu’elles sont retractes de v et T // Φcf0(u) respectivement. Ainsi toutes les flèches horisontales
du diagramme (4.12) sont des cofibrations. On parlera dorénavant de sous-cofibrations r-normales de c(u). Voici un
exemple de sous-cofibrations r-normales :

Exemple 4.2.52 — Si u0 : A // B0 est une sous-flèche r-spéciale de u, alors c(u0) est une sous-cofibration
r-normale de c(u).

Definition 4.2.53 — On note NormSub(c(u)|r) ⊂ SubCell(c(u)) la sous-catégorie pleine dont les objets sont
les sous-cofibrations r-normales.

L’association v  s(v) définit un foncteur s : NormSub(c(u)|r) // SubCof(u) . En effet, étant donnée une

flèche (v0 : A→ T0) // (v1 : A→ T1) dans NormSub(c(u)|r), la flèche s(T0) // s(T1) est rétracte T0
// T1 .

Cette dernière est dans Cell(Cof) = Cof par le lemme 4.2.29. Ceci montre que s(v0) est bien une sous-cofibration de
s(v1).

Proposition 4.2.54 — On suppose toujours que M est α-présentable par cofibrations. Soit K une petite
catégorie filtrante et supposons donné un foncteur v(−) : K // HOM(1,M)/c(u) tel que pour k ∈ Ob(K), v(k) est
une sous-cofibration r-normale de c(u). Alors ColimKv(−) est encore une sous-cofibration r-normale de c(u).

Demonstration Ceci découle immédiatement du corollaire 4.2.37. c.q.f.d

Proposition 4.2.55 — On reprend les notations et les hypothèses de la définition 4.2.51. Soit v : A // T
une sous-cofibration r-normale de c(u). On suppose donnés une sous-flèche r-spéciale u0 dans SpSub(u|r) et un
diagramme commutatif :

A0
v0 //

��

T0

j0 //

��

Φcf0(u0)

��
A

v // T
j // Φcf0(u)

avec v0 une sous-cofibration r-normale de c(u0). Si en plus, j0 est une sous-cofibration de j, alors :

v′ : A // T
∐
T0

Φcf0(u0)

est une sous-cofibration r-normale qui majore v.

Demonstration Notons T ′ = T
∐
T0

Φcf0(u0). Il s’agit de montrer les points suivants :
– v′ est cellulaire.

– La composée T ′ // Φcf0(u)
f0(u) // B se factorise par le sous-objet s(T ′) = T ′ ×Φcf0 (u),r B.

Le premier point découle de la proposition 4.2.36 et du fait que T ′ est un sous-objet de Φcf0(u). Étant donné que
T ′ = T

∐
T0

Φcf0(u0), il suffit de voir que les flèches :

T // Φcf0(u) // B et Φcf0(u0) // Φcf0(u) // B

se factorisent par s(T ′). La première composée se factorise par s(T ) qui est majoré par s(T ′). La seconde se factorise
par B0, qui est également majoré par s(T ′). En effet, Φcf0(u0)×Φcf0 (u),r B = B0 puisque u0 est r-spéciale. c.q.f.d
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Definition 4.2.56 — Soit u : A // B une cofibration dans une catégorie de modèles α-présentable par
cofibrations. Supposons donnée une sous-flèche r-normale v : A // T de c(u). Une sous-flèche r-spéciale u0 de
u sera dite orthogonale à v lorsque la sous-flèche A0

// T ×Φcf0 (u) Φcf0(u0) = T0 est r-normale dans c(u0) et

la flèche T0
// Φcf0(u0) est une sous-cofibration de T // Φcf0(u) . On note SpSub⊥v? (u|r) la sous-catégorie

pleine de SpSub?(u|r) formées des sous-flèches r-spéciales orthogonale à v (avec ? ∈ {∅, β}).

Ainsi, si la sous-flèche u0 est orthogonale à v on peut former, par la proposition 4.2.55, une nouvelle sous-cofibration
r-normale A // T

∐
T0

Φcf0(u0). On a le lemme suivant qui montre l’existence de beaucoup de sous-flèches r-
spéciales et orthogonales à v.

Lemme 4.2.57 — On garde les hypothèses de la définition 4.2.56. L’inclusion SpSub⊥vβ (u|r) ⊂ SpSubβ(u|r) est
cofinale.

Demonstration Considérons le diagramme suivant dans OrdEns :

(4.13) SubCellβ(A→ T )

inc

��

SpSubβ(T → Φcf0(u)|r′)

inc

��
Subβ(A→ T ) SpSubβ(A→ B|r)Foo G // Subβ(T → Φcf0(u))

tel que :

1. r′ : Φcf0(u) // Φcf0(T → Φcf0(u)) est un relèvement quelconque,

2. les foncteurs inc sont les inclusions évidentes,
3. le foncteur F associe à une sous-flèche u0 : A0

// B0 de u la sous-flèche A0
// T ×Φcf0 (u) Φcf0(u0) ,

4. le foncteur G associe à une sous-flèche u0 de u la sous-flèche T ×Φcf0 (u) Φcf0(u0) // Φcf0(u0) .

Le diagramme (4.13) vérifie les conditions du lemme 4.2.4. En effet, toutes les catégories de (4.13) sont β-filtrantes et
admettent des colimites suivant les catégories α-filtrantes de cardinal plus petit ou égal à β. Les foncteurs de (4.13)
commutent à ces colimites. Les foncteurs inc sont cofinaux par le corollaire 4.2.38 et la proposition 4.2.49. Enfin, en
utilisant le corollaire 4.2.50, on voit facilement que F et G sont aussi cofinaux.

Notons L la limite du diagramme (4.13). Par le lemme 4.2.4, le foncteur c : L // Subβ(u|r) est cofinal. Un

calcul immédiat montre que L est la catégorie des sous-flèches r-spéciales u0 : A0
// B0 telles que :

(i) A0
// T0 = T ×Φcf0 (u) Φcf0(u0) est cellulaire,

(ii) T0
// Φcf0(u0) est une sous-flèche r′-spéciale de T // Φcf0(u) .

La condition (ii) implique en particulier que T0
// Φcf0(u0) est une sous-cofibration de T // Φcf0(u) . Comme

u0 est r-spéciale, on dispose d’un carré commutatif :

B0
r0 //

��

Φcf0(u0)

��
B

r // Φcf0(u)

Il vient que T0 ×Φcf0 (u0),r0 B0 = (T ×Φcf0 (u) Φcf0(u0))×Φcf0 (u0),r0 B0 ' (T ×Φcf0 (u),r B)×B B0. Comme la composée
T0

// Φcf0(u) // B se factorise par les sous-objets (T ×Φcf0 (u),r B) et B0, elle se factorise également par

leur intersection, à savoir (T ×Φcf0 (u),r B) ×B B0. Ceci montre que T0
// Φcf0(u0) // B0 se factorise par

T0 ×Φcf0 (u0),r0 B0. La sous-flèche A0
// T0 est donc r-normale. Il est maintenant clair que L est contenu dans

SpSub⊥vβ (u|r). Le lemme est démontré. c.q.f.d

4.2.4 Localisation des catégories de modèles

Dans ce paragraphe on démontre le théorème de localisation pour les catégories de modèles présentables par
cofibrations. Il s’agit d’un cas particulier, mais amplement suffisant pour nos applications, du théorème de localisation
de Hirschhorn [Hir03]. Dans la suite (M,W,Cof ,Fib) désignera une catégorie de modèles. La définition suivante est
tirée de [Hir03] :
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Definition 4.2.58 — Soit A une sous-classe de Fl(Ho(M)). Une localisation de Bousfield (à gauche) de M
suivant A est une catégorie de modèles (LA M,WA ,CofA ,FibA ) munie d’une adjonction de Quillen

(UA , VA ) : M // LA M

telle que LUA (f) est inversible pour tout f ∈ A et vérifiant la propriété universelle suivante. Pour toute catégorie
de modèles N munie d’une adjonction de Quillen (F,G) : M // N telle que LF (f) est inversible pour f ∈ A , il
existe une unique adjonction de Quillen (FA , GA ) : LA M // N rendant commutatif le triangle :

M
F //

UA

��

N

LA M

FA

<<yyyyyyyyy

Remarque 4.2.59 — Soit (F,G) : M // N une adjonction de Quillen. Soient A ⊂ Fl(Ho(M)) et B ⊂
Fl(Ho(N)) deux classes de flèches. On suppose que LF (A ) ⊂ B. Alors, l’adjonction (F,G) induit naturellement une
adjonction de Quillen (F,G) : LA M // LBN lorsque les localisations de Bousfield existent.

L’objet de ce paragraphe est de donner des conditions sur M et A qui assurent l’existence de la localisation de
Bousfield. On commence par deux lemmes simples :

Lemme 4.2.60 — Soient a : A // B une cofibration entre objets cofibrants de M et X un objet fibrant. Les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme π0(a,X) : π0(B,X) // π0(A,X) est surjectif.

(ii) La flèche : X // ∗ admet la propriété de relèvement à droite par rapport à a.

Demonstration Seule l’implication (i) +3 (ii) demande une preuve. Supposons donné un carré :

(4.14) A
f //

a

��

X

��
B // ∗

Il existe une flèche r0 : B // X telle que r0 ◦ a est homotope à f . On se donne un cylindre (CA, p, i0, i1) sur A et
on construit, en utilisant l’axiome (MC5), un cylindre (CB , p, i0, i1) sur B qui factorise la flèche :(

CA
∐

(A
‘
A)

(B
∐
B)

)
// B

en une cofibration suivie d’une fibration triviale.
Soit h : CA // X une homotopie de r0◦a à f relativement au cylindre (CA, p, i0, i1). Considérons le diagramme

suivant :

CA
∐
i0(A)B

��

h∪r0 // X

��
CB //

k

::

∗

Étant donné que CA
∐
i0(A)B

// CB est une cofibration triviale, un relèvement k existe par (MC4). Il est alors
clair que r = k ◦ i1 est un relèvement au carré (4.14). c.q.f.d

Lemme 4.2.61 — Soient a : A // B une cofibration entre objets cofibrants de M et X un objet fibrant. On
se donne des cylindres (CA, p, i0, i1) et (CB , p, i0, i1) sur A et B ainsi qu’une flèche :

Ca : CA // CB
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compatible avec les flèches p, i0 et i1. Si la flèche X // ∗ possède la propriété de relèvement à droite par rapport
aux deux flèches :

a : A // B et

(
CA

∐
(A
‘
A)

(B
∐
B)

)
// CB

alors le morphisme π0(a,X) : π0(B,X) ∼ // π0(A,X) est inversible.

Demonstration La surjectivité est claire étant donné que X // ∗ admet la propriété de relèvement à droite
relativement à a. Pour montrer l’injectivité, on considère deux flèches f, g : B // X telles que f ◦ a est homotope
à g ◦ a. Fixons une homotopie h : CA // X et formons la flèche :

l = (f ∪ g) ∪ h :

(
CA

∐
(A
‘
A)

(B
∐
B)

)
// X

La propriété de relèvement à droite fournit alors l’homotopie CB // X recherchée. c.q.f.d

Nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.62 — Pour e ∈ {1, 2}, on se donne une cofibration ae : Ae // Be entre objets cofibrants de M.
On choisit des cylindres (CAe , p, i0, i1) et (CBe , p, i0, i1) sur Ae et Be ainsi qu’une flèche :

Cae : CAe // CBe

compatible avec les flèches p, i0 et i1. Supposons que a1 et a2 deviennent isomorphes dans Ho(M). Alors, il en est de
même des flèches :(

CA1

∐
(A1

‘
A1)

(B1

∐
B1)

)
// CB1 et

(
CA2

∐
(A2

‘
A2)

(B2

∐
B2)

)
// CB2

Demonstration Comme les flèches CBe
// Be sont des équivalences faibles, il suffit de montrer que les deux

flèches suivantes :(
CA1

∐
(A1

‘
A1)

(B1

∐
B1)

)
// B1 et

(
CA2

∐
(A2

‘
A2)

(B2

∐
B2)

)
// B2

ont même classe dans Ho(M). Ainsi, les cylindres CB1 et CB2 ne joueront aucun rôle. On procède en plusieurs étapes.
On montre d’abord l’indépendance par rapport aux choix des cylindres sur A.
Étape 1 : Soit a : A // B une cofibration entre objets cofibrants. On se donne deux cylindres (CA, p, i0, i1) et
(C ′A, p

′, i′0, i
′
1) sur A. En choisissant une factorisation de p ∪ p′ :(

CA
∐

(A
‘
A)

C ′A

)
// C ′′A

// A

en une cofibration suivie d’une fibration triviale, on voit qu’il suffit de considérer le cas où il existe un morphisme de
cylindres CA // C ′A qui est en plus une cofibration. Dans ce cas, la flèche :

(
CA

∐
(A
‘
A)

(B
∐
B)

)
//

(
C ′A

∐
(A
‘
A)

(B
∐
B)

)

est une cofibration triviale, puisque c’est un push-out de CA // C ′A .

Étape 2 : On traite maintenant le cas où il existe un carré commutatif dans M :

A1
a1 //

u

��

B1

v

��
A2

a2 // B2
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à flèches verticaux des équivalences faibles. Ayant la liberté de modifier les cylindres sur A1 et A2, on peut supposer
qu’il existe une flèche Cu : CA1

// CA2 qui soit compatible avec p, i0 et i1. Remarquons que les deux diagrammes :

A1

∐
A1

//

��

CA1

B1

∐
B1

A2

∐
A2

//

��

CA2

B2

∐
B2

sont des objets cofibrants de la catégorie de modèles (M) munie de sa structure de Reedy (voir la proposition
4.1.53). De plus les flèches u

∐
u, v

∐
v et Cu définissent une équivalence faible entre ces deux objets. Le foncteur

(M) //M , qui à un diagramme de type associe sa colimite, est un foncteur de Quillen à gauche. Il vient
qu’il preserve les équivalences faibles entre les objets cofibrants. D’où le résultat dans ce cas.
Étape 3 : On démontre maitenant le cas général. On peux supposer Ae et Be fibrants (et cofibrants). En effet, par
l’axiome de factorisation on peut trouver un carré commutatif :

A′e
a′e //

��

B′e

��
Ae // Be

avec a′e une cofibration entre objets fibrants et cofibrants et tel que les flèches verticaux sont des équivalences faibles.
Choisissons γ : A1

// A2 et γ′ : B1
// B2 des isomorphismes dans Ho(M) réalisant l’isomorphisme de

flèches entre a1 et a2. Comme les objets Ae et Be sont fibrants et cofibrants, on peut trouver des relèvements γ̄ et γ̄′
dans M de γ et γ′. On obtient ainsi un carré de M :

A1
a1 //

γ̄

��

B1

γ̄′

��
A2

a2 // B2

commutatif à homotopie près. Fixons une homotopie h : CA1
// B2 de γ̄′ ◦ a1 à a2 ◦ γ̄ relativement à un cylindre

(CA1 , p, i0, i1).
On munit la catégorie HOM(1,M) de sa structure de modèles de Reedy (voir la proposition 4.1.53) associée à

l’ensemble ordonné 1 = {0 < 1}. Remarquons alors que les deux flèches a1 et a2 sont isomorphes en tant qu’objets de
Ho(HOM(1,M)) via la chaîne d’isomorphismes :

A1
a1 //

i1

��

B1

γ̄′

��
CA1

h // B2

A1

a2◦γ̄ //

i2

��

B2

CA1

h // B2

A1

a2◦γ̄ //

γ̄

��

B2

A2
a2 // B2

Comme a1 et a2 sont des objets fibrants et cofibrants pour la structure de Reedy sur HOM(1,M), il existe un carré
commutatif dans M :

A1
a1 //

��

B1

��
A2

a2 // B2

qui relève cet isomorphisme, i.e., les flèches verticaux sont des équivalences faibles. On s’est encore une fois ramené à
la seconde étape de la preuve. c.q.f.d

Definition 4.2.63 — Pour toute cofibration a : A // B on choisit une cofibration ∇(a) :[
Cyla(A)

∐
(A
‘
A)

(B
∐
B)

]
// Cyla(B)
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avec Cyla(A) et Cyla(B) des cylindres sur A et B. Pour une classe F de cofibrations, on pose ∇(F ) = {∇(a); a ∈ F}.
On définit par récurrence les classes ∇n(F ) en posant ∇n(F ) = ∇(∇n−1(F )). On notera ∇∞(F ) = ∪n∈N∇n(F )
l’union de ces classes.

Dans la suite, on fixe une sous-classe A ⊂ Fl(Ho(M)). Soit A ⊂ Fl(M) un relèvement à isomorphisme près de
A constitué de cofibrations entre objets cofibrants. Lorsque A est essentiellement petite, on supposera implicitement
que A est un ensemble. On notera alors ∇∞(A ) l’image dans Ho(M) de la classe ∇∞(A ). D’après le lemme 4.2.62,
la classe ∇∞(A ) est indépendante, à isomorphisme près, du choix de A et des cylindres. Voici la définition clef :

Definition 4.2.64 — 1- Un objet X de M est appelé A -local lorsque pour toute flèche a : A // B de
∇∞(A ) le morphisme :

homHo(M)(B,X) // homHo(M)(A,X)

est inversible. On note MA−loc (resp. Ho(M)A−loc) la sous-catégorie pleine de M (resp. Ho(M)) formée des objets
A -locaux.

2- Une flèche f : A // B est dite une A -équivalence faible lorsque

hom(f,X) : homHo(M)(B,X) // homHo(M)(A,X)

est inversible pour tout objet A -local. On note WA la classe des A -équivalences faibles et FibA celle des flèches
ayant la propriété de relèvement à droite par rapport aux cofibrations A -triviales (i.e., qui sont des A -équivalences
faibles).

Lemme 4.2.65 — 1- La notion d’objets A -locaux ne dépend pas du choix de A ni du choix des cylindres dans
la construction de ∇∞(A ).

2- Soit (W′,Cof ′,Fib′) une deuxième structure de modèles sur la catégorie M. On suppose que W′ = W et
Cof ⊂ Cof ′. Alors les objets A -locaux et les A -équivalences faibles définis relativement à (W′,Cof ′,Fib′) sont les
mêmes que ceux définis relativement à (W,Cof ,Fib).

Demonstration La première partie de l’énoncé découle du lemme 4.2.62. La seconde partie découle aussi de 4.2.62.
En effet, A est encore un relèvement à isomorphisme prés de A formés de cofibrations entre objets cofibrants relati-
vement à (W′,Cof ′,Fib′). De même, la formation des ∇n(A ) convient pour la structure (W′,Cof ′,Fib′). c.q.f.d

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des lemmes 4.2.60 et 4.2.61 :

Proposition 4.2.66 — Soit X un objet fibrant de M. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est A -local.

(ii) La projection X // ∗ possède la propriété de relèvement à droite relativement aux flèches de ∇∞(A ).

Demonstration Comme X est fibrant, les applications π0(a,X) : π0(B,X) // π0(A,X) sont inversibles et

donc en particulier surjectives pour tout a ∈ ∇n(A ). On en déduit ainsi l’implication (i) +3 (ii) . L’implication
réciproque est déduite du lemme 4.2.61. c.q.f.d

Lemme 4.2.67 — Supposons que M est propre à gauche. Soit f un push-out d’un élément de ∇∞(A ). Alors,
∇n(f) ∈WA pour tout n ∈ N.

Demonstration Soit un carré cocartésien :

A
u //

a

��

X

f

��
B // X

∐
AB

avec a ∈ ∇∞(A ). L’objet Cylf (X)
∐

Cyla(A) Cyla(B) est naturellement un cylindre sur X
∐
AB. D’autre part, on

dispose d’un carré cocartésien :

Cyla(A)
∐

(A
‘
A)(B

∐
B)

∇(a) //

��

Cyla(B)

��
Cylf (X)

∐
(X
‘
X)((X

∐
AB)

∐
(X
∐
AB)) // Cylf (X)

∐
Cyla(A) Cyla(B)
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Il vient (par le lemme 4.2.62) que ∇(f) est équivalent à un push-out de ∇(a). Il suffira donc de montrer que f ∈WA .
Montrons que l’on peut supposer X cofibrant. Choisissons une fibration triviale X ′ // X avec X ′ cofibrant.

Comme A est cofibrant, la flèche u se relève alors en une flèche u′ : A // X ′ . On obtient ainsi un diagramme
commutatif à carrés cocartésiens :

A

��

// X ′ //

f ′

��

X

f

��
B // X ′

∐
AB

// X
∐
AB

Comme M est propre à gauche, on voit que la classe de f dans Ho(M) est isomorphe à celle de f ′. Ainsi, on peut
remplacer X par l’objet cofibrant X ′.

Dans le cas où X est cofibrant, il suffit par le lemme 4.2.61 de montrer que f et ∇(f) possèdent la propriété de
relèvement à gauche par rapport aux projections X // ∗ avec X fibrant et A -local. Ceci est bien le cas, puisque
LLP(X → ∗) contient a et ∇(a) et est stable par push-out. c.q.f.d

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.68 — Si M est propre à gauche, on a l’inclusion Cell (∇∞(A ) ∪ (W ∩Cof)) ⊂WA .

Demonstration On peut supposer (voir remarque 4.2.25) que g ∈ Cell (∇∞(A ) ∪ (W ∩Cof)) est la composée
transfinie d’une λ-suite :

A = A0

f0 // A1

f1 // . . . // Aν
fν // Aν+1

// . . .

avec fν un push-out d’un élément de ∇∞(A ) ∪ (W ∩ Cof). On construit par induction transfinie et en utilisant
l’axiome (MC5), un morphisme de λ-suites :

A′0
f ′0 //

��

A′1
f ′1 //

��

. . . // A′ν
f ′ν //

��

A′ν+1
//

��

. . .

A0

f0 // A1

f1 // . . . // Aν
fν // Aν+1

// . . .

à flèches verticales des équivalences faibles et f ′ν des cofibrations entres objets cofibrants. Notons g′ la composition
transfinie des f ′ν . Par le lemme 4.2.69 ci-dessous, la flèche g′ est isomorphe à g dans Ho(M). Il suffit donc de montrer
que g′ est dans WA .

Comme g′ est une flèche entre objets cofibrants, il s’agit de vérifier que l’application π0(g′, X) est bijective pour
X fibrant et A -local. Par le lemme 4.2.61, il suffira de prouver que g′ et ∇(g′) possèdent la propriété de relèvement
à gauche par rapport à X // ∗ . Cette propriété pour g′ découle de la propriété correspondante pour chaque f ′ν .
Montrons qu’il en est de même pour ∇(g′).

On construit, par induction transfinie sur µ ∈ ν ∈ λ, des cylindres (Cyl(A′ν), p, i0, i1) sur A′ν ainsi que des flèches
Cyl(A′µ) // Cyl(A′ν) compatibles à p, i0 et i1 et tels que :

– la famille (Cyl(A′ν))ν∈λ est une λ-suite, i.e., Cyl(A′ν) = Colimµ∈νCyl(A′µ) pour ν un ordinal limite,
– pour tout ν + 1 ∈ λ, la flèche Cyl(A′ν)

∐
(A′ν

‘
A′ν)(A

′
ν+1

∐
A′ν+1) // Cyl(A′ν+1) est une cofibration.

Il vient par le lemme 4.2.62, que la flèche ∇(g′) est (équivalente à) la colimite des flèches ∇(◦µ≤νf ′µ) (où l’on note
◦µ≤νf ′µ : A′0 // A′ν la composée transfinie de la suite (f ′µ)µ≤ν) :

(4.15) . . . // Cyl(A′0)
∐
A′0
‘
A′0

(A′ν
∐
A′ν) //

∇
„
◦

µ≤ν
f ′µ

«
��

Cyl(A′0)
∐
A′0
‘
A′0

(A′ν+1

∐
A′ν+1) //

∇
„„

◦
µ≤ν

f ′µ

«
◦f ′ν
«

��

. . .

. . . // Cyl(A′ν) // Cyl(A′ν+1) // . . .
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Les lignes de (4.15) sont des λ-suites et pour tout ν ∈ λ la flèche :

Cyl(A′ν)
∐

“
Cyl(A′0)

‘
A′0

‘
A′0

(A′ν
‘
A′ν)

”
Cyl(A′0)

∐
A′0
‘
A′0

(
A′ν+1

∐
A′ν+1

) // Cyl(A′ν+1)

s’identifie à la cofibration ∇(f ′ν) : Cyl(A′ν)
∐

(A′ν
‘
A′ν)(A

′
ν+1

∐
A′ν+1) // Cyl(A′ν+1) . Il vient, par le lemme 4.2.70

ci-dessous, que ∇(g′) ∈ LLP(X → ∗) si les ∇(f ′ν) ∈ LLP(X → ∗) pour tout ν ∈ λ.
Ainsi pour terminer la preuve de la proposition, il reste à vérifier que les f ′ν et ∇(f ′ν) sont dans LLP(X → ∗) pour

tout X fibrant et A -local. Lorsque fν ∈W ∩Cof , la propriété est claire. On se place donc dans le cas où fν est un
push-out d’un élément de ∇∞(A ).

Par le lemme 4.2.60, il suffira de montrer que f ′ν , ∇(f ′ν) et ∇2(f ′ν) sont des A -équivalences faibles. Étant donné
que les images dans Ho(M) de f ′ν , ∇(f ′ν) et ∇2(f ′ν) sont isomorphes à ceux de fν , ∇(fν) et ∇2(fν), le résultat découle
du lemme 4.2.67. c.q.f.d

Lemme 4.2.69 — Soit un morphisme de λ-suites :

A′0
f ′0 //

��

A′1
f ′1 //

��

. . . // A′ν
f ′ν //

��

A′ν+1
//

��

. . .

A0

f0 // A1

f1 // . . . // Aν
fν // Aν+1

// . . .

dans une catégorie de modèles M propre à gauche. On suppose que les flèches verticales sont des équivalences faibles
et que les flèches horizontales sont des cofibrations. Alors le morphisme évident Colimν∈λA

′
ν

// Colimν∈λAν est
une équivalence faible.

Demonstration On peut factoriser notre morphisme de λ-suites de la manière suivante :

A′0
f ′0 //

��

A′1
f ′1 //

��

. . . // A′ν
f ′ν //

��

A′ν+1
//

��

. . .

A0
//

��

A0

∐
A′0
A′1

//

��

. . . // A0

∐
A′0
A′ν

//

��

A0

∐
A′0
A′ν+1

//

��

. . .

A0

f0 // A1

f1 // . . . // Aν
fν // Aν+1

// . . .

Comme A′0
// A0 est une équivalence faible et que M est propre à gauche, il vient que toutes les flèches

A′ν
// A0

∐
A′0
A′ν sont des équivalences faibles. On déduit que toutes le flèches verticales dans le diagramme

ci-dessus sont des équivalences faibles.
Remarquons également que le morphisme canonique :

Colimν∈λA
′
ν

// Colimν∈λ(A0

∐
A′0
A′ν) ' A0

∐
A′0

Colimν∈λA
′
ν

est une équivalence faible puisque c’est le push-out de A′0
// A0 par une cofibration. Ainsi, pour montrer le lemme,

il reste à montrer que la flèche :
Colimν∈λ(A0

∐
A′0
A′ν) // Colimν∈λAν

est une équivalence faible. En d’autres termes, on peut supposer dans l’énoncé que A0 = A′0.
En considérant notre problème dans la catégorie de modèles A0\M (voir le lemme 4.1.9), on voit qu’il suffit de

traiter le cas où tous les Aν et A′ν sont cofibrants. Pour traiter ce cas, rappelons que la catégorie HOM(λ,M) admet
une structure de modèles de Reedy (voir la remarque 4.1.54) où les équivalences faibles et les fibrations sont données
terme à terme. Pour cette structure de modèles, Colimν∈λ est un foncteur de Quillen à gauche et le morphisme de
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λ-suites A′ν∈λ
// Aν∈λ est une équivalence faible entre objets cofibrants. Le résultat découle maintenant du lemme

4.1.26. c.q.f.d

Lemme 4.2.70 — Soient C une catégorie cocomplète et G ⊂ Fl(C) une classe de flèches. Soit λ un ordinal et
supposons donné un morphisme de λ-suites dans C :

A0
//

��

A1
//

��

. . . // Aν //

��

Aν+1
//

��

. . .

A′0
// A′1

// . . . // A′ν
// A′ν+1

// . . .

On suppose que A0
// A′0 est dans LLP(G) ainsi que les flèches :

A′ν
∐
Aν
Aν+1

// A′ν+1

pour ν + 1 ∈ λ. Alors Colimν∈λAν // Colimν∈λA
′
ν est dans LLP(G).

Demonstration On vérifie que Colimν∈λAν // Colimν∈λA
′
ν possède la propriété de relèvement à gauche par

rapport aux éléments de G. On se donne donc un carré commutatif :

Colimν∈λAν
u //

��

X

f

��
Colimν∈λA

′
ν u′

//

r

::

Y

avec f ∈ G. Pour construire le relèvement r, il suffit de se donner des relèvements rν dans :

Aν
uν //

��

X

f

��
A′ν u′ν

//

rν

>>

Y

d’une manière compatible. On procède par induction transfinie. Lorsque ν = 0, on prend un relèvement quelconque r0.
L’ensemble des choix étant non vide puisque A0

// A′0 est dans LLP(G). Si ν est un ordinal limite, on prend rν
la colimite de (rµ)µ∈ν . Enfin, pour construire rν+1 d’une manière compatible avec rν , il suffit de choisir un relèvement
dans le carré :

A′ν
∐
Aν
Aν+1

rν∪uν+1 //

��

X

f

��
A′ν+1 u′ν+1

//

rν+1

66

Y

L’ensemble des choix étant encore non vide puisque la flèche verticale de droite est dans LLP(G). c.q.f.d

Voici le théorème qu’on cherche à démontrer :

Theoreme 4.2.71 — Supposons que le catégorie de modèles M est propre à gauche et présentable par cofibrations.
Si la classe A est essentiellement petite, alors le quadruplet (M,WA ,Cof ,FibA ) est une catégorie de modèles qui
est encore propre à gauche et présentable par cofibrations. De plus, c’est la localisation de Bousfield à gauche de M
par rapport à A .

On garde les hypothèses de l’énoncé ci-dessus. Soit α un cardinal qui majore le cardinal de A et tel que M est
α-présentable par cofibrations et les buts des flèches de A sont α-accessibles. On commence par quelques résultats
préliminaires :

Proposition 4.2.72 — Il existe un foncteur LocA : M //M et une transformation naturelle id // LocA

tels que :
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(i) Pour tout X ∈ Ob(M), l’objet LocA (X) est fibrant et possède la propriété de relèvement à droite par rapport
à ∇∞(A ). En particulier, LocA (X) est un objet A -local.

(ii) Pour tout X ∈ Ob(M), la flèche X // LocA (X) est dans Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cofα)) ⊂WA .
(iii) Le foncteur LocA préserve les cofibrations.
(iv) Une flèche f ∈ Fl(M) est une A -équivalence faible si et seulement si LocA (f) est une équivalence faible.
(v) Le foncteur LocA est α-accessible. Si β est un cardinal comme dans la proposition 4.2.41, alors le foncteur

LocA préserve les objets β-accessibles.

Demonstration Mise à part la quatrième assertion, le résultat découle du lemme précédent et de l’argument du
petit objet (voir la proposition 4.2.26) appliqué à la classe essentiellement petite ∇∞(A ) ∪ (W ∩Cofα).

Montrons la troisième assertion. Soit f : U // V une A -équivalence faible. En considérant le carré :

U //

f

��

LocA (U)

LocA (f)

��
V // LocA (V )

et en utilisant la proposition 4.2.68, on voit que LocA (f) est également une A -équivalence faible. Ainsi, pour conclure,
il suffira de montrer qu’une A -équivalence faible entre objets A -locaux est forcément une équivalence faible. Ceci
découle immédiatement du lemme de Yoneda appliqué à la sous-catégorie des objets A -locaux de Ho(M). c.q.f.d

Corollaire 4.2.73 — La classe Cof ∪WA est stable par push-out et composition transfinie.

Demonstration Pour tout objet X de M la flèche X // LocA (X) est naturellement munie d’une structure de λ-

complexe (∇∞(A )∪(W∩Cofα))-cellulaire par le corollaire 4.2.28. De plus, pour tout monomorphisme X0
// X1 ,

la sous-flèche X0
// LocA (X0) de X // LocA (X) est cellulaire au sens de la définition 4.2.34 (ceci étant

conséquence du lemme 4.2.35).
Considérons une λ-suite : A0

// A1
// . . . // Aν // Aν+1

// . . . formée de cofibrations A -triviales.

Formons le diagramme suivant :

(4.16) A0

��

// LocA (A0)

(2)

�� ))TTTTTTTTTTTTTTT

Colimν∈λAν // Colimν∈λLocA (Aν)
(1) // LocA (Colimν∈λAν)

La flèche Colimν∈λAν // Colimν∈λLocA (Aν) est colimite filtrante des sous-flèches cellulaires Aν // LocA (Aν)
de Colimν∈λAν // LocA (Colimν∈λAν). Elle est donc elle-même une sous-flèche cellulaire par le corollaire 4.2.37.
Ceci montre que la flèche (1) du diagramme (4.16) est dans Cell(∇∞(A )∪(W∩Cofα)). C’est donc une A -équivalence
faible par la proposition 4.2.68.

Pour conclure, il suffit de montrer que la flèche (2) de (4.16) est dans Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cof)). On peut voir
cette flèche comme la composée transfinie d’une λ+ 1-suite :

U0 U1
// . . . // Uν // Uν+1

// . . .

avec Uν = Colimµ∈νLocA (Aµ) pour 0 6= ν ∈ λ+ 1. Il suffit donc de prouver que les flèches Uν // Uν+1 , i.e. :

(4.17) Colimµ∈νLocA (Aµ) // LocA (Aν)

sont dans Cell(∇∞(A )∪ (W∩Cof)). Lorsque ν = µ+ 1, la flèche (4.17) est simplement LocA (Aµ) // LocA (Aν)

qui est une cofibration triviale, par la proposition 4.2.72, puisque Aµ // Aν est une cofibration A -triviale. Lorsque
ν est un ordinal limite, cette flèche s’écrit :

(4.18) Colimµ∈νLocA (Aµ) // LocA (Colimµ∈νAµ)

L’argument utilisé au début de la preuve pour traiter le cas de la flèche (1) du diagramme (4.16) montre que (4.18)
est dans Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cofα)).
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Il nous reste à montrer la stabilité par co-changement de base. Considérons un carré cocartésien :

A //

a

��

X

f

��
B // X

∐
AB

avec a ∈ Cof ∩WA . On forme alors le carré suivant :

X //

��

X
∐
A LocA (A)

��
X
∐
AB

// X
∐
A LocA (B)

Les flèches horizontales sont des push-out des flèches A // LocA (A) et B // LocA (B) . Elles sont donc dans

Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cofα)). D’autre part, X
∐
A LocA (A) // X

∐
A LocA (B) est un push-out de la cofibration

triviale LocA (A) // LocA (B) . c.q.f.d

On obtient la caractérisation suivante de la classe des A -équivalences faibles :

Proposition 4.2.74 — Sous les hypothèses du théorème 4.2.71, la classe WA est la plus petite classe C telle
que :

– C contient W et A ,
– C vérifie la propriété 2 sur 3,
– C ∩Cof est stable par push-out et composition transfinie.

Demonstration Nous avons vu que WA vérifie les propriétés mentionnées. On montre réciproquement que si la
classe C vérifie les propriétés ci-dessus, elle contient WA .

Remarquons d’abord que si f : X // Y ∈ C ∩Cof alors ∇(f) ∈ C . En effet, f ∪ f : X
∐
X // Y

∐
Y est

dans C puisque c’est la composée de deux push-out de f . Il vient alors que :

Cyl(X) // Cyl(X)
∐

(X
‘
X)(Y

∐
Y )

est également dans C . Étant donné que Cyl(X) // Cyl(Y ) est aussi dans C , par la propriété 2 sur 3 nous déduisons
que ∇(f) ∈ C . Ceci montre que C contient Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cof)).

Pour montrer l’inclusion WA ⊂ C , on forme pour une A -équivalence faible f le carré commutatif :

A

f

��

// LocA (A)

LocA (f)

��
B // LocA (B)

L’appartenance f ∈ C découle alors de la propriété de 2 sur 3 de C , le fait que les flèches horizontales sont dans
Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩Cof)) et que LocA (f) est une équivalence faible (voir la proposition 4.2.72). c.q.f.d

L’étape suivante consiste à montrer :

Proposition 4.2.75 — Un morphisme dans RLP(Cofβ ∩WA ) est une A -fibration, i.e., appartient à FibA

(voir la définition 4.2.64).

Demonstration Soit f : X // Y une flèche dans RLP(Cofβ ∩WA ). On veut montrer que f admet aussi la
propriété de relèvement à droite par rapport à toutes les cofibrations A -triviales u : A // B . Comme u est un
rétract de c(u), il suffit de vérifier la propriété de relèvement à droite par rapport à c(u). On se donne donc un carré
commutatif :

A

c(u)

��

// X

f

��
Φcf0(u) // Y
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On considère l’ensemble E formé des classes d’isomorphismes de couples (v, a) avec v : A // T une sous-cofibration
r-normale de c(u) (voir la définition 4.2.51) qui est de plus A -triviale et a un relèvement partiel :

A //

v

��

X

f

��
T //

a

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkk Φcf0(u) // Y

Cet ensemble est non vide puisqu’il contient (idA, A → X). Il est naturellement ordonné de la manière suivante :
(v, a) ≤ (v′, a′) si la sous-flèche v : A // T est majorée par v′ : A // T ′ et si la restriction de a′ : T ′ // X
à T est égale à a. Par la proposition 4.2.54 et le corollaire 4.2.73, on voit que toutes les chaînes de l’ensemble E sont
majorées par leur colimite. Ainsi, par le lemme de Zorn, il existe des éléments maximaux dans E .

Dans la suite, on fixe un élément de E :

(v : A // T , a : T // X )

que l’on suppposera maximal et on montrera que T // Φcf0(u) est inversible. Considérons le diagramme de caté-
gories directes :

(4.19) SpSubβ(LocA (v)|r′′)

inc

��

SpSubβ(LocA (u)|r′)

inc

��
Subβ(LocA (v)) Subβ(v)Eoo SpSub⊥vβ (u|r)Foo G // Subβ(LocA (u))

Les notations sont expliquées ci-dessous :
1. r′ : LocA (B) // Φc0f (LocA (u)) et r′′ : LocA (T ) // Φc0f (LocA (v)) sont des relèvements comme dans

le cas respé de la définition 4.2.51. Ces relèvements existent puisque LocA (u) et LocA (v) sont des cofibrations
triviales par la proposition 4.2.72.

2. Les foncteurs inc sont les inclusions évidentes.
3. Le foncteur E associe à une sous-flèche v0 de v, la sous-flèche LocA (v0) de LocA (v).
4. Le foncteur F associe à une sous-flèche u0 : A0

// B0 de u, la sous-flèche v0 : A0
// T0 = T ×Φcf0 (u)

Φcf0(u0) de v.
5. Le foncteur G associe à une sous-flèche u0 de u, la sous-flèche LocA (u0) de LocA (u).
Toutes le catégories du diagramme (4.19) sont β-filtrantes et admettent les colimites suivant les catégories α-

filtrantes de cardinal plus petit ou égal à α. De plus, les foncteurs inc, E, F et G commutent à ces colimites.
Ces foncteurs sont également cofinaux. Le lemme 4.2.4 affirme donc que la limite L de (4.19) est cofinale dans
SpSub⊥vβ (u|r).

Par construction, L est formée des sous-cofibrations r-spéciales u0 : A0
// B0 de u qui sont orthogonales à v

et telles que :
– LocA (u0) est une sous-flèche r′-spéciale de LocA (u). En particulier, c’est une équivalence faible,
– LocA (v0) est une sous-flèches r′′-spéciale de LocA (v). En particluier, c’est une équivalence faible.

Ainsi, par la proposition 4.2.72, les cofibrations u0 et v0 sont A -triviales.
Comme u0 est orthogonale à v, on peut former par la proposition 4.2.55 la sous-cofibration r-normale v′ :

A // T ′ = T
∐
T0

Φcf0(u0). Comme u0 et v0 sont des A -équivalences faibles, on déduit que v′ est encore A -
triviale.

Notons a0 la restriction de a à T0. Comme Φcf0(u0) est β-accessible, et que f ∈ RLP(Cofβ∩WA ), on peut trouver
un relèvement dans le carré :

T0
a0 //

��

X

f

��
Φcf0(u0) //

l

;;

Y

Ainsi, en posant a′ = a ∪ l : T
∐
T0

Φcf0(u0) // X , on obtient un élément (v′, a′) de E qui majore (v, a). Par

maximalité de (v, a), le sous-objet Φcf0(u0) de Φcf0(u) est majoré par T . Ainsi, le foncteur L // Sub(c(u)) qui à

u0 associe c(u0) : A0
// Φcf0(u0) se factorise par Sub(v). Comme L est cofinal dans SpSub⊥vβ (u|r) qui est cofinal
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dans Subβ(u) et que le foncteur Φcf0 est α-accessible, on voit que v ≥ ColimL(c(−) : L → Sub(c(u))) = c(u). Ceci
prouve que T ' Φcf0(u). c.q.f.d

On peut maintenant achever la preuve du théorème 4.2.71. Les axiomes (MC1), (MC2), (MC3) sont triviaux.
La deuxième partie de l’axiome (MC5) est triviale elle aussi. La première partie, découle de la proposition précédente
et de l’argument du petit objet appliqué à un ensemble essentiellement équivalent à Cofβ ∩WA .

Par construction, la première partie de l’axiome (MC4) est claire. La seconde partie du même axiome, découle
alors par l’astuce de Joyal (voir [Hir03] ou [Hov99]).

Enfin, pour voir que (M,WA ,Cof ,FibA ) est la localisation de Bousfield de M, on se donne une adjonction de
Quillen (F,G) : M // N telle que la classe LF (A ) est formée d’isomorphismes. On va montrer que le couple de
foncteur adjoints (F,G) forment un adjonction de Quillen relativement à la structure A -localisée de M. Il suffit de
montrer que F préserve les cofibrations A -triviales puisque F préserve déjà les cofibrations. Soit donc u : A // B
une cofibrations A -triviale. On forme le carré commutatif :

A //

u

��

LocA (A)

LocA (u)

��
B // LocA (B)

Comme LocA (u) est une cofibration triviale, son image par F est une équivalence faible. Il suffira donc de montrer
que F (Cell(∇∞(A ) ∪ (W ∩ Cof))) ⊂ Cof ∩W. Comme F commute aux colimites et que Cof ∩W est stable par
push-out et compositions transfinies, il nous reste à montrer que F (∇∞(A )) ⊂ Cof ∩W. Ceci découle du fait que la
classe F (∇∞(A )) est équivalente dans Ho(N) à ∇∞(F (A )) et que la construction a ∇(a) preserve les cofibrations
triviales.

4.2.5 Quelques compléments
Dans cette denière sous-section, on se donne une catégorie de modèles monoïdale (M,⊗) au sens de la définition

4.1.57. On suppose que M est propre à gauche et présentable par cofibrations. On cherche un critère pour que la
localisation de Bousfield suivant la classe essentiellement petite A ⊂ Fl(Ho(M)) soit encore une catégorie de modèles
monoïdale. Dans cette direction, nous avons obtenu le critère peu satisfaisant :

Proposition 4.2.76 — La catégorie de modèles (M,WA ,Cof ,FibA ) est une catégorie de modèles monoïdale
lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour A ∈ Ob(M) cofibrant et f ∈ A , les flèches A⊗ f et f ⊗A sont des A -équivalences faibles,
(ii) la catégorie de modèles (M,WA ,Cof ,FibA ) est stable.

On rappelle le lectreur que A est un ensemble de cofibrations entre objets cofibrants de M qui relève à équivalences
faibles près la classe A . La condition (i) du critère ci-dessus est nécessaire. C’est la condition (ii) qui rend ce critère
peu applicable.

Lemme 4.2.77 — On suppose vérifiée la condition (i) de la proposition 4.2.76. Pour A ∈ Ob(M) cofibrant,
les foncteurs (A ⊗ −) et (− ⊗ A) : M //M sont des foncteurs de Quillen à gauche relativement à la structure
A -localisée.

Demonstration Le foncteur A ⊗ − : M //M est un foncteur de Quillen à gauche. Étant donné que (A ⊗ −)
envoie A sur des A -équivalences faibles, on voit que A⊗− est encore un foncteur de Quillen à gauche relativement
à la structure A -localisée. c.q.f.d

Corollaire 4.2.78 — La condition (i) de la proposition 4.2.76 est équivalente à :
(i’) pour toute cofibration A -triviale f et tout objet cofibrant A ∈M, les flèches A⊗f et f⊗A sont des cofibrations

A -triviales.

Dans la suite, nous supposons que les conditions (i) et (ii) de la proposition 4.2.76 sont satisfaites. Soit a :
A // B une cofibration de M. On note Ca la classe des cofibrations A -triviales u : U // V telles que a�u :
A⊗ V

∐
A⊗U B ⊗ U // B ⊗ V est une A -équivalence faible (et donc une cofibration A -triviale). Notre but et

donc de prouver que l’inclusion Ca ⊂ Cof ∩WA est une égalité. Notons le lemme simple suivant :

Lemme 4.2.79 — La classe Ca est stable par retract, composition transfinie et push-out.

Demonstration En effet, si u′ est un push-out de u alors a�u′ est un push-out de a�u. La stabilité par composition
transfinie découle immédiatement du lemme 4.2.69. c.q.f.d

Le lemme suivant est le seul endroit où l’on a besoin de l’hypothèse que (M,WA ,Cof ,FibA ) est stable :



4.2 Catégories de modèles II : accessibilité et localisation 473

Lemme 4.2.80 — Supposons donnée une suite composable de cofibrations A -triviales : U
u // V

v // W . Si
v et v ◦ u sont dans Ca, il en est de même de u.

Demonstration La flèche a�(v ◦ u) se factorise de la manière suivante :

A⊗W
∐
A⊗U B ⊗ U

r // A⊗W
∐
A⊗V B ⊗ V

a⊗v // B ⊗W

Il vient que la flèche r est une A -équivalence faible.
Remarquons alors que r est le push-out de a�u suivant la flèche A⊗ V

∐
A⊗U B ⊗ U // A⊗W

∐
A⊗U B ⊗ U .

Ceci montre que la cofibration ∗ // Cof(a�u) est une A -équivalence faible. Comme HoA (M) est triangulée, on
déduit que a�u est inversible dans HoA (M). c.q.f.d

Soit u : U // V une cofibration A -triviale. Par la proposition 4.2.66, on dipsoe d’un carré commutatif :

U //

u

��

LocA (U)

LocA (u)

��
V // LocA (V )

où les flèches horizontales sont dans Cell(∇∞(A ) ∪ (Cof ∩W)) et la flèche LocA (u) dans Cof ∩W. Ainsi, par le
lemme 4.2.80, pour montrer que u ∈ Ca, il suffit de montrer que ∇∞(A ) ⊂ Ca. Remarquons alors que les flèches de
∇∞(A ) sont des cofibrations A -triviales de source un objet cofibrant. Il suffit donc de prouver le lemme :

Lemme 4.2.81 — Soit u : U // V une cofibration A -triviale avec U cofibrant. Alors pour toute cofibration
a : A // B , la cofibration a�u : A⊗ V

∐
A⊗U B ⊗ U // B ⊗ V est A -triviale.

Demonstration On fixe un carré commutatif :

A′
a′ //

��

B′

��
A

a // B

à flèches verticales des équivalences faibles et tel que a′ est une cofibration entre objets cofibrants. On notera C =
A
∐
A′ B

′ et c la cofibration A // C . Comme M est propre à gauche, la flèche évidente C // B est une
équivalence faible.

Remarqons d’abord que a′�u est une cofibration A -triviale. En effet, les flèches verticales du carré :

A′ ⊗ U //

��

B′ ⊗ U

��
A′ ⊗ V // B′ ⊗ U

sont des A -équivalences faibles puisque A′ et B′ sont cofibrants. Il vient que c�u est aussi une A -équivalence faible.
Pour conclure, nous allons montrer que les flèches verticales du carré commutatif :

(4.20) A⊗ V
∐
A⊗U C ⊗ U

c�u //

��

C ⊗ V

��
A⊗ V

∐
A⊗U B ⊗ U

a�u // B ⊗ V

sont des équivalences faibles. Pour voir que la flèche C ⊗ V // B ⊗ V est une équivalence faible, il suffit de
remarquer que − ⊗ V induit un foncteur de Quillen à gauche : A\M // A⊗ V \M et que C // B est une
équivalence faible entre les deux objets cofibrants A→ C et A→ B de A\M.

Le même raisonnement montre que C ⊗ U // B ⊗ U est une équivalence faible. Pour conclure, on considère la
flèche verticale de gauche du carré (4.20) comme étant l’image par le foncteur de Quillen à gauche A ⊗ V

∐
A⊗U − :

A⊗ U\M // A⊗ V \M de l’équivalence faible C ⊗ U // B ⊗ U entre les objets cofibrants A ⊗ U → C ⊗ U
et A⊗ U → B ⊗ U de A⊗ U\M. c.q.f.d
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Notons enfin le critère suivant de stabilité de la structure A -localisée :

Proposition 4.2.82 — Soient M une catégorie de modèles présentable par cofibrations et A une classe essen-
tiellement petite de flèches dans Ho(M). On suppose que M est stable. Pour que la structure A -localisée de M soit
encore stable, il faut et il suffit que l’une des deux conditions équivalentes soient satisfaites :

(i) le foncteur Ω1 : Ho(M) // Ho(M) envoie les flèches de ∇∞(A ) sur des A -équivalences faibles,
(ii) le foncteur Σ1 preserve les objets A -locaux de Ho(M).

Demonstration Le fait que les condtions (i) et (ii) sont équivalentes est un simple exercice d’adjonction (vue que Σ1

et Ω1 sont des équivalences inverses l’une de l’autre). La condition (i) est nécessaire. En effet, si (M,WA ,Cof ,FibA )
est stable, le foncteur évident L : Ho(M) // HoA (M) est triangulé. Ainsi, si f ∈ ∇∞(A ), la flèche L(f) est
inversible et donc aussi Ω1(L(f)) ' L(Ω1(f)).

La condition (ii) est suffisante. En effet, elle montre que Ω1 preserve les A -équivalences faibles dans Ho(M). Ceci
est également le cas pour Σ1. L’équivalence (Σ1,Ω1) passe alors à la localisation Ho(M)  Ho(M)[W−1

A ] et induit
donc une équivalence (Σ1,Ω1) sur HoA (M). c.q.f.d

4.3 Catégories de modèles III : les spectres symétriques
On présente ici la technique de stabilisation des catégories de modèles par rapport à un endofoncteur. On suit les

grandes lignes de l’article de Hovey [Hov01].
Dans cette section, Φ = (Φn)n∈N désignera un monoïde gradué et unitaire dans la catégorie des groupes. C’est

donc la donnée pour tout entier naturel n d’un groupe Φn et pour tout couple (m,n) ∈ N × N d’un morphisme de
groupes :

(4.21) φm,n : Φm × Φn // Φm+n

tel que les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout triplet (m,n, r) ∈ N3, le carré suivant :

Φm × Φn × Φr
φm,n //

φn,r

��

Φm+n × Φr

φm+n,r

��
Φm × Φn+r φm,n+r

// Φm+n+r

est commutatif.
(ii) Pour tout n ∈ N, les deux composées :

Φn ' {1} × Φn // Φ0 × Φn
φ0,n // Φn et Φn ' Φn × {1} // Φn × Φ0

φn,0 // Φn

sont l’identité (avec 1 l’élément neutre de Φ0).
On est particulièrement intéressé par les deux exemples suivants :

Exemple 4.3.1 — 1- Le monoïde trivial {1} donné en chaque degré par le groupe à un élément {1}.
2- Le monoïde des groupes symétriques Σ = (Σn)n∈N où Σn est le groupe des permutations de l’ensemble {i ∈

N, 1 ≤ i ≤ n} (qui est donc vide pour n = 0). Le morphisme de groupes φm,n : Σm × Σn // Σn+m associe à un
couple de permutations (f, g) la permutation f • g définie par :

f • g(i) =
{

f(i) si 1 ≤ i ≤ m,
g(i−m) +m si m+ 1 ≤ i ≤ m+ n.

pour i ∈ {1, . . . ,m+ n}.

Remarque 4.3.2 — Pour (a, g) ∈ Φ0 × Φm, on a :

φ0,m(a, g) =

 φ0,m((a, 1)(1, g)) = φ0,m(a, 1)φ0,m(1, g) = φ0,m(a, 1).g

φ0,m((1, g)(a, 1)) = φ0,m(1, g)φ0,m(a, 1) = g.φ0,m(a, 1)

Ceci montre que le morphisme φ0,m(−, 1) : Φ0
// Φm est central (en particluier, Φ0 est abélien et φ0,0 et l’appli-

cation produit). Il en est de même de φm,0(1,−). Notons toutefois que les deux morphismes de groupes φ0,m(−, 1) et
φm,0(1,−) sont en général différents lorsque m ≥ 1.
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4.3.1 Les (F,Φ)-spectres dans une catégorie abstraite
Soit C une catégorie. On commence par une série de définitions :

Definition 4.3.3 — 1- Pour un groupe G, on note Rep(G,C) la catégorie des G-représentations dans C, i.e.,
des foncteurs •{G} // C où •{G} est la catégorie à un objet • et end(•) = G.

2- On note Suite(Φ,C) la catégorie
∏
n∈N Rep(Φn,C). Les objets de cette catégorie sont appelés les suites Φ-

symétriques de C. Ce sont les familles d’objets (Xn)n∈N de C munies d’actions Φn // Aut(Xn) pour n ∈ N.

Definition 4.3.4 — Soit C une catégorie. Un endofoncteur Φ-symétrique de C est un foncteur F : C // C
muni pour tout n ∈ N d’une action aF : Φn // Aut(F ◦n) , telle que le carré suivant :

Φm × Φn //

φm,n

��

Aut

 m︷ ︸︸ ︷
F ◦ · · · ◦ F

×Aut

 n︷ ︸︸ ︷
F ◦ · · · ◦ F


��

Φm+n
// Aut

F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
m

◦F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
n


est commutatif pour tout (m,n) ∈ N× N.

Remarque 4.3.5 — À un endofoncteur F : C // C on peut associer un monoïde gradué et unitaire dans
la catégorie des groupes (non nécessairement petits) en posant Φn(F ) = Aut(F ◦n) avec n ∈ N. Il est alors clair
qu’un endofoncteur Φ-symétrique est simplement un endofoncteur F muni d’un morphisme de monoïdes gradués
aF : (Φn)n∈N // (Φn(F ))n∈N .

Definition 4.3.6 — Soit F un endofoncteur Φ-symétrique de C.
1- Un F -spectre Φ-symétrique X (ou simplement un (F,Φ)-spectre) est une suite Φ-symétrique (Xn)n∈N de C

munie de morphismes d’assemblage γn : F (Xn) // Xn+1 tels que pour tout (m,n) ∈ N2 la composée :

F ◦m(Xn)
F◦m−1(γn) // F ◦m−1X1+n

// . . . // F (Xm−1+n)
γm−1+n // Xm+n

est Φm × Φn-équivariante relativement à :
– l’action sur F ◦m(Xn) induite par l’action de Φm sur F ◦m et l’action de Φn sur Xn,
– l’action sur Xm+n obtenue par restriction de l’action de Φm+n suivant le morphisme φm,n.
2- Un morphisme de (F,Φ)-spectres de X = (Xn)n∈N vers Y = (Yn)n∈N est un morphisme de suites Φ-symétriques

(Xn)n∈N // (Yn)n∈N tel que le carré :

FXn
//

��

Xn+1

��
FYn

// Yn+1

est commutatif pour tout n ∈ N. On note SpectΦ
F (C) la catégorie des F -spectres Φ-symétriques.

3- Pour n ∈ N, on note Evn : SpectΦ
F (C) // Rep(Φn,C) le foncteur qui à un (F,Φ)-spectre X associe la

Φn-représentation sur Xn. On notera Evn : SpectΦ
F (C) // C le foncteur qui à X associe l’objet Xn de C.

Remarque 4.3.7 — Pour m = 0, la condition de la première partie de la définition 4.3.6 est non vide. Elle affirme
en effet que l’identité de Xn est Φ0 × Φn-équivariante pour deux actions différentes. Ceci est le cas si et seulement si
l’action de Φ0 sur Xn, déduite par restriction suivant le morphisme φ0,n(−, 1), coïncide avec celle obtenue par le biais
de l’action de Φ0 sur le foncteur identité. On appelera RepΦ0

(Φn,C) la catégorie de telles représentations. C’est donc
la sous-catégorie pleine de Rep(Φn,C) formée des Φn-représentations X telles que le carré :

Φ0
aF //

φ0,n(−,1)

��

Aut(idC)

��
Φn // Aut(X)
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est commutatif.

Exemple 4.3.8 — Supposons que la catégorie C admet un objet initial ∅. Notons F∅ le foncteur qui à tout
A ∈ Ob(C) associe ∅. Se donner une structure d’endofoncteur Φ-symétrique sur F∅ équivaut à se donner une action
a : Φ0

// Aut(idC) sur le foncteur identité de C. On vérifie alors immédiatement que la catégorie SpectΦ
F∅

(C) est
identique à

∏
n∈N RepΦ0

(Φn,C).

Supposons que la catégorie C admet les colimites pertinentes. Soit α : H // G un morphisme de groupes.
On dispose d’un foncteur évident α∗ : Rep(G,C) // Rep(H,C) qui à une G-représentation dans C associe la

H-représentation obtenue par restriction suivant α. Ce foncteur, que l’on notera OubGH , admet un adjoint à gauche
α∗ connu sous le nom du foncteur représentation induite. Pour une H-représentation X de C nous noterons IndGH(X)
la G-représentation α∗X. On vérifie facilement que lorsque α est injectif, l’objet de C sous-jacent à IndGH(X) est
isomorphe (non canoniquement) au coproduit de G/H-copies de X.

Lemme 4.3.9 — Soit F un endofoncteur Φ-symétrique de C qui commute aux colimites pertinentes. Pour p ∈ N,
le foncteur Evp admet un adjoint à gauche SuspF,Φ : Rep(Φp,C) // SpectΦ

F (C) . Pour X ∈ Ob(Rep(Φp,C)) le
(F,Φ)-spectre SuspF,Φ(X) est tel que :

(i) La Φn-représentation SuspF,Φ(X)n est donnée par IndΦn
Φn−p×Φp

(F ◦n−p(X)) lorsque n ≥ p. Elle est égale à ∅
sinon.

(ii) Pour n ≥ p, le morphisme d’assemblage F [SuspF,Φ(X)n] // SuspF,Φ(X)n+1 est la composée :

(4.22)

F
(

IndΦn
Φn−p×Φp

(F ◦n−p(X))
)
'
(

Ind{1}×Φn
{1}×Φn−p×Φp

(F ◦1+n−p(X))
)

//
(

IndΦ1+n
Φ1+n−p×Φp

(F ◦1+n−p(X))
)

Demonstration La composée de m morphismes de type (4.22) est égale à :

(4.23) F ◦m
(

IndΦn
Φn−p×Φp

(F ◦n−p(X))
)
'
(

Ind{1}×Φn
{1}×Φn−p×Φp

(F ◦m+n−p(X))
)

//
(

IndΦm+n
Φm+n−p×Φp

(F ◦m+n−p(X))
)

Modulo l’isomorphisme canonique Ind{1}×Φn
{1}×Φn−p×Φp

(F ◦m+n−p(X)) ' IndΦm×Φn
Φm×Φn−p×Φp

(F ◦m+n−p(X)), la flèche (4.23)

correspond à la transformation naurelle évidente IndΦm×Φn
Φm×Φn−p×Φp

// IndΦm+n
Φm+n−p×Φp

. Ceci prouve que (4.23) est

Φm × Φn-équivariante. Les données (i) et (ii) de l’énoncé définissent donc un (F,Φ)-spectre.
Pour un (F,Φ)-spectre Y = (Yn)n∈N, on construit un isomorphisme naturel :

homRep(Φp,C)(X,Yp) ' homSpectΦ
F (C)(SuspF,Φ(X),Y)

de la manière suivante. À un morphisme de (F,Φ)-spectres f : SuspF,Φ(X) // Y on associe la composée :

X // IndΦp
Φ0×Φp

(X) ' SuspF,Φ(X)p
fp // Yp

Réciproquement, soit un morphisme de Φp-représentations u : X // Yp . Pour n ≥ p, la composée :

F ◦n−p(X) // F ◦n−pYp
// Yn

est Φn−p × Φp-équivariante. On en déduit par adjonction une flèche :

un : SuspF,Φ(X)n = IndΦn
Φn−p×Φp

F ◦n−p(X) // Yn

La famille des un définit bien un morphisme de (F,Φ)-spectres. c.q.f.d

Definition 4.3.10 — On garde les hypothèses du lemme 4.3.9. On pose SuspF,Φ = SuspF,Φ ◦ IndΦp
1 . Comme

Evp = OubΦp
1 ◦ Evp, on a une adjonction (SuspF,Φ,Evp).

Pour X ∈ Ob(M), le (F,Φ)-spectre SuspF,Φ(X) est appelé le p-ième (F,Φ)-spectre de suspension sur X. Au niveau
n ≥ p, ce (F,Φ)-spectre est donné par IndΦn

Φn−p
F ◦n−pX, où l’induction est prise suivant le morphisme de groupes

φn−p,p(−, 1).
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Soit Φ′ un deuxième monoïde gradué unitaire et F ′ un endofoncteur Φ′-symétrique. Supposons donnés un mor-
phisme de monoïdes gradués Φ // Φ′ ainsi qu’une transformation naturelle Φ-équivariante F // F ′ (i.e., pour
tout n ∈ N, la transformation naturelle F ◦n // F ′◦n est Φn-équivariante). On dispose alors d’un foncteur d’oubli :

(4.24) OubF
′,Φ′

F,Φ : SpectΦ′

F ′(C) // SpectΦ
F (C)

Proposition 4.3.11 — Supposons que C admet les colimites pertinentes et que F et F ′ y commutent. Alors, le
foncteur OubF

′,Φ′

F,Φ admet un adjoint à gauche :

(4.25) (F ′,Φ′)⊗F,Φ − : SpectΦ
F (C) // SpectΦ′

F ′(C)

Demonstration Soit X = (Xn)n∈N un (F,Φ)-spectre. On définit une suite Φ′-symétrique (X′n)n∈N par :

(4.26) X′n = Coeq

 ∐
i+j+k=n

IndΦ′n
Φ′i×Φj×Φk

F ′◦iF ◦jXk
// //
∐

l+m=n

IndΦ′n
Φ′l×Φm

F ′◦lXm


La première flèche étant celle induite par la transformation naturelle F // F ′ et la seconde est celle induite par
les morphismes d’assemblage du (F,Φ)-spectre X. Le diagramme :

F ′◦h

( ∐
i+j+k=n

IndΦ′n
Φ′i×Φj×Φk

F ′◦iF ◦jXk

)
//

����

( ∐
i′+j′+k′=n+h

Ind
Φ′n+h

Φ′
i′×Φj′×Φk′

F ′◦i
′
F ◦j

′
Xk′

)

����

F ′◦h

( ∐
l+m=n

IndΦ′n
Φ′l×Φm

F ′◦lXm

)
//

( ∐
l′+m′=n+h

Ind
Φ′n+h

Φ′
l′×Φm′

F ′◦l
′
Xm′

)

est un morphisme de doubles flèches qui est de plus Φ′h×Φ′n-équivariant. En passant aux coégalisateurs et en utilisant
la commutation de F aux colimites, on obtient une structure de (F ′,Φ′)-spectre X′ sur la suite (X′n)n∈N.

Montrons que le foncteur qui à X associe X′ est adjoint à gauche du foncteur oubli. Soit Y′ un (F ′,Φ′)-spectre.
Un morphisme de (F ′,Φ′)-spectres X′ // Y′ est une famille de morphismes fl,m : F ′◦lXm

// Y′n qui sont
Φ′l × Φm-équivariants et tels que :

(i) Pour i+ j + k = n le carré suivant :

F ′◦iF ◦jXk
//

��

F ′◦i+jXk

fi+j,k

��
F ′◦iXj+k fi,j+k

// Y′n

est commutatif.
(ii) Pour l +m = n le carré suivant :

F ′ ◦ F ′◦lXm

F ′(fl,m)// F ′Y′n

��
F ′◦l+1Xm fl+1,m

// Y′n+1

est commutatif.
La condition (ii) équivaut à dire que fl,m est égale à la composée :

F ′◦lXm

f0,m // F ′◦lY′m // Y′n
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De plus, la flèche f0,m : Xm
// Y′m est Φm-équivariante si et seulement si elle est Φ′0 ×Φm-équivariante (puisque

Φ′0 opère via l’action Φ′0 // Aut(idC) ). En présence de (ii), la condition (i) fournit un diagramme commutatif :

FXk

��

��

F (f0,k) // FY′k

��
F ′Xk

F ′(f0,k)//

f1,k

��

F ′Y′k

{{wwwwwwwww

Xk+1 f0,k+1

// Y′k+1

Ceci montre que les f0,m : Xm
// Y′m définissent un morphisme de (F,Φ)-spectres.

Réciproquement, étant donné un morphisme (fn) : X // Y′ de (F,Φ)-spectres, on prend pour fl,m la compo-
sée :

F ′◦lXm

fm // F ′◦lY′m // Y′m+l

Il est immédiat de vérifier les conditions (i) et (ii) pour cette famille de morphismes.
En d’autres termes se donner un morphisme de (F ′,Φ′)-spectres X′ // Y′ équivaut à se donner un morphisme

de (F,Φ)-spectres X // OubF
′,Φ′

F,Φ (Y′) . c.q.f.d

Remarque 4.3.12 — Pour p ∈ N, on dipose d’un carré et d’un triangle commutatifs :

SpectΦ′

F ′(C)
OubF

′Φ′
F,Φ //

Evp

��

SpectΦ
F (C)

Evp

��
Rep(Φ′p,C)

Oub
Φ′p
Φp // Rep(Φp,C)

SpectΦ′

F ′(C)
OubF

′Φ′
F,Φ //

Evp $$IIIIIIIIII SpectΦ
F (C)

Evpzzuuuuuuuuuu

C

En passant aux adjoints à gauche, on obtient deux isomorphismes de foncteurs :

(F ′,Φ′)⊗F,Φ (SuspF,Φ(−)) ' SuspF ′,Φ′(Ind
Φ′p
Φp

(−)) et (F ′,Φ′)⊗F,Φ (SuspF,Φ(−)) ' SuspF ′,Φ′(−)

On a également des opérations de décalage sur les (F,Φ)-spectres :

Definition 4.3.13 — 1- On note s− : Suite(Φ,C) // Suite(Φ,C) le foncteur qui à une suite Φ-symétrique
X = (Xn)n∈N associe la suite Φ-symétrique s−(X) définie par (s−(X))n = Xn+1 muni de l’action de Φn obtenue par
restriction suivant le morphisme φn,1(−, 1) : Φn // Φn+1 .

2- Supposons que C admet les colimites pertinentes. Le foncteur s− admet un adjoint à gauche s+. Ce dernier,
associe à la suite Φ-symétrique X la suite Φ-symétrique s+(X) définie par :

(s+(X))n =
{

∅ si n = 0,
IndΦn

Φn−1×1Xn−1 si n ≥ 1.

3- Supposons que le foncteur F commute aux colimites pertinentes. Les foncteurs s+ et s− s’étendent naturellement
en un couple de foncteurs adjoints sur les (F,Φ)-spectres :

(s+, s−) : SpectΦ
F (C) // SpectΦ

F (C)

tels que les carrés suivants :

SpectΦ
F (C)

s− //

Q
n Evn

��

SpectΦ
F (C)
Q
n Evn

��
Suite(Φ,C)

s− // Suite(Φ,C)

SpectΦ
F (C)

s+ //

Q
n Evn

��

SpectΦ
F (C)
Q
n Evn

��
Suite(Φ,C)

s+ // Suite(Φ,C)
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sont commutatifs.

Soit un (F,Φ)-spectre X. Le morphsime d’assemblage F [(s−(X))n] // (s−(X))n+1 est FXn+1
// Xn+2 .

Pour n ≥ 1, le morphisme d’assemblage F [(s+(X))n] // (s+(X))n+1 est la composée :

F
(

IndΦn
Φn−1

Xn−1

)
'
(

IndΦn
Φn−1

FXn−1

)
//
(

Ind{1}×Φn
{1}×Φn−1

Xn

)
//
(

IndΦ1+n
Φn

Xn

)
Remarque 4.3.14 — Du carré et triangle commutatifs :

SpectΦ
F (C)

s− //

Evn

��

SpectΦ
F (C)

Evn−1

��
Rep(Φn,C)

OubΦn
Φn−1×1

// Rep(Φn−1,C)

SpectΦ
F (C)

s− //

Evn $$IIIIIIIIII
SpectΦ

F (C)

Evn−1zzuuuuuuuuuu

C

on déduit, par passage aux adjoints à gauche, deux isomorphismes de foncteurs SusnF,Φ(IndΦn
Φn−1

(−)) ' s+Susn−1
F,Φ (−)

et SusnF,Φ(−) ' s+Susn−1
F,Φ (−).

Dans le même esprit, on a également :

Remarque 4.3.15 — Reprenons les notations et hypothèses de la proposition 4.3.11. Les deux carrés suivants :

SpectΦ′

F ′(C)
s− //

OubF
′,Φ′

F,Φ
��

SpectΦ′

F ′(C)

OubF
′,Φ′

F,Φ
��

SpectΦ
F (C)

s− // SpectΦ
F (C)

SpectΦ′

F ′(C)
s+ //

OubF
′,Φ′

F,Φ
��

SpectΦ′

F ′(C)

OubF
′,Φ′

F,Φ
��

SpectΦ
F (C)

s+ // SpectΦ
F (C)

commutent. Du premier carré ci-dessus, on obtient en passant aux adjoints à gauche un isomorphisme de foncteurs
(F ′,Φ′)⊗F,Φ s+(−) ' s+((F ′,Φ′)⊗F,Φ −).

On aura besoin d’une dernière construction :

Definition 4.3.16 — Soient C et C′ deux catégories munies chacune d’un enfoncteur Φ-symétrique F et F ′.
1- Soient K : C // C′ un foncteur et τ : F ′ ◦K // K ◦ F une transformation naturelle. On dit que τ est

Φ-symétrique lorsque la composée :

F ′◦n ◦K τ // F ′◦n−1 ◦K ◦ F τ // . . .
τ // K ◦ F ◦n

est Φn-équivariante.
2- Si τ est symétrique, le prolongement de K ( suivant τ) est le foncteur Kτ : SpectΦ

F (C) // SpectΦ
F (C′) qui à

un (F,Φ)-spectre X associe le (F ′,Φ)-spectre Kτ (X) avec (Kτ (X))n = K(Xn) et ayant pour morphismes d’assemblage
les composées :

F ′(K(Xn)) τ // K(F (Xn)) // K(Xn+1)

Il est clair que l’association (K, τ)  Kτ est compatible à la composition des foncteurs et est fonctorielle en les
transformations naturelles qui commutent à τ .

Lemme 4.3.17 — On garde les notations de la définition 4.3.16. Supposons que τ est Φ-symétrique et que K
admet un adjoint à droite L. Si τ est inversible, la composée :

τ ′ = aτ−1 : F ◦ L // L ◦K ◦ F ◦ L τ−1
// L ◦ F ′ ◦K ◦ L // L ◦ F ′

est encore Φ-symétrique. De plus, le foncteur Lτ ′ est naturellement l’adjoint à droite de Kτ .

Demonstration Le fait que τ ′ est Φ-symétrique découle immédiatement de la proposition 1.1.12. Pour montrer que
Lτ ′ est l’adjoint à droite de Kτ , remarquons que les foncteurs Lτ ′ ◦Kτ et Kτ ◦ Lτ ′ sont les prolongements de L ◦K
et K ◦ L suivant les transformations Φ-symétriques τ ′ ◦ τ et τ ◦ τ ′. Étant donné que les 2-morphismes d’unité et de
counité id // L ◦K et K ◦ L // id sont compatibles avec ces transformations, on déduit des transformations
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naturelles id // Lτ ′ ◦Kτ et Kτ ◦ Lτ ′ // id . Ces transformations naturelles définissent une adjonction entre
Kτ et Lτ ′ . c.q.f.d

Remarque 4.3.18 — Gardons les hypothèses du lemme 4.3.17. Pour p ∈ N, les carrés suivants :

SpectΦ
F ′(C

′)
Lτ′ //

Evp

��

SpectΦ
F (C)

Evp

��
Rep(Φp,C′)

L // Rep(Φp,C)

SpectΦ
F ′(C

′)
Lτ′ //

Evp

��

SpectΦ
F (C)

Evp

��
C′

L // Φp,C

commutent. En passant aux adjoints à gauche, on obtient deux isomorphismes canoniques : Kτ ◦SuspF,Φ ' SuspF ′,Φ ◦K
et Kτ ◦ SuspF,Φ ' SuspF ′,Φ ◦K.

On termine les généralités sur les spectres abstraits par la proposition suivante :

Proposition 4.3.19 — Soit α un cardinal majorant le cardinal du monoïde Φ. On suppose que C est α-
présentable au sens de la définition 4.2.16 et que le foncteur F admet un adjoint à droite G qui est α-accessible. Alors,
la catégorie SpectΦ

F (C) est également α-présentable.

Demonstration La catégorie SpectΦ
F (C) est complète et cocomplète. De plus, les limites et colimites commutent

aux foncteurs d’évaluations Evn : SpectΦ
F (C) // C . La première et deuxième condition de la définition 4.2.16 sont

donc vérifiées.
Montrons qu’un (F,Φ)-spectre X est β-accessible si et seulement si tous les Xn sont des objets β-accessibles de C.

Le foncteur hom(X,−) s’insère dans une suite exacte :

hom(X,−) // ∏
n∈N homRep(Φn,C)(Xn,Evn(−)) ////

∏
n∈N homC(FXn,Evn+1(−))

Les foncteurs F , Evn et Evn commutent aux colimites. D’autre part, une Φn-représentation est α-accessible dès que
l’objet de C sous-jacent l’est (voir la preuve de la proposition 4.2.20). Il vient que X est α-accessible lorsque les Xn le
sont.

Pour la réciproque, on remarque que le foncteur Evn admet un adjoint à droite qui à une Φn-représentation A
associe le (F,Φ)-spectre dn(A) défini par :

(dn(A))p =
{

∗ si p > n,
Fix(Φn−p, G◦n−pA) si p ≤ n.

où Fix(Φn−p, G◦n−pA) désigne l’objet invariant relativement à l’action de Φn−p via la diagonale :

Φn ' {(g, g), g ∈ Φn−p} ⊂ Φn−p × Φn−p
id×φn−p,p(−,1)// Φn−p × Φn

avec Φn−p opérant sur G◦n−p par g ∈ Φn−p  a(aF (g−1)). En effet, soient un (F,Φ)-spectre X et une flèche équiva-
riante Xn

// A . La composée :

Xp
// G◦n−pF ◦n−pXp

// G◦n−pXn
// G◦n−pA

se factorise par le sous-objet Fix(Φn−p, G◦n−pA), étant donné que pour g ∈ Φn−p le triangle :

1
η //

η
&&LLLLLLLLLLL G◦n−p ◦ F ◦n−p

ag−1◦g
��

G◦n−pF ◦n−p

commute. Les flèches Xp
// (dn(A))p définissent un morphisme de (F,Φ)-spectres X // dn(A) . L’application

homRep(Φn,C)(Xn, A) // homSpectΦ
F (C)(X, dn(A)) ainsi obtenue est l’inverse de l’application évidente.

Le foncteur dn est α-accessible, puisque c’est le cas des foncteurs G et Fix(Φn−p,−). Si X est un (F,Φ)-spectre
β-accessible, on montre que l’objet Xn est β-accessible en évaluant en une colimite β-filtrante d’objets de la forme
dn(−).
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Il reste à prouver la quatrième propriété. Elle découle du fait que le foncteur

(4.27) Subβ(X) //
∏
n∈N

Subβ(Xn)

est cofinal pour tout (F,Φ)-spectre X. On peut obtenir la cofinalité de (4.27) en appliquant le lemme 4.2.4 au foncteur
E : Nop // OrdEns qui à n ∈ N associe Subβ(Xn) (où les sous-objets sont considérés dans Rep(Φn,C)) et à
m ≤ n associe le foncteur Xm ×G◦n−mXn

G◦n−m(−). Les détails sont laissés aux lecteurs. c.q.f.d

4.3.2 Les (F,Φ)-spectres dans une catégorie de modèles

Dans cette sous-section, on se donne une catégorie de modèles (M,W,Cof ,Fib). On suppose alors que F est un
endofoncteur de Quillen à gauche de M qui est Φ-symétrique au sens de la définition 4.3.4. On note G l’adjoint à
droite de F .

Definition 4.3.20 — Soit f : X // Y une flèche de SpectΦ
F (M).

1- On dit que f est une équivalence faible (resp. cofibration, fibration) niveau par niveau si pour tout n ∈ N la
flèche fn : Xn

// Yn est une équivalence faible (resp. une cofibration, fibration) de la catégorie de modèles M. On
note Wniv (resp. Cofniv, Fibniv) la classe des équivalences faibles (resp. cofibrations, fibrations) niveau par niveau.

2- On dit que f est une cofibration projective (resp. une fibration injective) lorsqu’elle possède la propriété de
relèvement à gauche (resp. à droite) relativement aux fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) niveau par niveau.
On note Cofproj (resp. Fibinj) la classe des cofibrations projectives (resp. fibrations injectives).

On a la proposition suivante :

Proposition 4.3.21 — Supposons que la catégorie de modèles M est présentable par cofibrations (voir la
définition 4.2.39) et que le foncteur G est accessible. Supposons également que pour (m,n) ∈ N2, les morphismes de
groupes φm,n(−, 1) : Φm // Φm+n sont injectifs. Alors, les deux quadruplets :

(4.28) (SpectΦ
F (M),Wniv,Cofproj ,Fibniv) et (SpectΦ

F (M),Wniv,Cofniv,Fibinj)

sont des catégories de modèles qui sont encore présentables par cofibrations.

Demonstration Soit α un cardinal majorant celui de Φ tel queG est α-accessible et M α-présentable par cofibrations.
On sait par la proposition 4.3.19 que SpectΦ

F (M) est α-présentable en tant que catégorie abstraite.
Les axiomes (MC1), (MC2) et (MC3) sont vérifiés pour les deux quadruplets (4.28). Pour montrer les axiomes

restants, on aura besoin de distinguer les deux cas :

Le cas de (Wniv,Cofproj ,Fibniv) : Les classes Fibniv et Fibniv ∩Wniv coïncident respectivement avec :

RLP{SuspF,Φ(u0); p ∈ N et u0 ∈ Cofα ∩W} et RLP{SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈ Cofα}

On peut donc appliquer l’argument du petit objet (voir la proposition 4.2.26) pour factoriser une flèche f de SpectΦ
F (M)

en une flèche dans Cell{SuspF,Φ(u0); p ∈ N et u0 ∈ Cofα ∩W} suivie d’une fibration niveau par niveau. De même,
on peut factoriser f en une flèche dans Cell{SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈ Cofα} suivie d’une fibration triviale niveau
par niveau. Ainsi, pour montrer l’axiome (MC5), il reste à voir que SuspF,Φ(u) (resp. SuspF,Φ(u0) ) est une cofibration
projective (resp. une cofibration projective triviale) lorsque u (resp. u0) est une cofibration (resp. une cofibration
triviale) de M. Le cas non-respé est clair puisque l’on a définit les cofibrations projectives par la propriété de relèvement
à gauche par rapport aux fibrations triviales niveau par niveau.

Pour montrer le cas respé, il suffit de vérifier que SuspF,Φ(u0) est une cofibration triviale niveau par niveau lorsque
u0 est une cofibration triviale. En effet, cette propriété est stable par push-out et composition transfinie. Au niveau
n ≥ p, la flèche SuspF,Φ(u0) est donnée par IndΦn

Φn−p
F ◦n−p(u0). Cette flèche est bien une cofibration triviale puisque

F ◦n−p est un foncteur de Quillen à gauche et que φn−p,p(−, 1) est injectif.
L’axiome (MC4) (et plus précisément sa seconde moitié) s’obtient en appliquant l’astuce de Joyal. Nous avons

donc montré que le triplet (Wniv,Cofproj ,Fibniv) est une structure de modèles sur SpectΦ
F (M).

Le foncteur F preserve les objets α-accessibles (voir la proposition 4.2.9 ). Il en est donc de même des foncteurs
SuspF,Φ. Il vient que les cofibrations projectives SuspF,Φ(u) et SuspF,Φ(u0) sont de buts α-accessibles lorsque u et u0 le
sont. Ceci montre la troisième propriété de la définition 4.2.39.

La seconde propriété de la définition 4.2.39 découle du fait que les cofibrations projectives sont des cofibrations
niveau par niveau. En effet, une cofibration projective est un retract d’une flèche dans Cell{SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈
Cofα}. Il suffit donc de voir que les SuspF,Φ(u) sont des cofibrations niveau par niveau. Au niveau n ≥ p, cette flèche
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est donnée par IndΦn
Φn−p

F ◦n−p(u0). Il s’agit bien d’une cofibration triviale puisque F ◦n−p est un foncteur de Quillen à
gauche et que φn−p,p(−, 1) est injectif.

Le cas de (Wniv,Cofniv,Fibinj) : Il suffit de montrer l’égalité :

(4.29) Fibinj = RLP((Cofniv)β ∩Wniv)

pour un certain cardinal β. En effet, l’argument du petit objet fournit pour f ∈ Fl(SpectΦ
F (M)) une factorisation en

une flèche dans Cell((Cofniv)β ∩Wniv) (resp. Cell((Cofniv)β)) suivie par une flèche dans RLP((Cofniv)β ∩Wniv)
(resp. RLP((Cofniv)β)). L’axiome (MC5) sera satisfait si l’on sait que RLP((Cofniv)β) ⊂Wniv∩Fibinj . L’inclusion
RLP((Cofniv)β) ⊂ Fibinj découle de (4.29). L’inclusion RLP((Cofniv)β) ⊂Wniv est vraie dès que β ≥ α. En effet,
on a vu dans la première partie de la preuve que Cofproj ⊂ Cofniv et que LLP((Cofproj)α) = Fibniv∩Wniv ⊂Wniv.
On applique encore une fois l’astuce de Joyal pour obtenir l’axiome (MC4).

Dans la suite, on supposera que β majore le cardinal d’une petite catégorie équivalente à Mα et qu’il est de la
forme 2ν pour ν ≥ α (comme dans la proposition 4.2.41). Pour montrer (4.29), on utilisera les techniques développées
dans la sous-section 4.2.3. Soit donc f : X // Y une flèche dans RLP((Cofniv)β ∩Wniv). On montrera que f
possède la propriété de relèvement à droite par rapport à toutes les cofibrations triviales niveau par niveau.

Soit un carré commutatif dans SpectΦ
F (M) :

A //

u

��

X

f

��
B // Y

avec u une cofibration triviale niveau par niveau. Pour chaque n ∈ N, on fixe un relèvement rn : Bn
// Φc0f (un)

comme dans le cas respé de la définition 4.2.45. On considère l’ensemble E des classes d’isomorphismes de familles
(vn, an)n∈N avec :

– vn : An
// Tn une sous-flèche rn-normale de c0(un) (voir la définition 4.2.51),

– an : s(Tn) // Xn un relèvement partiel :

An
//

s(vn)

��

Xn

fn

��
s(Tn) //

an

66

Bn
// Yn

(où s(Tn) est le sous-objet Tn ×Φc0f (un),rn Bn),
et vérifiant les conditions suivantes :

(i) La famille (s(Tn))n∈N définit naturellement un sous-(F,Φ)-spectre s((Tn)n∈N) de B. En d’autres termes, l’action
de Φn sur Bn préserve s(Tn) et la composée F (s(Tn)) // FBn

// Bn+1 se factorise à travers s(Tn+1).

(ii) La famille (an)n∈N définit un morphisme de (F,Φ)-spectres s((Tn)n∈N) // B .
Cet ensemble est naturellement ordonné par la relation suivante : (vn, an)n∈N ≤ (v′n, a

′
n)n∈N si pour tout n ∈ N, la

sous-flèche vn est majorée par v′n et si la restriction de a′n à s(Tn) est égale à an. De plus, toute chaîne de E est majorée
par sa colimite (par la proposition 4.2.54). Par le lemme de Zorn, cet ensemble admet des éléments maximaux. Dans la
suite, nous fixons un élément maximal (vn, an)n∈N dans E . On montrera que Tn ' Φc0f (un). Ceci terminera la preuve
de la proposition.

On considère le diagramme suivant dans OrdEns (voir la définition 4.2.56) :

(4.30)
∏
n∈N SpSub⊥vnβ (un|rn)

P
//

id //

Q

��
R

��

∏
n∈N Subβ(un)

∏
n∈N,g∈Φn

Subβ(un)

avec :
– P le foncteur qui à une famille de sous-flèches (u′n)n∈N associe la famille (un ×G(un+1) G(u′n+1))n∈N,
– Q le foncteur qui à une famille (u′n)n∈N associe la famille (u′n)n∈N,g∈Φn ,
– R le foncteur qui à une famille (u′n)n∈N associe la famille (g ◦ u′n)n∈N,g∈Φn .
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Le lecteur vérifiera facilement que les hypothèses du lemme 4.2.4 sont satisfaites (il faut bien entendu utiliser le lemme
4.2.57). Il vient que la limite L du diagramme (4.30) est cofinale dans

∏
n∈N SpSub⊥vnβ (un|rn). Un calcul immédiat

montre que L est formée des familles (u′n : A′n // B′n )n∈N telles que :

1. u′n est une sous-flèche rn-spéciale de un qui est orthogonale à vn,
2. les sous-objets A′n et B′n sont stables par l’action de Φn sur An et Bn respectivement,
3. on a des isomorphismes A′n ' An ×G(An+1) G(A′n+1) et B′n ' Bn ×G(Bn+1) G(B′n+1).

Il vient en particulier, que les familles (A′n)n∈N et (B′n)n∈N définissent des sous-(F,Φ)-spectres A′ et B′ de A et B.
Considérons les sous-flèches v′n : A′n // T ′n avec T ′n = Tn ×Φc0f (un) Φc0f (u′n). Comme u′n est orthogonale à

vn, la sous-flèche v′n de c0(u′n) est normale. En particulier, s(T ′n) // B′n est une cofibration triviale. D’autre part,
la famille s(T ′n)n∈N forme un sous-(F,Φ)-spectre de B′ que l’on notera s((T ′n)n∈N). On a évidemment s((T ′n)n∈N) =
s((Tn)n∈N)×B B′.

Étant donné que s((T ′n)n∈N) // B′ est une cofibration triviale niveau par niveau et de but β-accessible, on
peut trouver un relèvement dans le diagramme :

s((T ′n)n∈N) //

��

s((Tn)n∈N) a // X

��
B′ //

l=(ln)n

44

B // Y

Par la proposition 4.2.55, la famille (An → Tn
∐
T ′n

Φc0f (u′n), an ∪ ln)n∈N fournit un majorant de (vn, an)n∈N. Par
maximalité, on voit alors que Φc0f (u′n) est un sous-objet de Tn. Comme L est cofinale dans

∏
n∈N Subβ(un) on déduit

immédiatement que T = Φc0f (u). c.q.f.d

Definition 4.3.22 — Gardons les hypothèses de la proposition 4.3.21. Le triplet (Wniv,Cofproj ,Fibniv) est
appelé la structure de modèles projective instable sur SpectΦ

F (M). Le triplet (Wniv,Cofniv,Fibinj) est appelée la
structure de modèles injective instable sur SpectΦ

F (M). On notera Honiv(SpectΦ
F (M)) = SpectΦ

F (M)[W−1
niv].

À partir de maintenant, la catégorie de modèles M sera supposée présentable par cofibrations et le foncteur
G accessible. Sauf mention explicite du contraire, tous les monoïdes Φ, Φ′, etc auront les morphismes φm,n(1,−),
φ′m,n(1,−), etc injectifs. On se concentrera surtout sur la structure projective de SpectΦ

F (M). Notons le résultat
suivant qui a été établi au cours de la preuve de la proposition 4.3.21.

Corollaire 4.3.23 — Les cofibrations projectives de M sont des cofibrations niveau par niveau. En particulier,
si M est propre à gauche, il en est de même de SpectΦ

F (M) munie de sa structure projective instable ou de sa structure
injective instable.

Notons les lemmes suivants :

Lemme 4.3.24 — Pour p ∈ N, l’adjonction (SuspF,Φ,Evp) : SpectΦ
F (M) //M est une adjonction de Quillen

relativement à la structure projective instable sur SpectΦ
F (M).

Demonstration En effet, le foncteur Evp envoie les fibrations et les équivalences faibles niveau par niveau sur des
fibrations et équivalences faibles de M. c.q.f.d

Lemme 4.3.25 — Soient Φ′ un monoïde gradué dans la catégorie des groupes et F ′ un endofoncteur de Quillen
à gauche Φ′-symetrique et tel que son adjoint à droite G′ est accessible. On suppose donnés un morphisme de
monoïdes gradués Φ // Φ′ ainsi qu’une transformation naturelle F // F ′ qui est Φ-équivariante. Alors, le
couple (OubF

′,Φ′

F,Φ , (F ′,Φ′) ⊗F,Φ −) est une adjonction de Quillen relativement aux structures projectives instables sur
SpectΦ

F (M) et SpectΦ′

F ′(M).

Demonstration En effet, le foncteur OubF
′,Φ′

F,Φ préserve les équivalences faibles et les fibrations niveau par niveau.
c.q.f.d

Lemme 4.3.26 — L’adjonction (s+, s−) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M) est une adjonction de Quillen relati-

vement à la structure projective instable sur SpectΦ
F (M).

Demonstration En effet, s− préserve les équivalences faibles et les fibrations niveau par niveau. c.q.f.d

Lemme 4.3.27 — On suppose donnés deux catégories de modèles M et M′ présentables par cofibrations ainsi
que des endofoncteurs Φ-symétriques F et F ′ qui sont des foncteurs de Quillen à gauche ayant des adjoints à
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droite accessibles. Soit K : M //M′ un foncteur de Quillen à gauche muni d’une transformation naturelle
τ : F ′ ◦K ∼ // K ◦ F inversible et Φ-symétrique (au sens de la définition 4.3.16). Alors le foncteur :

Kτ : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M′)

est un foncteur de Quillen à gauche relativement aux structures projectives instables.

Demonstration Soit L l’adjoint à droite de K et τ ′ comme dans le lemme 4.3.17. Le prolongement Kτ admet pour
adjoint à droite le prolongement Lτ ′ . Il est immédiat que Lτ ′ préserve les fibrations et les fibrations triviales niveau
par niveau. D’où le résultat. c.q.f.d

Soit X un objet de M et p un entier naturel. On a Evp+1[SuspF,Φ(X)] = OubΦp+1
1 (IndΦp+1

Φ1
F (X)). Le morphisme

évident F (X) // OubΦp+1
1 (IndΦp+1

Φ1
F (X)) correspond par adjonction à un morphisme :

(4.31) ωpX : Susp+1
F,Φ (F (X)) // SuspF,Φ(X)

On note R (resp. Rβ) la classe des flèches ωpX avec p ∈ N et X un objet cofibrant (resp. et β-accessible) de M. On
notera WR (resp. WRβ

) la classe des R-équivalences faibles (resp. Rβ-équivalences faibles) (voir la définition 4.2.64).
Par le lemme 4.2.65, ces classes peuvent être définies relativement à la structure projective ou injective instable.

Lemme 4.3.28 — On suppose que M est propre à gauche, présentable par cofibrations et que G est accessible.
Pour β suffisamment grand, on a WRβ

= WR.

Demonstration On utilisera librement l’existence de la localisation de Bousfield (voir le théorème 4.2.71) de la
structure projective (ou injective) instable sur SpectΦ

F (M) suivant la classe essentiellement petite Rβ . Il suffit de
montrer que ωpX ∈ WRβ

pour X un objet cofibrant de M. Dans la suite, le cardinal β sera pris comme dans la
proposition 4.2.41.

Soit r : X // Φcf0(∅ → X) une retraction comme dans la définition 4.2.45. Rappelons que NormSub(c(∅ →

X)|r) est la catégorie des sous-cofibrations r-normale ∅ // T de ∅ // Φcf0(∅ → X) (voir la définition 4.2.51).

On considère l’ensemble ordonné formé des classes d’isomorphismes de sous-cofibrations r-normales ∅ // T de
∅ // Φcf0(∅ → X) telles que ωpT ∈WRβ

. Toutes les chaînes totalement ordonnées de cet ensemble sont majorées
par leurs colimite (par la proposition 4.2.54). Par le lemme de Zorn, cet ensemble admet des éléments maximaux.

On fixe un élément maximal ∅ // T . On va prouver que T ' Φcf0(∅ → X). En effet, dans le cas contraire, on
peut trouver par le lemme 4.2.57 une sous-cofibration :

U //

��

V

��
T // Φcf0(∅ → X)

avec U et V cofibrants et β-accessibles et telle que ∅ → T
∐
U V = T ′ est encore une sous-cofibration r-normale

majorant strictement ∅ → T . Comme ωpU et ωpV sont dans WRβ
on déduit que ωpT ′ est encore dans WRβ

. En effet,
on peut regarder les triplet (ωpU , ω

p
V , ω

p
T ) comme une équivalence faible entre deux objets cofibrants de la catégorie

de modèles (SpectΦ
F (M)) munie de sa structure de Reedy déduite de la structure Rβ-localisée. Le résultat découle

alors du fait que la colimite de -diagrammes est un foncteur de Quillen à gauche. Ceci contredit la maximalité de
∅ → T . c.q.f.d

Le lemme 4.3.28 et le théorème 4.2.71 montrent l’existence des R-localisations de Bousfield des structures instables
sur SpectΦ

F (M).

Definition 4.3.29 — On suppose que M est propre à gauche, présentable par cofibrations et que G est accessible.
La structure projective (resp. injective) stable sur SpectΦ

F (M) est la localisation de Bousfield de la structure projective
(resp. injective) instable de la définition 4.3.22 suivant la classe R. On note Wst la classe des R-équivalences faibles
qui seront alors appelées les équivalences stables. On note également Fibproj−st (resp. Fibinj−st) la classe des R-
fibrations projectives (resp. injectives) qui seront appellées les fibrations stables projectives (resp. injectives). On pose
finalement Host(SpectΦ

F (M)) = SpectΦ
F (M)[W−1

st ].

On a une description simple des objets R-locaux de SpectΦ
F (M) :
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Proposition 4.3.30 — Un objet fibrant niveau par niveau X de SpectΦ
F (M) est R-local si et seulement si pour

tout n ∈ N le morphisme obtenu par adjonction du morphisme d’assemblage :

(4.32) Xn
// GXn+1

est une équivalence faible.

Demonstration La condition est nécessaire. En effet pour tout A cofibrant de M, on a :

π0(SuspF,Φ(A),X) = π0(A,Xp)

Ainsi, pour X un (F,Φ)-spectre R-local π0(A,Xn) ' π0(F (A),Xn+1) ' π0(A,GXn+1). Par le lemme de Yoneda
appliqué dans Ho(M), on déduit que (4.32) est une équivalence faible.

Montrons que la condition est suffisante. Soit X un (F,Φ)-spectre fibrant niveau par niveau tel que (4.32) est une
équivalence faible pour tout n ∈ N. Il s’agit de montrer, pour f ∈ ∇∞(R), que l’application π0(f,X) est bijective.

Étant donné une flèche u : A // B , on notera ωpu la flèche :Susp+1
F,Φ (F (B))

∐
Susp+1

F,Φ (F (A))

SuspF,Φ(A)

 // SuspF,Φ(B)

On vérifie immédiatement que ∇(ωpu) = ωp∇(u) quitte à choisir convenablement les objets cylindres. Étant donné que

ωpX = ωp∅→X , on voit que f est de la forme ωpu avec u : A // B une cofibration entre objets cofibrants.
Se donner une flèche :

γ :

Susp+1
F,Φ (F (B))

∐
Susp+1

F,Φ (F (A))

SuspF,Φ(A)

 // X

équivaut à se donner un couple de flèches (γB : F (B)→ Xn+1, γA : A→ Xn) tel que le carré suivant :

F (A)
γA //

F (u)

��

FXn

��
F (B) γB

// Xp+1

commute. Ceci, équivaut à se donner un carré commutatif :

A
γ //

u

��

Xn

��
B γ

// GXn+1

De même, se donner une homotopie à droite entre deux telles flèches γ1 et γ2 revient à se donner une homotopie
à droite dans la catégorie de modèles HOM(1,M) (pour la structure de Reedy de la proposition 4.1.53 associée à
l’ensemble ordonné 1 = {0 < 1}) entre les deux flèches :

A
γ1 //

u

��

Xn

��
B γ1

// GXn+1

A
γ2 //

u

��

Xn

��
B γ2

// GXn+1

On a donc un isomorphisme canonique :

π0


Susp+1

F,Φ (F (B))
∐

Susp+1
F,Φ (F (A))

SuspF,Φ(A)

 , X

 ' π0(A→ B,Xn → GXn+1)

Il suffit alors de montrer que le morphisme canonique :

π0(B,Xn) // π0(A→ B,Xn → GXn+1)
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est inversible. Ceci est vrai, étant donné que la flèche évidente (Xn = Xn) // (Xn → GXn+1) est une équivalence
faible dans HOM(1,M). c.q.f.d

Definition 4.3.31 — Un (F,Φ)-spectre X est appelé un ΩF,Φ-spectre (ou simplement Ω-spectre) si pour tout
n ∈ N, la flèche Xn

// RGXn+1 est inversible dans Ho(M).

Ainsi, les objets fibrants de (SpectΦ
F (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) sont les Ω-spectres fibrants niveau par niveau.

Lemme 4.3.32 — Soient Φ′ un monoïde gradué dans la catégorie des groupes et F ′ un endofoncteur de Quillen à
gauche Φ′-symetrique et tel que son adjoint à droite G′ est accessible. On suppose donnés un morphisme de monoïdes
gradués Φ // Φ′ ainsi qu’une transformation naturelle Φ-équivariante F // F ′ telle que F (X) // F ′(X)

est une équivalence faible pour tout X cofibrant de M. Alors, le couple (OubF
′,Φ′

F,Φ , (F ′,Φ′)⊗F,Φ −) est une adjonction
de Quillen relativement aux structures projectives stables sur SpectΦ

F (M) et SpectΦ′

F ′(M).

Demonstration Par la remarque 4.2.59, il suffit de montrer que les flèches (F ′,Φ′) ⊗F,Φ ωpX sont des équivalences
stables pour tout p ∈ N et X ∈ Ob(M) cofibrant. Par la remarque 4.3.12 on a des isomorphismes de foncteurs
(F ′,Φ′) ⊗F,Φ (SusnF,Φ(−)) ' SusnF ′,Φ′(−). Modulo ces identifications, la flèche (F ′,Φ′) ⊗F,Φ ωpX se factorise de la
manière suivante :

Susp+1
F ′,Φ′(F (X)) // Susp+1

F ′,Φ′(F
′(X))

ωpX // SuspF ′,Φ′(X)

Il suffit donc de prouver que la première flèche ci-dessus est une équivalence faible niveau par niveau. Ceci est bien le
cas puisque Susp+1

F ′,Φ′ est un foncteur de Quillen à gauche et que F (X) // F ′(X) est une équivalence faible entre
objets cofibrants. c.q.f.d

Lemme 4.3.33 — L’adjonction (s+, s−) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M) est une adjonction de Quillen relati-

vement à la structure projective stable sur SpectΦ
F (M).

Demonstration On sait que (s+, s−) est une adjonction de Quillen pour les structures projectives instables. Le
résultat découle alors de la remarque 4.2.59 et du fait que s+(ωpX) = ωp+1

X pour p ∈ N et X ∈ Ob(M). c.q.f.d

Lemme 4.3.34 — On suppose donnés deux catégories de modèles M et M′ présentables par cofibrations ainsi
que des endofoncteurs Φ-symétriques F et F ′ qui sont des foncteurs de Quillen à gauche ayant des adjoints à
droite accessibles. Soit K : M //M′ un foncteur de Quillen à gauche muni d’une transformation naturelle
τ : F ′ ◦K ∼ // K ◦ F inversible et Φ-symétrique (au sens de la définition 4.3.16). Alors, le foncteur :

Kτ : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M′)

est un foncteur de Quillen à gauche relativement aux structures projectives stables.

Demonstration En utilisant la remarque 4.3.18 on voit que Kτ (ωpX) ' ωpK(X) pour p ∈ N et X ∈ Ob(M). Le
résultat découle alors du lemme 4.3.27 et de la remarque 4.2.59. c.q.f.d

Notons également le résultat suivant :

Proposition 4.3.35 — Si (F,G) est une équivalence de Quillen alors l’adjonction :

(Sus0
F,Φ,Ev0) : M // SpectΦ

F (M)

est une équivalence de Quillen lorsque SpectΦ
F (M) est munie de sa structure projective stable.

Demonstration Le couple (Sus0
F,Φ,Ev0) est une adjonction de Quillen par 4.3.24 Montrons que le morphisme

d’unité :

(4.33) id // REv0 ◦ LSus0
F,Φ

est inversible. Soit donc X0 un objet cofibrant de M. Comme F ◦nX0 est cofibrant et que (F,G) est une équivalence
de Quillen, le morphisme d’unité :

F ◦nX0
// RGF ◦n+1X0

est inversible dans Ho(M). Il vient que le (F,Φ)-spectre Sus0
F,Φ(X0) est un Ω-spectre au sens de la définition 4.3.31.

Choisissons une cofibration triviale niveau par niveau Sus0
F,Φ(X0) // R avec R fibrant niveau par niveau. Le
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spectre R est alors fibrant relativement à la structure (Wst,Cofproj ,Fibproj−st). Le résultat est maintenant clair
puisque l’évaluation de (4.33) en X0 est donnée par X0

// R0 .
Il reste encore à démontrer que la counité :

(4.34) LSus0
F,Φ ◦ REv0 X // X

est inversible. On peut supposer que X est fibrant relativement à (Wst,Cofproj ,Fibproj−st). Il suffit de montrer que
le morphisme LF ◦nX0

// Xn est inversible dans Ho(M) pour n ∈ N. Ce morphisme se factorise de la manière
suivante :

(4.35) LF ◦nX0
// LF ◦nG◦nXn

// Xn

La flèche de droite de (4.35) est inversible. En effet, il s’agit de la counité de l’équivalence de Quillen (F,G). D’autre
part, la flèche X0

// G◦nXn est une équivalence faible. Comme LF ◦n envoie les équivalences faibles sur des
isomorphismes, la flèche de gauche de (4.35) est également inversible. La proposition est démontrée. c.q.f.d

Pour τ ∈ Φ2, on note τ(n) ∈ Φn+1 l’élément τ1 . . . τn avec τi = φi−1,2,n−i(1, τ, 1) l’image de τ par le morphisme :

φi−1,2,n−i(1,−, 1) : Φ2 = 1× Φ2 × 1 // Φi−1 × Φ2 × Φn−i // Φn+1

Definition 4.3.36 — L’élément τ ∈ Φ2 est dit symétrique lorsque pour tout g ∈ Φn on a :

(4.36) τ(n).φn,1(g, 1) = φ1,n(1, g).τ(n)

où φn,m : Φm × Φn // Φm+n désigne le morphisme structural du monoïde Φ.

Exemple 4.3.37 — La transposition τ = (12) ∈ Σ2 est un élément symétrique du monoïde des groupes symétriques
Σ (voir l’exemple 4.3.1). En effet, la permutation τ(n) est égale au produit des transpositions :

(12)(23) . . . (n− 1, n)(n, n+ 1) = (1, 2, 3, . . . , n, n+ 1)

En particulier, sa restriction à {1, . . . , n} est donnée par i i+1. Il vient que pour g ∈ Σn, on a τ(n)(g•1) = (1•g)τ(n).

Si τ ∈ Φ2 est un élément symétrique, la transformation naturelle aF (τ) : F ◦ F // F ◦ F est Φ-symétrique au
sens de la définition 4.3.16. En effet, la relation (4.36) se traduit par la commutation du diagramme : n︷ ︸︸ ︷

F ◦ · · · ◦ F

 ◦ F τn //

φn,1(g,1)

��

 n−1︷ ︸︸ ︷
F ◦ · · · ◦ F

 ◦ F◦ τn−1 // . . .
τ1 // F ◦

 n︷ ︸︸ ︷
F ◦ · · · ◦ F


φ1,n(1,g)

��F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
n

 ◦ F τn //

F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
n−1

 ◦ F◦ τn−1 // . . .
τ1 // F ◦

F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
n


On en déduit un foncteur Fτ : SpectΦ

F (M) // SpectΦ
F (M) . Comme τ est un automorphisme, Fτ est un foncteur

de Quillen à gauche relativement aux structures projectives instable et stable (par le lemme 4.3.17). L’adjoint à droite
de Fτ est donné par Gτ ′ avec τ ′ = aτ−1 : F ◦G // G ◦ F .

Soit X un (F,Φ)-spectre. Le (F,Φ)-spectre FτX est donné au niveau n par (FτX)n = FXn. Montrons que les
flèches composées de :

(4.37) FXn

γX // Xn+1

τ−1
(n) // Xn+1

définissent un morphisme de (F,Φ)-spectres FτX // s−X . Remarquons d’abord que la composée (4.37) est Φn-
équivariante. En effet, pour g ∈ Φn on a un diagramme commutatif :

FXn

γX //

(1,g)

��

Xn+1

τ−1
(n) //

φ1,n(1,g)

��

Xn+1

φn,1(g,1)

��
FXn γX

// Xn+1
τ−1
(n)

// Xn+1
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Il reste à montrer que (4.37) commutent aux morphismes d’assemblages. Ceci se traduit par la commutation du
diagramme :

F (F (Xn))
F (γX) // F (Xn+1)

F ((τ(n))
−1)

// F (Xn+1)

γX

��

F ◦ F (Xn)

τ

��
F ◦ F (Xn)

F (γX) // F (Xn+1)
γX // Xn+2

τ−1
(n+1) // Xn+2

Il est facile de voir que φ1,n+1(1, τi) = τi+1 avec τi+1 considéré dans Φn+2. On déduit immédiatement la relation
τ(n+1) = φ2,n(τ, 1).φ1,n+1(1, τ(n)). Ceci permet de diviser notre diagramme en deux parties :

F (F (Xn))
F (γX) // F (Xn+1)

F ((τ(n))
−1)

//

γX

  

F (Xn+1)

γX

��

F ◦ F (Xn)

τ

��

(1) (2)

F ◦ F (Xn)
F (γX) // F (Xn+1)

γX // Xn+2 Xn+2

φ2,n(τ,1)oo
φ1,n+1(1,τ−1

(n)) // Xn+2

La partie (2) est commutative puisque les morphismes d’assemblages sont équivariants. De même, la partie (1) commute
puisque la composée F ◦ FXn

// FXn+1
// Xn+2 est Φ2 × Φn-équivariante. On notera tτ : Fτ // s− la

transformation naturelle définie par (4.37).

Theoreme 4.3.38 — On suppose l’existence d’un élément symétrique τ ∈ Φ2. On a relativement à la catégorie
de modèles (SpectΦ

F (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) :

1- L’adjonction (s+, s−) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M) est une équivalence de Quillen.

2- L’adjonction (Fτ , Gτ ′) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F (M) est une équivalence de Quillen.

3- La transformation naturelle tτ : Fτ // s− induit un isomorphisme : LFτ
∼ // Rs− .

Demonstration Il est clair que les deux foncteurs s− et Gτ ′ commutent. On note Λ = s− ◦ Gτ ′ = Gτ ′ ◦ s− leur
composition. On dispose d’une transformation naturelle λ : id // Λ obtenue en prenant la composée :

id
η // Gτ ′ ◦ Fτ

tτ // Gτ ′ ◦ s−

Pour un (F,Φ)-spectre X et n ∈ N, la flèche Xn

η // Λ(X)n est la composée :

(4.38) Xn
// G(FXn)

G(γX) // GXn+1

G(τ−1
(n))// GXn+1

Comme la flèche G(τ−1
(n)) de (4.38) est inversible, les deux conditions suivantes sont équivalentes pour un (F,Φ)-spectre

X fibrant niveau par niveau :
– X est un Ω-spectre, i.e., fibrant pour la structure (Wst,Cofproj ,Fibproj−st),
– Le morphisme X // Λ(X) est une équivalence faible niveau par niveau.

On en déduit que la transformation naturelle λ : id // RΛ est inversible puisqu’elle se calcule sur les spectres
fibrants pour la structure (Wst,Cofproj ,Fibproj−st). Comme Λ = Gτ ′ ◦ s− = s− ◦Gτ ′ , on obtient ainsi deux isomor-
phismes de foncteurs :

id ∼ // RGτ ′ ◦ Rs− et id ∼ // Rs− ◦ RGτ ′

Ceci montre que RGτ ′ et Rs− sont des équivalences de catégories. Les autres assertions sont alors immédiates. c.q.f.d
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4.3.3 Comparaison des spectres
Soit M une catégorie de modèles propre à gauche et présentable par cofibrations. Soient Φ et Φ′ deux monoïdes

gradués dans la catégorie des groupes. On supposera ici que les morphismes structuraux

φm,n(−,−) : Φm × Φn // Φm+n et φ′m,n(−,−) : Φ′m × Φ′n // Φ′m+n

sont injectifs pour (m,n) ∈ N2. Notons que cela implique en particulier que Φ0 ' Φ′0 ' {1}. On généralise la définition
4.3.36 de la manière suivante :

Definition 4.3.39 — Supposons donné un morphisme de monoïdes gradués α : Φ // Φ′ . Un élément σ ∈ Φ′2
sera dit symétrique relativement à Φ lorsque pour n ∈ N et g ∈ Φn la relation suivante est satisfaite :

σ(n).φ
′
n,1(α(g), 1) = φ′1,n(1, α(g)).σ(n)

avec σ(n) = σ1 . . . σn pour σi = φi−1,2,n−i(1, σ, 1).

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant :

Theoreme 4.3.40 — Soient F et F ′ deux endofoncteurs Φ et Φ′-symétriques de M qui sont des foncteurs de
Quillen à gauche admettant des adjoints à droite accessibles. On suppose donnés un morphisme de monoïdes gradués
α : Φ // Φ′ et une transformation naturelle Φ-équivariante F // F ′ . Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) il existe un élément symétrique τ ′ ∈ Φ′2 tel que σ = (τ ′)−1 est symétrique relativement à Φ.
(ii) pour X un objet cofibrant de M, le morphisme F (X) // F ′(X) est une équivalence faible,

(iii) le foncteur F ′σ : SpectΦ
F ′(M) // SpectΦ

F ′(M) est une équivalence de Quillen à gauche,

alors l’adjonction ((F ′,Φ′) ⊗F,Φ −,OubF
′,Φ′

F,Φ ) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ′

F ′(M) est une équivalence de Quillen rela-
tivement aux structures projectives stables.

Remarque 4.3.41 — La condition (i) ci-dessus est automatiquement satisfaite pour l’élément symétrique τ =
(1, 2) ∈ Σ2 puisque τ−1 = τ .

L’adjonction ((F ′,Φ′)⊗F,Φ−,OubF
′,Φ′

F,Φ ) est bien une adjonction de Quillen relativement aux structures stables par
le lemme 4.3.32. De plus, cette adjonction de Quillen se décompose :

SpectΦ
F (M)

F ′ ⊗F − // SpectΦ
F ′(M)

Φ′ ⊗Φ − // SpectΦ′

F ′(M)

Ainsi, la preuve du théorème 4.3.40 se divise en deux parties. On traite d’abord le foncteur −⊗F F ′. On montre plus
précisément le résultat suivant :

Proposition 4.3.42 — Soit F // F ′ une transformation naturelle Φ-équivariante entre endofoncteurs
de Quillen à gauche Φ-symétriques de M qui admettent des adjoints à droite accessibles. On suppose que la flèche
F (X) // F ′(X) est une équivalence faible pour X ∈ Ob(M) cofibrant. Alors l’adjonction :

(F ′ ⊗F −,OubF
′

F ) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ

F ′(M)

est une équivalence de Quillen pour les structures projectives niveau par niveau et les structures projectives stables.

Nous aurons besoin de quelques lemmes préliminaires. Soit G un groupe. Une flèche f de Rep(G,M) est appelée une
équivalence faible lorsque OubG1 (f) est une équivalence faible de M. Si OubG1 (f) est une cofibration (resp. fibration),
nous dirons que f est une cofibration injective (resp. fibration projective). On définit alors les fibrations injectives (resp.
cofibrations projectives) par la propriété de relèvement à droite (resp. à gauche) par rapport aux cofibrations injectives
(resp. fibrations projectives) triviales. On obtient ainsi deux structure de catégories de modèles (W,Cof inj ,Fibinj)
et (W,Cofproj ,Fibproj) sur Rep(G,M). Le lecteur pourra consulter la sous-section 4.4.2 pour une preuve (dans le
cas plus général des préfaisceaux). Il est clair que les adjonctions :

(IndG1 ,OubG1 ) : M // Rep(G,M) et (SuspF,Φ,Evp) : Rep(Φp,M) // SpectΦ
F (M)

sont de Quillen relativement aux structures projectives sur Rep(G,M), Rep(Φp,M) et SpectΦ
F (M).

Lemme 4.3.43 — Soit v : A // B une cofibration projective de SpectΦ
F (M) de source projectivement

cofibrante. Alors, u est retracte d’une flèche de :

Cell{SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈ C }
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où C ⊂ Cofproj est la classe des cofibrations projectives de sources injectivement cofibrantes.

Demonstration On sait que v est retracte d’une flèche de source A et qui est dans Cell{SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈
Cof}. On peut donc supposer que v est la composée transfinie d’une λ-suite :

A = A(0) // A(1) . . . //// A(ν) // A(ν + 1) // . . .

telle que pour tout ν+1 ∈ λ, la flèche A(ν) // A(ν + 1) est un push-out d’une flèche de {SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈
Cof}. En particulier, tous les A(ν) sont projectivement cofibrants. Il suffit donc de traiter le cas où v : A // B est
le push-out d’une flèche SuspF,Φ(u) avec u : C // D une cofibration de M. On dipose donc d’un carré cocartésien :

(4.39) SuspF,Φ(IndΦp
1 C) SuspF,Φ(C) a //

SuspF,Φ(u)

��

A

v

��
SuspF,Φ(IndΦp

1 D) SuspF,Φ(D) b // B

Les flèches a et b correspondent par adjonction à a : IndΦp
1 (C) // Ap et b : IndΦp

1 (D) // Bp . Étant donné que

Evp ◦ SuspF,Φ = IndΦp
Φ0×Φp

= id, on déduit de (4.39) que le carré :

(4.40) IndΦp
1 (C) a //

��

Ap

vp

��
IndΦp

1 (D) b // Bp

est cocartésien. En particulier, vp est une cofibration projective de Rep(Φp,M). Notons également que Ap est injec-
tivement cofibrant. En effet, par le corollaire 4.3.23, le (F,Φ)-spectre A est injectivement cofibrant. Ceci montre que
vp ∈ C . On factorise le carré (4.39) de la manière suivante :

SuspF,Φ(IndΦp
1 C)

SuspF,Φ(a)
//

��
(1)

SuspF,ΦAp
//

��
(2)

A

��
SuspF,Φ(IndΦp

1 D)
SuspF,Φ(b)

// SuspF,ΦBp
// B

Le carré (1) est cocartésien puisqu’il est l’image par le foncteur (commutant aux colimites) SuspF,Φ du carré cocartésien
(4.40). Ceci montre que (2) est cocartésien, i.e., v est un push-out de SuspF,Φ(vp). Le lemme est démontré. c.q.f.d

Lemme 4.3.44 — On garde les hypothèses de la proposition 4.3.42. Pour X un (F,Φ)-spectre projectivement

cofibrant, la flèche X // OubF
′

F (F ′ ⊗F X) est une équivalence faible niveau par niveau.

Demonstration En appliquant le lemme 4.3.43 à la cofibration projective ∅ → X, on voit que l’on peut supposer
X = Colimν∈λA(ν) où :

A(0) = ∅ // A(1) // . . . // A(ν) // A(ν + 1) // . . .

est une λ-suite avec A(ν) // A(ν + 1) un push-out d’une flèche de {SuspF,Φ(u); p ∈ N et u ∈ C }. On forme alors
le morphisme de λ-suites :

(4.41) A(0) = ∅ //

��

. . . // A(ν) //

��

A(ν + 1) //

��

. . .

OubF
′

F (F ′ ⊗F A(0)) = ∅ // . . . // OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν)) // OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν + 1)) // . . .
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Étant donné que C ⊂ Cofproj , les flèches A(ν) // A(ν + 1) sont des cofibrations projectives de (F,Φ)-spectres.

Le foncteur F ′ ⊗F − preserve les cofibrations projectives et le foncteur OubF
′

F preserve les cofibrations niveau par

niveau. Il vient que les flèches OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν)) // OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν + 1)) sont des cofibrations niveau par
niveau. Ainsi, toutes les flèches horizontales de (4.41) sont des cofibrations niveau par niveau. Par le lemme 4.2.69, il
suffira de prouver que les flèches verticales sont des équivalences faibles niveau par niveau.

On raisonne par récurrence transfinie sur ν ∈ λ. Lorsque ν = 0, il n’y a rien à montrer. Lorsque ν est limite, le
résultat découle du lemme 4.2.69. Supposons donc que ν = µ+ 1. On fixe un carré cocartésien :

SuspF,Φ(C) //

SuspF,Φ(u)

��

A(ν)

��
SuspF,Φ(D) // A(ν + 1)

avec u ∈ C . En utilisant l’isomorphisme F ′ ⊗F SuspF,Φ ' SuspF ′,Φ (voir la remarque 4.3.12) on déduit un carré
cocartésien :

OubF
′

F SuspF ′,Φ(C) //

Susp
F ′,Φ(u)

��

OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν))

��

OubF
′

F SuspF ′,Φ(D) // OubF
′

F (F ′ ⊗F A(ν + 1))

Étant donné que M est propre à gauche, il suffit par le lemme 4.3.45 de montrer que la flèche :

(4.42) SuspF,Φ(U) // OubF
′

F SuspF ′,Φ(U)

est une équivalence faible niveau par niveau pour U ∈ {C,D} ou plus généralement pour U un objet injectivement
cofibrant de Rep(Φp,M). Au niveau n ≥ p, le morphisme (4.42) est donné par :

IndΦn
Φn−p×Φp

F ◦n−pU // IndΦn
Φn−p×Φp

F ′◦n−pU

Comme le morphisme de groupes φn−p,p est injectif, et que les objets F ◦n−pU et F ′◦n−pU sont cofibrants, il suffira de
prouver que F ◦n−pU // F ′◦n−pU est une équivalence faible. Cette flèche se factorise de la manière suivante :

F ◦n−pU // F ′ ◦ F ◦n−p−1U // . . . // F ′n−p−1FU // F ′◦n−pU

Le résultat découle du fait que F (V ) // F ′(V ) est une équivalence faible pour V cofibrant, et que F ′ est un
foncteur de Quillen à gauche (et donc presreve les équivalences faibles entre objets cofibrants). c.q.f.d

Lemme 4.3.45 — On suppose donné un diagramme commutatif :

B

��

A
boo c //

��

C

��
B′ A′

b′oo c′ // C ′

dans une catégorie de modèles M propre à gauche. On suppose que les flèches verticales sont des équivalences faibles
et que b et b′ sont des cofibrations. Alors, la flèche B

∐
A C

// B′
∐
A′ C

′ est une équivalence faible.

Demonstration On peut former un diagramme commutatif :

B

��

A
boo d //

��

c

%%
D

e //

��

C

��
B′ A′

b′oo d′ //

c′

99D′
e′ // C ′
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avec d et d′ des cofibrations et e et e′ des équivalences faibles. Comme M est propre, les flèches horizontales du carré
commutatif :

B
∐
AD

//

��

B
∐
A C

��
B′
∐
A′ D

′ // B′
∐
A′ C

′

sont des équivalences faibles. Il suffit donc de prouver le lemme pour D et D′ à la place de C et C ′. Le diagramme :

B

��

A
boo d //

��

D

��
B′ A′

b′oo d′ // D′

définit une équivalence faible entre deux objets cofibrants de (M) pour la structure de Reedy (voir la proposition
4.1.53). Le résultat découle alors du fait que la colimite est un foncteur de Quillen à gauche. c.q.f.d

On peut maintenant prouver la proposition 4.3.42 :

Démonstration de la proposition 4.3.42. Montrons d’abord que le foncteur ROubF
′

F est conservatif (i.e., détecte
les isomorphismes). Soit f ′ : X′ // Y′ un morphisme de Honiv(SpectΦ

F ′(M)) (resp. Host(SpectΦ
F ′(M))) tel que

ROubF
′

F (f ′) est inversible. On peut alors supposer que f ′ est l’image d’une flèche entre objets fibrants niveau par
niveau (resp. stablement fibrant). Dans les deux cas (instable et stable), OubF

′

F (f ′) est une équivalence niveau par
niveau. Ceci montre que f ′ est aussi une équivalence niveau par niveau de SpectΦ

F ′(M).
Sachant que ROubF

′

F est conservatif, il suffit de prouver que le morphisme d’unité :

(4.43) id
η // ROubF

′

F ◦ L(F ′ ⊗F −)

est inversible. En effet, étant donné que la composée :

ROubF
′

F

η

∼
// ROubF

′

F ◦ L(F ′ ⊗F −) ◦ ROubF
′

F
δ // ROubF

′

F

est l’identité, on déduit que ROubF
′

F (δ) : ROubF
′

F ◦ L(F ′ ⊗F −) ◦ ROubF
′

F
δ // ROubF

′

F est un isomorphisme. Comme

ROubF
′

F est conservatif, on obtient que le morphisme de counité L(F ′ ⊗F −) ◦ ROubF
′

F
δ // id est aussi inversible.

Le cas instable de la proposition 4.3.42 est maintenant facile. En effet, le foncteur OubF
′

F preserve les équivalences
faibles niveau par niveau. Il se dérive donc trivialement. Ainsi, l’inversibilité de (4.43) découle directement du lemme
4.3.44.

Le cas stable demande encore un peu de travail. Étant donné que tout objet de Host(SpectΦ
F (M)) est isomorphe

à un Ω-spectre, il suffit de prouver que :

(4.44) X
η // ROubF

′

F (F ′ ⊗F X)

est inversible avec X un Ω-spectre projectivement cofibrant. Le lemme 4.3.46 ci-dessous affirme alors que F ′⊗F X est
un ΩF ′,Φ-spectre étant donné que OubF

′

F (F ′ ⊗F X) est un ΩF,Φ-spectre puisque isomorphe dans Honiv(spectΦ
F (M))

à X (par le lemme 4.3.44).
Il vient qu’une équivalence stable F ′ ⊗F X // R avec R un (F ′,Φ)-spectre stablement fibrant est une équiva-

lence niveau par niveau. Ceci montre que ROubF
′

F (F ′ ⊗F X) ' OubF
′

F (F ′ ⊗F X) et (4.44) est inversible par le lemme
4.3.44. c.q.f.d

Lemme 4.3.46 — On garde les hypothèses de la proposition 4.3.42. Soit X′ un (F ′,Φ)-spectre. Alors X′ est un
ΩF ′,Φ-spectre si et seulement si OubF

′

F X′ est ΩF,Φ-spectre.

Demonstration Comme OubF
′

F préserve les équivalences faibles niveau par niveau, on peut supposer que X′ est
fibrant niveau par niveau. Dire que OubF

′

F X′ est un Ω-spectre, équivaut à dire que pour tout n ∈ N, la composée :

X′n // G′X′n+1
// GX′n+1
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est inversible. L’assertion du lemme serait vraie si l’on savait que G′(Y ) // G(Y ) était une équivalence faible

pour tout Y fibrant de M. En d’autre termes, il nous faut montrer que la transformation naturelle RG′ // RG est
inversible. Cette dernière est l’adjointe de LF // LF ′ qui est bien inversible puisque F (A) // F ′(A) est une
équivalence faible pour A cofibrant de M. c.q.f.d

On traite maintenant la seconde partie du théorème 4.3.40, i.e., le foncteur Φ′ ⊗Φ −. Nous montrerons plus préci-
sément :

Proposition 4.3.47 — Soit α : Φ // Φ′ un morphisme de monoïdes. Soit F : M //M un foncteur de
Quillen à gauche Φ′-symétrique et admettant un adjoint à droite accessible. On suppose que :

– Il existe un élément symétrique τ ′ ∈ Φ′2 tel que σ = (τ ′)−1 est symétrique relativemment à Φ,
– Le foncteur Fσ : SpectΦ

F (M) // SpectΦ
F (M) est une équivalence de Quillen.

Alors, l’adjonction (Φ′ ⊗Φ −,OubΦ′

Φ ) : SpectΦ
F (M) // SpectΦ′

F (M) est une équivalence de Quillen.

Pour montrer la proposition, nous avons besoin de faire une digression pour introduire les bispectres. Soit C

une catégorie abstraite admettant les colimites pertinentes. On suppose donnés deux monoïdes gradués et unitaires
Φ = (Φn)n∈N et Ψ = (Ψn)n∈N dans la catégorie des groupes ainsi que des endofoncteurs F et P de C qui sont
respectivement Φ et Ψ-symétriques.

Definition 4.3.48 — Une transformation naturelle σ : F ◦ P // P ◦ F est dite (Ψ,Φ)-bisymétrique lorsque
la transformation naturelle :

F ◦n ◦ P ◦m // P ◦m ◦ F ◦n

déduite de σ, est Ψm-équivariante et Φn-équivariante pour tout (m,n) ∈ N2. Ceci revient à dire qu’elle est Ψm × Φn-
équivariante.

La condition de la définition 4.3.48 est vide pour n = 0 ou r = 0. Notons la remarque suivante :

Remarque 4.3.49 — Pour que la transformation naturelle σ : F ◦ P // P ◦ F soit (Ψ,Φ)-bisymétrique, il suffit
que que les deux transformations naturelles :

F ◦n ◦ P // P ◦ F ◦n et F ◦ Pm // Pm ◦ F
soient respectivement Φn et Ψm-équivariantes. En particulier, σ est Φ-symétrique au sens de la définition 4.3.16.
Lorsque σ est inversible, la transformation σ−1 est (Φ,Ψ)-symétrique. Il vient que σ−1 est Ψ-symétrique au sens de la
définition 4.3.16.

Le lemme suivant est une évidence :

Lemme 4.3.50 — Supposons que σ : F ◦ P // P ◦ F est (Ψ,Φ)-bisymétrique. Alors, le prolongement Pσ :

SpectΦ
F (C) // SpectΦ

F (C) est naturellement un endofoncteur Ψ-symétrique.

On se donne une transformation naturelle (Ψ,Φ)-symétrique σ : F ◦ P // P ◦ F . Par le lemme 4.3.50, on peut
considérer la catégorie SpectΨ

Pσ (SpectΦ
F (C)). Un objet X de cette catégorie, correspond aux données suivantes :

1. pour tout couple (m,n) ∈ N2, d’une Ψm-représentation et une Φn-représentation sur Xm,n,
2. pour tout (m,n) ∈ N2, d’un morphisme d’assemblage γX : FXm,n

// Xm,n+1 ,

3. pour tout (m,n) ∈ N2, d’un morphisme d’assemblage γ′X : PXm,n
// Xm+1,n ,

tels que les quatre conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout m ∈ N, la suite Φ-symétrique (Xm,n)n∈N est un (F,Φ)-spectre (que l’on note Xm,•) pour les mor-
phismes γX.

(ii) Les morphismes d’assemblage γ′X définissent un morphisme de (F,Φ)-spectres PσXm,• // Xm+1,• pour
tout m ∈ N.

(iii) L’action des Ψm sur les Xm,n définit une suite Ψ-symétrique de (F,Φ)-spectres (Xm,•)m∈N.
(iv) La suite Ψ-symétrique (Xm,•)m∈N de SpectΦ

F (C) est un (Pσ,Ψ)-spectre pour les morphismes d’assemblage
définis par les γ′X.

La condition (i) dit simplement que les flèches F ◦rXm,n
// Xm,n+r sont Φr ×Φn-équivariantes. La condition (ii)

affirme que la flèche PXm,n
// Xm+1,n est Φn-équivariante et que le diagramme suivant :

(4.45) F ◦ PXm,n

σ

��

// FXm+1,n
// Xm+1,n+1

P ◦ FXm,n
// PXm,n+1

// Xm+1,n+1
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est commutatif. La condition (iii) affirme que l’action de Ψm sur Xm,n commute avec l’action de Ψn et que les flèches
γX : FXm,n

// Xm,n+1 sont Ψm-équivariantes. La condition (iv) affirme que les flèches P ◦rXm,n
// Xm,r+n

sont Ψr × Ψn-équivariantes. Ainsi, les quatre conditions (i) à (iv) sont équivalentes aux quatre conditions (plus
symétriques) suivantes :

(i’) Les actions de Ψm et Φn commutent.
(ii’) Les morphismes F ◦rXm,n

// Xm,n+r sont Φr × Φn-équivariants et Ψm-équivariants,

(iii’) Les morphismes P ◦rXm,n
// Xm+r,n sont Ψr ×Ψm-équivariants et Φn-équivariants,

(iv’) Le diagramme (4.45) est commutatif.
Le résultat suivant est maintenant clair :

Proposition 4.3.51 — Supposons que la transformation (Ψ,Φ)-symétrique σ : F ◦ P // P ◦ F est inversible.
Alors, les catégories SpectΨ

Pσ (SpectΦ
F (C)) et SpectΦ

Fσ−1
(SpectΨ

P (C)) sont canoniquement isomorphes.

Demonstration À un objet X de SpectΨ
Pσ (SpectΦ

F (C)) on associe un objet X′ de SpectΦ
Fσ−1

(SpectΨ
P (C)) en posant

X′m,n = Xn,m et en prenant les mêmes actions de Ψm et Φn et les mêmes morphismes d’assemblage. c.q.f.d

On revient au cas où C est une catégorie de modèles M propre à gauche et présentable par cofibrations. On suppose
alors que F et P sont des foncteurs de Quillen à gauche ayant des adjoints à droite accessibles. On dispose alors d’une
structure de modèles bi-projective bi-stable sur SpectΨ

Pσ (SpectΦ
F (M)) obtenue en prenant deux fois les structures

projectives stables.

Proposition 4.3.52 — On garde les notations et les hypothèses précédentes. On suppose que σ est inversible.
L’isomorphisme de catégories

(4.46) SpectΨ
Pσ (SpectΦ

F (M)) ' SpectΦ
Fσ−1

(SpectΨ
P (M))

de la proposition 4.3.51 est un isomorphisme de catégories de modèles pour les structures bi-projectives bi-stables.

Demonstration On dispose sur SpectΨ
Pσ (SpectΦ

F (M)) (resp. SpectΦ
Fσ−1

(SpectΨ
P (M))) d’une structure de modèles

bi-projective bi-instable obtenue en prenant deux fois la structure projective instable. Les fibrations et les équivalences
faibles sont alors détectées (bi-)niveau par (bi-)niveau. Il est alors clair que l’isomorphisme (4.46) est un isomorphisme
de catégories de modèles pour les structures bi-projectives bi-instables.

Revenons au cas des structures bi-projectives bi-stables. Étant donné que les cofibrations des structures bi-
projectives et bi-stables sont les mêmes que ceux des structures bi-projectives bi-instables, il nous reste à montrer
que (4.46) est un isomorphisme sur les classes des équivalences bi-stables. Par le lemme 4.3.53 ci-dessous, il suffira de
vérifier que (4.46) est un isomorphisme sur les classes d’objets bi-stablement fibrants. Presque par définition, un objet
X de SpectΨ

Pσ (SpectΦ
F (M)) est bi-stablement fibrant si et seulement si pour tout (m,n) ∈ N2 :

– l’objet Xm,n est fibrant dans M,
– les morphismes Xm,n

// QXm+1,n et Xm,n
// GXm,n+1 sont des équivalences faibles,

avec Q l’adjoint à droite de P . Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Lemme 4.3.53 — Soit N une catégorie munie de trois structures de modèles (W,Cof ,Fib), (W1,Cof1,Fib1)
et (W2,Cof2,Fib2). On suppose que :

– Cof = Cof1 = Cof2,
– W ⊂W1 ∩W2.

Pour que W1 = W2, il suffit que les objets fibrants pour (W1,Cof1,Fib1) et (W2,Cof2,Fib2) soient les mêmes.

Demonstration Montrons que f ∈W1 si et seulement si pour tout X fibrant pour la structure (W1,Cof1,Fib1)
l’application

homN[W−1](f,X)

est inversible. Ceci démontrera le lemme. Comme W ⊂ W1, on peut supposer que f : A // B est une cofibra-
tion entre objets cofibrants. Choisissons des cylindres (CA, p, i0, i1) et (CB , p, i0, i1) pour la structure (W,Cof ,Fib).
L’objet X fibrant pour (W1,Cof1,Fib1) est aussi fibrant pour (W,Cof ,Fib). Il vient que l’ensemble π0(A,X)
(resp. π0(B,X)) calculé à l’aide du cylindre CA (resp. CB) est isomorphe à homN[W−1](A,X) et homN[W−1

1 ](A,X)
(resp. homN[W−1](B,X) et homN[W−1

1 ](B,X)). Ceci montre que la condition homN[W−1](f,X) inversible est équiva-
lente à homN[W−1

1 ](f,X) inversible. Étant donné que tout objet de N[W−1
1 ] est isomorphe à un objet fibrant pour

(W1,Cof1,Fib1), cette dernière condition est équivalente à dire que le foncteur homN[W−1
1 ](f,−) est inversible. Par

le lemme de Yoneda, ceci est équivalent à f ∈W1. c.q.f.d

Revenons à la proposition 4.3.47. On spécialisera la construction et les résultats précédents à la situation suivante :
P = F , Ψ = Φ′ et σ = aF (σ) : F ◦ F // F ◦ F . Étant donné que τ ′ ∈ Φ′2 est un élément symétrique et que
σ = (τ ′)−1 est symétrique relativement à Φ, on déduit que σ : F ◦ F // F ◦ F est (Φ′,Φ)-bisymétrique.
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Lemme 4.3.54 — Sous les hypothèses de la proposition 4.3.47, on a deux équivalences de Quillen :

(4.47) SpectΦ
F (M) // SpectΦ′

Fσ (SpectΦ
F (M)) et SpectΦ′

F (M) // SpectΦ
Fτ′

(SpectΦ′

F (M))

relativement aux structures projectives stables et bi-projectives bi-stables. Ces équivalences sont données par les ad-
jonctions (Sus0

Fσ,Φ′ ,Ev0) et (Sus0
Fσ−1 ,Φ,Ev0). De plus, SpectΦ′

Fσ (SpectΦ
F (M)) et SpectΦ

Fτ′
(SpectΦ′

F (M)) sont cano-
niquement isomorphes en tant que catégories de modèles.

Demonstration La dernière assertion est mise pour mémoire. Par hypothèse, l’endofoncteur Fσ de SpectΦ
F (M) est

une équivalence de Quillen à gauche. Par la proposition 4.3.35, la première adjonction de (4.47) est une équivalence
de Quillen.

Étant donné que τ ′ est un élément symétrique de Φ′, on sait par le théorème 4.3.38 que Fτ ′ est une équivalence de
Quillen à gauche. On applique une deuxième fois la proposition 4.3.35 pour conclure. c.q.f.d

Soit un (F,Φ′)-spectre (Xn). On définira un bi-spectre Y dans SpectΦ
Fτ′

(SpectΦ′

F (M)) de la manière suivante :
– Ym,n = Xm+n muni de l’action déduite par la restriction suivant φm,n(α(−),−) : Φm × Φ′n // Φ′m+n .

– γ′Y : FYm,n
// Ym+1,n est le morphisme d’assemplage FXm+n

// Xm+n+1 de X,

– γY : FYm,n
// Ym,n+1 est la composée : FXm+n

// X1+m+n

φ′m+1,n(σ(m),1)−1

// Xm+1+n .
Pour montrer que Ym,n est un bi-spectre, nous allons vérifier les conditions (i’) à (iv’) de la page 494. On fera attention
que Φ joue le role de Ψ et Φ′ celui de Φ. Seules les conditions (ii’) et (iv’) sont non triviales. Pour (ii’), remarquons
que la composée de r flèches γY est égale à :

(4.48) F ◦rXm+n
// Xr+m+n

φ′0,m+1,r−1+n(1,σ(m),1)−1... φ′r−1,m+1,n(1,σ(m),1)−1

// Xm+r+n

Ainsi, pour montrer que (4.48) est Φ′r×Φm×Φ′n-équivariante, il suffit de montrer pour (g′, g) ∈ Φ′r×Φm la commutation
du diagramme :

(4.49) Xr+m+n

φ′0,m+1,r−1+n(1,σ(m),1)−1... φ′r−1,m+1,n(1,σ(m),1)−1

//

φ′r,m,n(1,α(g),1)

��

Xm+r+n

φ′m,r,n(α(g),1,1)

��
Xr+m+n

φ′0,m+1,r−1+n(1,σ(m),1)−1... φ′r−1,m+1,n(1,σ(m),1)−1

//

φ′r,m,n(g′,1,1)

��

Xm+r+n

φ′m,r,n(1,g′,1)

��
Xr+m+n

φ′0,m+1,r−1+n(1,σ(m),1)−1... φ′r−1,m+1,n(1,σ(m),1)−1

// Xm+r+n

La commutation du carré supérieur de (4.49) est facile. En effet, ce carré se décompose en des petits carrés :

•
φ′r−i−1,m+1,n−r+i(1,σ(n),1)−1

//

φ′r−i,m,n+i(1,α(g),1)

��

•

φ′r−i−1,m,n+i+1(1,α(g),1)

��•
φ′r−i−1,m+1,n−r+i(1,σ(n),1)−1

// •

pour 0 ≤ i ≤ r − 1. La commutation de ces petits carrés découle immédiatement de la relation σ(m)φ
′
m,1(α(g), 1) =

φ′1,m(1, α(g))σ(m). Pour montrer la commutation du carré inférieur, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.55 — On a l’égalité suivante dans Φ′m+n :

(4.50) φ′0,m+1,r−1+n(1, σ(m), 1)−1 . . . φ′r−1,m+1,n(1, σ(m), 1)−1 = φ′m−1,r+1,n(1, τ ′(r), 1) . . . φ′0,r+1,m−1+n(1, τ ′(r), 1)

Demonstration En reprenant la définition de τ ′(r) et σ(m) on peut réecrire (4.50) de la manière suivante :

(4.51) (σ1 . . . σm)−1 . . . (σr . . . σr+m−1)−1 = (τ ′m . . . τ
′
m+r−1) . . . (τ ′1 . . . τ

′
r)

Comme σi = τ ′−1
i , l’égalité (4.51) est équivalente à :

(4.52) (τ ′m . . . τ
′
1) . . . (τ ′m+r−1 . . . τ

′
r) = (τ ′m . . . τ

′
m+r−1) . . . (τ ′1 . . . τ

′
r)
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Il est clair que τ ′i et τ ′j commutent dès que |i− j| 6= 1. On peut alors faire les manipulations suivantes sur le premier
membre de (4.52) :

(τ ′m . . . τ
′
1)(τ ′m+1 . . . τ

′
2) . . . (τ ′m+i . . . τ

′
i+1) . . . (τ ′m+r−1 . . . τ

′
r)

= τ ′m(τ ′m−1 . . . τ
′
1)τ ′m+1(τ ′m . . . τ

′
2) . . . τ ′m+i(τ

′
m+i−1 . . . τ

′
i+1) . . . τ ′m+r−1(τ ′m+r−2 . . . τ

′
r)

= τ ′m.τ
′
m+1 . . . τ

′
m+i . . . τ

′
m+r−1.(τ

′
m−1 . . . τ

′
1)(τ ′m . . . τ

′
2) . . . (τ ′m+i−1 . . . τ

′
i+1) . . . (τ ′m+r−2 . . . τ

′
r)

En simplifiant l’expression (τ ′m . . . τ
′
m+r−1), on voit que l’égalité (4.52) est équivalente à :

(τ ′m−1 . . . τ
′
1) . . . (τ ′m+r−2 . . . τ

′
r) = (τ ′m−1 . . . τ

′
m+r−2) . . . (τ ′1 . . . τ

′
r)

Ainsi, le cas (m, r) découle du cas (m− 1, r). On se ramène alors par récurrence du cas trivial (1, r). c.q.f.d

Par le lemme 4.3.55 ci-dessus, on peut décomposer le carré inférieur de 4.49 en des petits carrés :

•
φ′m−i,r+1,n−i−1(1,τ(r),1)

//

φ′m−i,r,n−i(1,g
′,1)

��

•

φ′m−i+1,r,n−i−1(1,g′,1)

��•
φ′m−i,r+1,n−i−1(1,τ(r),1)

// •

qui commutent en vue de la relation τ(r).φ
′
r,1(g′, 1) = φ′1,r(1, g

′)τ(r). On a donc montré que (4.48) est Φ′r × Φm ×
Φ′néquivariante. Il reste à vérifier la condtion (iv’) pour Ym,n. Il faut donc montrer que le digramme :

F ◦ FXm+n

γX //

τ ′

��

FXm+n+1

γX // Xn+m+2

φ′m+2,n(σ(m+1),1)−1

// Xn+m+2

F ◦ FXm+n

γX // FXm+n+1

φ′m+1,n(σ(m),1)−1

// FXn+m+1

γX // Xn+m+2

commute. On se ramène facilement à montrer que le carré :

Xm+n+2

φ′m+2,n(σ(m+1),1)−1

//

φ2,m+n(σ,1)−1

��

Xm+n+2

Xm+n+2

φ′1,m+1,n(1,σ(m),1)−1

// Xm+n+2

est commutatif. Ceci découle immédiatement de la relation σ(m+1) = σ1.φ1,m+1(1, σ(m)).
On a ainsi défini un foncteur :

∆ : SpectΦ′

F (M) // SpectΦ
Fτ′

(SpectΦ′

F (M))

qui associe au (F,Φ′)-spectre X le bi-spectre Y. Ce foncteur admet un foncteur dérivé à droite puisqu’il envoie les
équivalences faibles entre objets stablement fibrants sur des équivalences faibles entre objets bi-stablement fibrants.
La composée :

SpectΦ′

F (M) ∆ // SpectΦ
Fτ′

(SpectΦ′

F (M))
Ev0 // SpectΦ′

F (M)

est le foncteur identité. Par la seconde équivalence de Quillen du lemme 4.3.54, on déduit alors que R∆ est une
équivalence de catégories. D’autre part, la composée :

SpectΦ′

F (M) ∆ // SpectΦ
Fτ′

(SpectΦ′

F (M)) SpectΦ′

Fσ (SpectΦ
F (M))

Ev0 // SpectΦ
F (M)

est isomorphe au foncteur OubΦ′

Φ . Par la première équivalence de Quillen du lemme 4.3.54, on sait que REv0 est
une équivalence de catégories. Ceci montre que ROubF

′

F est une équivalence de catégories. La proposition 4.3.47 est
démontrée et donc aussi le théorème 4.3.40.
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4.3.4 Hypothèse de finitude et Ω-spectres
Dans ce paragraphe, on travaille avec les spectres non-symétriques, i.e., on prendera pour Φ le monoïde tri-

vial ({1})n∈N. La catégorie des F -spectres non-symétriques à valeurs dans une catégorie C sera simplement notée
SpectF (C).

On reprend nos hypothèses habituelles, à savoir : M est une catégorie de modèles présentable par cofibrations et
F un endofoncteur de Quillen à gauche de M admettant un adjoint à droite G accessible. On va exploiter l’hypothèse
suplémentaire suivante qui sera satisfaite dans tous les exemples qui nous intéressent :

Hypothèse 4.3.56 — Le foncteur RG : Ho(M) // Ho(M) commute aux compositions transfinies dans le
sens suivant. Soit λ un ordinal. L’adjonction (F,G) induit une adjonction de Quillen :

(F,G) : HOM(λ,M) // HOM(λ,M)

lorsque l’on munit HOM(λ,M) de sa structure de Reedy (voir la remarque 4.1.54). La face carrée évidente :

Ho(M) Ho(M)

Ho(HOM(λ,M))Ho(HOM(λ,M))

//
RG

//RG

��

LColimν∈λ

��

LColimν∈λoooos{
∼

déduite de l’isomorphisme LColimν∈λ ◦ LF ' LF ◦ LColimν∈λ , est inversible.

L’hypothèse 4.3.56 sera utilisée via la proposition suivante :

Proposition 4.3.57 — Soient (K,L) : M //M une adjonction de Quillen et τ : F ◦K ∼ // K ◦ F une
transformation naturelle inversible. On note τ ′ = a(τ−1) : F ◦ L // L ◦ F comme dans le lemme 4.3.17.

On suppose que le foncteur RL : Ho(M) // Ho(M) commute aux compositions transfinies au sens de l’hy-

pothèse 4.3.56. Alors, le foncteur RLτ ′ : Honiv(SpectF (M)) // Honiv(SpectF (M)) préserve les équivalences
stables.

Demonstration Soit f : A // B une équivalence stable de F -spectres. Par la proposition 4.2.72, LocR(f) est
une équivalence faible niveau par niveau et les flèches A // LocRA et B // LocRB sont dans Cell(∇∞(R)∪
(Cofproj ∩Wniv)).

Il suffit donc de traiter le cas de f ∈ Cell(∇∞(R) ∪ (Cofproj ∩Wniv)). Ainsi, f est la composée transfinie d’une
λ-suite :

(4.53) A = A(0)
a0 // A(1) // . . . // A(ν)

aν // A(ν + 1) // . . .

avec aν un push-out d’un élément de ∇∞(R) ∪ (Cofproj ∩Wniv).
Montrons que RLτ ′(f) est une équivalence stable ou plus correctement que RLτ ′(f) est isomorphe à l’image d’une

équivalence stable par le foncteur SpectF (M) // Honiv(SpectF (M)) . Comme les flèches aν de la λ-suite (4.53)
sont des cofibrations projectives, on déduit que LColimν∈λA(ν) ' Colimν∈λA(ν) = B. Ainsi, par l’hypothèse 4.3.56,
on est ramené à prouver que :

(4.54) RLτ ′(A(0)) // LColimν∈λRLτ ′(A(ν))

est une équivalence stable. Toujours par l’hypothèse 4.3.56, on peut appliquer le lemme 4.3.58 ci-dessous, pour se
ramener à montrer que RLτ ′(aν) : RLτ ′(A(ν)) // RLτ ′(A(ν + 1)) est une équivalence stable pour chaque ν ∈ λ.
Seul le cas où aν est un push-out d’un élément u ∈ ∇∞(R) demande un argument. Dans ce cas, il existe N ∈ N tel
que An(ν) // An(ν + 1) est un isomorphisme pour n ≥ N (quitte à choisir convenablement les cylindres dans

la formation des ∇n(ωpX)). Il vient que REvnRLτ ′(A(ν)) // REvnRLτ ′(A(ν + 1)) est inversible pour n ≥ N . On
conclut alors par le lemme 4.3.59 ci-dessous. c.q.f.d

Lemme 4.3.58 — On suppose donné un foncteur E(−) : λ // SpectF (M) tel que :

– pour ν + 1 ∈ λ, la flèche E(ν) // E(ν + 1) est une équivalence stable,
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– pour ν ∈ λ limite, la flèche LColimµ∈νEµ
// Eν est un isomorphisme dans Honiv(SpectF (M)).

Alors, la flèche E(0) // LColimν∈λE(ν) est une équivalence stable.

Demonstration Les conditions de l’énoncé dépendent uniquement de la classe d’isomorphisme de l’objet E(−) dans
Honiv(SpectF (HOM(λ,M))). On peut alors supposer que E(−) est un objet cofibrant de HOM(λ,SpectF (M)) pour
la structure de Reedy obtenue à partir de la structure projective instable sur SpectF (M). Dans ce cas, les flèches
Eν

// Eν+1 sont des cofibrations projectives stablement triviales et pour ν limite, Colimµ∈νEµ
// Eν est

une cofibration projective triviale niveau par niveau et donc stablement triviale. Le résultat découle alors du fait que
Cofproj ∩Wst est stable par composition transfinie. c.q.f.d

Lemme 4.3.59 — Soit f : X // Y un morphisme de F -spectres. On suppose que fn : Xn
// Yn est une

équivalence faible de M pour n ≥ N . Alors, f est une équivalence stable.

Demonstration On fait une récurrence descendante sur N . On peut supposer que f est une cofibration niveau par
niveau entre F -spectres cofibrants niveau par niveau. On peut également supposer que Xn = ∅ pour n < N . Quitte à
remaplacer X par X

∐
SusNF (XN ) SusNF (YN ) on peut supposer que XN = YN .

La composée FYN−1
// YN ' XN correspond par adjonction à une flèche a : SusNF (FYN−1) // X . De

plus, le carré suivant :
SusNF FYN−1

ωN−1
YN−1

��

// X

��
SusN−1

F YN−1
// Y

commute. La flèche X // X
∐

SusNF FYN−1
SusN−1

F YN−1 est une équivalence stable puisque c’est un push-out de

ωN−1
YN−1

(qui est une cofibration niveau par niveau dans le cas des spectres non symétriques). Il suffit donc de montrer

que f ′ : X
∐

SusNF FYN−1
SusN−1

F YN−1
// Y est une équivalence stable. Or f ′n est une équivalence faible pour

n ≥ N − 1 (en fait, f ′N−1 est un isomorphisme et f ′m = fm pour m ≥ N). c.q.f.d

Supposons l’hypothèse 4.3.56 satisfaite. Le monoïde trivial admet bien évidement un élément symétrique. Ainsi,
l’adjonction (F,G) se prolonge en une adjonction de Quillen (F,G) : SpectF (M) // SpectF (M) . Par la pro-

position 4.3.57, le foncteur RG : Honiv(SpectF (M)) // Honiv(SpectF (M)) presreve les équivalences faibles.
Rappelons également que le théorème 4.3.38, affirme que ce foncteur est une équivalence de Quillen à droite relative-
ment à la structure projective stable.

À la page 488, on a construit une transfomation naturelle t : F // s− entre endofoncteurs de SpectF (M). On

a également posé Λ = G ◦ s− = s− ◦G et λ : id // Λ la composée id
η // G ◦ F t // G ◦ s− .

Corollaire 4.3.60 — Pour tout X ∈ Ob(Honiv(SpectF (M))), la flèche X // RΛ(X) est une équivalence
stable (où le foncteur dérivé RΛ est pris relativement à la structure projective instable).

Demonstration Un morphisme de F -spectres f : X // Y est une équivalence stable si et seulement si s+(f) est
une équivalence stable. Lorsque X et Y sont projectivement cofibrants, ceci est clair puisque s+ est une équivalence
de Quillen à gauche par le théorème 4.3.38. Pour le cas général, il suffit de remarquer que s+ preserve les équivalences
faibles niveau par niveau, ce qui permet de remplacer X et Y par des objets projectivement cofibrants sans changer
l’hypothèse : s+(f) ∈Wst.

D’autre part, pour tout F -spectre X, la flèche de counité s+s−X // X est une équivalence stable par le lemme

4.3.59, puisqu’elle induit un isomorphisme (s+s−X)n ' Xn pour n ≥ 1. Ainsi, si f : X // Y est une équivalence
stable de F -spectres, la flèche s+s−(f) est aussi une équivalence stable et donc s−(f) est une équivalence stable.

Par la discussion précédente et la proposition 4.3.57, RΛ : Honiv(SpectF (M)) // Honiv(SpectF (M)) preserve

les équivalences stables. Soient X un F -spectre fibrant niveau par niveau et X // R une équivalence stable avec
R un F -spectre stablement fibrant. Dans le carré commutatif :

X //

��

R

��
ΛX // ΛR
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les flèches horizontales sont alors des équivalences stables. La flèche R // ΛR est une équivalence stable par le
théorème 4.3.38. Le corollaire est démontré. c.q.f.d

Le résultat suivant fournit un modèle simple du R-localisé d’un F -spectre :

Theoreme 4.3.61 — Soit X un F -spectre fibrant niveau par niveau. La colimite homotopique de la N-suite :

(4.55) X
λX // Λ(X) // . . . // Λ◦n(X)

λΛ◦n(X) // Λ◦n+1(X) // . . .

est un ΩF -spectre. De plus, la flèche évidente X // LColimn∈NΛ◦nX est une équivalence stable.

Demonstration Le fait que X // LColimn∈NΛ◦nX est une équivalence stable découle du lemme 4.3.58 étant
donné que les λΛ◦nX sont des équivalences stables par le corollaire 4.3.60.

Il reste à montrer que la colimite homotopique K de (4.55) est un Ω-spectre. Ceci équivaut à dire que K // RΛ(K)
est un isomorphisme de Honiv(SpectF (M)).

Étant donné que s− commute aux colimites et qu’il preserve les équivalences faibles, on déduit de l’hypothèse
4.3.56 un isomorphisme de commutation à la colimite homotopique LColimn∈N ◦ RΛ ' RΛ ◦ LColimn∈N. Il suffit donc
de prouver que le morphisme :

LColimn∈NΛ◦nX // LColimn∈NΛ ◦ Λ◦nX

est inversible. Ce morphisme correspond à la colimite homotopique du morphisme de N-suites :

X
λX //

λX

��

Λ(X) //

λΛ(X)

��

. . . // Λ◦n(X)
λΛ◦n(X) //

λΛ◦n(X)

��

Λ◦n+1(X) //

λΛ◦n+1(X)

��

. . .

Λ(X)
Λ(λX) // Λ2(X) // . . . // Λ◦n+1(X)

Λ(λΛ◦n(X)) // Λ◦n+2(X) // . . .

Le résultat découle alors du lemme 4.3.62 ci-dessous. c.q.f.d

Lemme 4.3.62 — Pour tout F -spectre X les deux morphismes Λ(λX) et λΛ(X) sont égaux.

Demonstration Au niveau n, la flèche λΛ(X) est donnée par la composée :

(4.56) G(Xn+1)
η // GF (GXn+1)

G(γΛ(X)) // G(GXn+2)

Rappelons que les morphismes d’assemblage du F -spectre Λ(X) sont construits à partir du morphisme F ◦G // G ◦ F
déduit par adjonction de F ◦ F = F ◦ F . Ils sont donc donnés par la composée :

F (GXn+1) δ // Xn+1

η // G(FXn+1)
G(γX) // GXn+2

Étant donné que la composée G // GFG // G est l’identité, on voit que λΛ(X) est égale à la composée :

(4.57) G(Xn+1)
G(η) // G(GFXn+1)

G◦G(γX) // G(GXn+2)

Par définition, la composée (4.57) est le niveau n du morphisme de F -spectres Λ(λX). c.q.f.d

4.3.5 Spectres dans les catégories de modèles monoïdales
On suppose ici que (M,⊗) est une catégorie de modèles monoïdale symétrique et unitaire (voir la définition 4.1.57).

On suppose toujours que M est présentable par cofibrations.
Soit T un objet cofibrant de M. Le foncteur F = T ⊗− est un foncteur de Quillen à gauche qui est Σ-symétrique,

lorsque Σn agit sur F ◦n = T⊗n⊗− en permutant les facteurs de T ⊗· · ·⊗T . On supposera que le foncteur Homg(T,−)
est accessible. On dispose ainsi de deux catégories (avec plusieurs structures de modèles) :

– SpectT (M), la catégorie de T -spectres non-symétriques,
– SpectΣ

T (M), la catégorie des T -spectres (Σ)-symétriques.
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On verra dans ce numéro que SpectΣ
T (M) est une catégorie de modèles monoïdale symétrique (sous l’hypothèse que

(SpectΣ
T (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) est stable au sens de la définition 4.1.44) et que sous certaines conditions, les

catégories de modèles SpectT (M) et SpectΣ
T (M) sont Quillen-équivalentes.

On commence par construire un produit tensoriel sur les suites (Σ)-symétriques (voir la définition 4.3.3). On se
place momentanément dans le cadre d’une catégorie monoïdale unitaire abstraite (C,⊗,1). On supposera que C admet
les coproduits et que les foncteurs A⊗− et −⊗A y commutent pour A ∈ Ob(C).

Definition 4.3.63 — Soient X = (Xn)n∈N et Y = (Yn)n∈N deux suites symétriques dans C. On définit une
nouvelle suite symétrique X ⊗ Y en posant :

(X ⊗ Y )n =
∐

i+j=n

IndΣn
Σi×Σj

(Xi ⊗ Yj)

Le bi-foncteur −⊗− que l’on vient de définir induit une structure monoïdale sur Suite(Σn,M) dont l’objet unité
est donné par 1Σ = (1, ∅, . . . , ∅, . . . ). L’isomorphisme d’associativité est donné au niveau n par la composée :

(X ⊗ (Y ⊗ Z))n '
∐

i+j+k=n

IndΣn
Σi×Σj×Σk

(Xi ⊗ (Yj ⊗ Zk)) '
∐

i+j+k=n

IndΣn
Σi×Σj×Σk

((Xi ⊗ Yj)⊗ Zk) ' ((X ⊗ Y )⊗ Z)n

Notons le lemme suivant :

Lemme 4.3.64 — Supposons que C est fermée à gauche (resp. à droite) et qu’elle admet les limites pertinentes.
Alors la catégorie monoïdale Suite(Σ,C) est fermée à gauche (resp. à droite).

Demonstration Par ⊗-dualité, il suffit de traiter le cas non respé. Soient X = (X)n∈N et Z = (Zn)n∈N deux suites
symétriques dans C. Pour (i, n) ∈ N2, on note HomΣi

g (Xi, Zi+n) le sous-objet des Σi-invariants de Homg(Xi, Zi+n)
pour l’action :

t ∈ Σi  Homg(Xi, Zi+n)
Homg(t−1,Zi+n)

// Homg(Xi, Zi+n)
Homg(Xi,φi,n(t,1))

// Homg(Xi, Zi+n)

Le groupe Σn opère sur Homg(Xi, Zi+n) par Homg(Xi, φi,n(1,−)). On définit une suite symétrique Homg(X,Z) par :

Homg(X,Z)n =
∏
i∈N

HomΣi
g (Xi, Zi+n)

Soit Y = (Yn)n∈N une suite symétrique. Se donner un morphisme de Y dans Homg(X,Z) revient à se donner,
pour tout (n, i) ∈ N, une flèche Σi × Σn-équivariante Xi ⊗ Yn // Zi+n . Ceci montre que Homg(X,Z) représente
le foncteur homSuite(Σ,C)(X ⊗−, Z). c.q.f.d

On suppose maintenant que (C,⊗) est monoïdale symétrique. On va définir une contrainte de symétrie pour le
produit tensoriel de la définition 4.3.63. Pour cela, on introduit pour n = i+ j la permutation θi,j ∈ Σn définie par :

(4.58) θi,j(a) =
{
a+ j si 1 ≤ a ≤ i
a− i si i+ 1 ≤ a ≤ i+ j

Ainsi θi,j est l’unique permutation qui envoie {1, . . . , i} sur {j + 1, . . . , j + i} et {i+ 1, . . . , i+ j} sur {1, . . . , j} d’une
manière croissante. On a clairement θj,i = θ−1

i,j . On vérifie immédiatement que le carré suivant est commutatif :

(4.59) Σi × Σj
φi,j //

τ

��

Σn

θi,j(−)θ−1
i,j

��
Σj × Σi

φj,i // Σn

où τ est la permutation des facteurs. On a le lemme :

Lemme 4.3.65 — Soient X = (Xn)n∈N et Y = (Yn)n∈N deux suites symétriques dans C. Soit n = i + j une
décomposition de n en somme d’entiers naturels. La composée :

(4.60) Xi ⊗ Yj
τ // Yj ⊗Xi

// IndΣn
Σj×Σi

(Yj ⊗Xi)
θj,i // IndΣn

Σj×Σi
(Yj ⊗Xi)

est Σi × Σj-équivariante pour :
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– l’action produit sur Xi ⊗ Yj,
– l’action obtenue par restriction via φi,j : Σi × Σj // Σn de l’action de Σn sur IndΣn

Σj×Σi
(Yj ⊗Xi).

Demonstration Soit (u, v) ∈ Φi × Φj . On a le diagramme commutatif suivant :

Xi ⊗ Yj
τ //

(u,v)

��

Yj ⊗Xi
//

(v,u)

��

IndΣn
Σj×Σi

(Yj ⊗Xi)
θj,i //

φj,i(v,u)

��

IndΣn
Σj×Σi

(Yj ⊗Xi)

θj,iφj,i(v,u)θ−1
j,i

��
Xi ⊗ Yj

τ // Yj ⊗Xi
// IndΣn

Σj×Σi
(Yj ⊗Xi)

θj,i // IndΣn
Σj×Σi

(Yj ⊗Xi)

À une permutation près de i et j, le carré commutatif (4.59) montre que θj,iφj,i(v, u)θ−1
j,i = φi,j(u, v). c.q.f.d

Ainsi, la composée (4.60) induit par adjonction un morphisme Σn-équivariant (que l’on appelle θ par abus de
notations) :

(4.61) θ : IndΣn
Σi×Σj

(Xi ⊗ Yj) // IndΣn
Σj×Σi

(Yj ⊗Xi)

et donc, par passage au coproduit suivant les décompositions n = i+ j, un morphisme naturel de suites symétriques :

(4.62) θ : X ⊗ Y // Y ⊗X

Nous allons vérifier rapidement que θ rend la structure monoïdale sur Suite(Σ,M) symétrique :

Lemme 4.3.66 — La flèche (4.62) est involutive, i.e., θ2 = idX⊗Y . De plus, le diagramme suivant :

(4.63) (X ⊗ Y )⊗ Z ∼ //

∼
��

Z ⊗ (X ⊗ Y ) ∼ // Z ⊗ (Y ⊗X)

∼
��

X ⊗ (Y ⊗ Z) ∼ // (Y ⊗ Z)⊗X ∼ // (Z ⊗ Y )⊗X

est commutatif.

Demonstration Pour faire cela, il est pratique de se donner une suite symétrique T = (Tn)n∈N et d’évaluer le
foncteur homSuite(Σ,C)(−, T ) sur θ2 et sur le diagramme de l’énoncé.

L’application homSuite(Σ,C)(θ, T ) : homSuite(Σ,C)(Y ⊗X,T ) // homSuite(Σ,C)(X ⊗ Y, T ) associe à une famille :

(γj,i)j+i=n ∈
∏

j+i=n

homRep(Σj×Σi,C)(Yj ⊗Xi, T )

la famille des composées : (
Xi ⊗ Yj

τ // Yj ⊗Xi

γj,i // Tn
θj,i // Tn

)
i+j=n

avec τ l’isomorphisme de commutativité de C et θj,i l’élément (4.58) de Σi+j . Étant donné que τ2 = id et θjiθij = 1,
il est immédiat que homSuite(Σ,C)(θ2, T ) est l’identité.

Montrons la commutation du diagramme (4.63). La composée

homSuite(Σ,C)((Z ⊗ Y )⊗X,T ) // homSuite(Σ,C)((Y ⊗ Z)⊗X,T ) // homSuite(Σ,C)(X ⊗ (Y ⊗ Z), T )

associe à une famille :
(γk,j,i)k+j+i=n ∈

∏
k+j+i=n

homRep(Σk×Σj×Σi)((Zk ⊗ Yj)⊗Xi, T )

la famille des composées :(
Xi ⊗ (Yj ⊗ Zk) τ // (Yj ⊗ Zk)⊗Xi

τ // (Zk ⊗ Yj)⊗Xi

γk,j,i // T
φj+k,i(θj,k,1) // T

θj+k,i // T

)
i+j+k=n

De même, la composée
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homSuite(Σ,C)(Z ⊗ (Y ⊗X), T ) // homSuite(Σ,C)((Y ⊗X)⊗ Z, T ) // homSuite(Σ,C)((X ⊗ Y )⊗ Z, T )

associe à une famille :
(γk,j,i)k+j+i=n ∈

∏
k+j+i=n

homRep(Σk×Σj×Σi)(Zk ⊗ (Yj ⊗Xi), T )

la famille des composées :(
(Xi ⊗ Yj)⊗ Zk

τ // Zk ⊗ (Xi ⊗ Yj)
τ // Zk ⊗ (Yj ⊗Xi)

γk,j,i // T
φk,i+j(1,θj,i) // T

θk,i+j // T

)
i+j+k=n

La commutation du diagramme (4.63) découle alors de la commutation du diagramme correspondant dans la catégorie
monoïdale symétrique C ainsi que la relation θj+k,iφj+k,i(θj,k, 1) = θk,i+jφk,i+j(1, θj,i). c.q.f.d

On a donc la proposition suivante :

Proposition 4.3.67 — Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale fermée symétrique et unitaire. On suppose que C

admet les colimites et limites pertinentes. Alors, (Suite(Σ,C),⊗) est aussi une catégorie monoïdale fermée symétrique
et unitaire.

Dans la suite, (C,⊗) sera toujours supposée symétrique.

Definition 4.3.68 — Soit T un objet de C.
1- On note ST la suite symétrique donnée au niveau n ∈ N par l’objet STn = T⊗n muni de l’action de Σn déduite

de la permutation des facteurs.
2- On note m le morphisme de suites symétriques ST ⊗ ST // ST donné au niveau n par le coproduit selon les

décompositions n = i+ j, des flèches évidentes :

IndΣn
Σi×Σj

(T⊗i ⊗ T⊗j) // T⊗n

Proposition 4.3.69 — La suite ST , munie de l’accouplement m : ST ⊗ ST // ST et de l’unité 1Σ
// ST ,

est une algèbre unitaire et commutative dans la catégorie monoïdale Suite(Σ,C).

Demonstration On traite uniquement la commutativité de ST . Il s’agit de montrer pour n = i + j que le triangle
suivant :

IndΣn
Σi×Σj

(T⊗i ⊗ T⊗j) θ //

''PPPPPPPPPPPP
IndΣn

Σj×Σi
(T⊗j ⊗ T⊗i)

wwnnnnnnnnnnnn

T⊗n

est commutatif. Par adjonction, et en utilisant la construction de θ, on voit qu’il suffit de montrer la commutation du
diagramme suivant :

T⊗i ⊗ T⊗j τ // T⊗j ⊗ T⊗i // IndΣn
Σj×Σi

(T⊗j ⊗ T⊗i)
θj,i //// IndΣn

Σj×Σi
(T⊗j ⊗ T⊗i)

��
T⊗n

Le point clef est de remarquer que la permutation τ : T⊗i ⊗ T⊗j // T⊗j ⊗ T⊗i coïncide avec l’action de θi,j ∈ Σn
sur T⊗n modulo les identifications canoniques. On a donc un diagramme commutatif :

T⊗i ⊗ T⊗j τ //

NNNNNNNNNNNN

NNNNNNNNNNNN T⊗j ⊗ T⊗i //

RRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRR IndΣn
Σj×Σi

(T⊗j ⊗ T⊗i)
θj,i ////

��

IndΣn
Σj×Σi

(T⊗j ⊗ T⊗i)

��
T⊗n

θi,j // T⊗n
θj,i // T⊗n

Le résultat découle alors de la relation θj,iθi,j = 1. c.q.f.d
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On notera Modg(ST ) (resp. Modd(ST )) la catégorie des ST -modules à gauche (resp. à droite) dans Suite(Σ,C).
Comme ST est une algèbre commutative, on dipose d’un isomorphisme Modg(ST ) 'Modd(ST ) qui à un ST -module
à gauche (ST ⊗M →M) associe le ST -module à droite (M ⊗ ST ' ST ⊗M →M).

L’intérêt de l’algèbre ST vient du résultat suivant :

Proposition 4.3.70 — La catégorie SpectΣ
T (C) est (tautologiquement) isomorphe à la catégorie Modg(ST ) des

ST -modules à gauhe dans Suite(Σ,C).

Demonstration Un T -spectre symétrique X définit un ST -module en prenant la suite symétrique (Xn)n∈N et
l’accouplement :

ST ⊗ (Xn)n∈N // (Xn)n

donné en degré n par le coproduit, selon les décompositions n = i+ j, des flèches :

IndΣn
Σi×Σj

(T⊗i ⊗Xj) // Xn

déduites des morphismes d’assemblage du T -spectre symétrique X.
Réciproquement, un ST -module (M)n∈N définit un T -spectre symétrique M en posant Mn = Mn et en prenant

pour morphisme d’assemblage T ⊗Mn−1
// Mn la composante correspondante à la décomposition n = 1+(n−1)

du morphisme structural ST ⊗M // M . c.q.f.d

Vue la proposition 4.3.70, les ST -modules à gauche seront notés par les lettres grasses : X, Y, etc. Comme ST

est commutative, on dipose aussi d’un isomorphisme SpectΣ
T (C) 'Modd(ST ). Toutefois, cet isomorphisme est moins

tautologique que celui de la proposition 4.3.70.
Comme ST est une algèbre symétrique et unitaire, la catégorie Modg(ST ) est encore monoïdale symétrique et

unitaire. Si X et Y sont deux ST -modules, on définit X⊗ST Y comme étant le coégalisateur habituel :

Coeq
(

X⊗ ST ⊗Y //// X⊗Y
)

où X est considéré comme un ST -module à droite via l’isomorphisme Modg(ST ) ' Modd(ST ). Sous les hypothèses
du lemme 4.3.64, la catégorie Modg(ST ) et également fermée. Si X et Y sont deux ST -modules à gauche, on définit
HomST

g (X,Z) comme étant l’égalisateur :

(4.64) Eq

(
Homg(X,Z) //// Homg(X⊗ ST ,Z)

)
où la première flèche est celle déduite du morphisme structural X⊗ ST // X de X vu comme ST -module à droite
et la seconde est la composée :

Homg(X,Z) // Homg(X⊗ ST ,Z⊗ ST ) // Homg(X⊗ ST ,Z)

Notons également que la structure de ST -module à gauche sur (4.64) est donnée par celle de Z.
En utilisant la proposition 4.3.70 on déduit un produit tensoriel − ⊗ − sur la catégorie SpectΣ

T (C). De plus,
(SpectΣ

T (C),⊗) est monoïdale symétrique et unitaire. Elle est également fermée si C est fermée et admet les limites
pertinentes. Notons la proposition suivante :

Proposition 4.3.71 — Appelons SUST,Σ : Suite(Σ,C) // SpectΣ
T (C) le foncteur qui à une suite symé-

trique X = (Xn)n∈N associe le T -spectre symétrique
∐
p∈N SuspT,Σ(Xp). Ce foncteur correspond via l’isomorphisme

SpectΣ
T (C) ' Modg(ST ) au foncteur “ST -module libre associé” qui à la suite symétrique X = (Xn)n∈N associe le

ST -module à gauche ST ⊗X. En particulier, le foncteur SUST,Σ est monoïdal.

Demonstration Le foncteur SUST,Σ est l’adjoint à gauche du foncteur oubli SpectΣ
T (C) // Suite(Σ,C) . De

même, le foncteur ST ⊗ − est l’adjoint à gauche du foncteur oubli Modg(ST ) // Suite(Σ,C) . Le résultat est
maintenant clair. c.q.f.d

Pour p ∈ N et A ∈ Ob(C), on note ep(A) la suite symétrique (∅, . . . , ∅, IndΣp
1 A, ∅, . . . ) avec IndΣp

1 A placé en degré
p. On a un isomorphisme canonique ep(A)⊗ eq(B) ' ep+q(A⊗B). De la relation SuspT,Σ = SUST,Σ ◦ ep, on déduit le
corollaire :
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Corollaire 4.3.72 — Il existe un isomorphisme de T -spectres SuspT,Σ(X)⊗ SusqT,Σ(Y ) ' Susp+qT,Σ (X ⊗ Y )

naturel en X et Y dans C. En particulier, le foncteur Sus0
T,Σ est monoïdal.

On dispose d’un morphisme évident de suites symétriques i1 : e1(T ) // ST qui est l’identité au niveau 1. On

peut former la composée des morphismes de ST -modules :

(4.65) ω : ST ⊗ e1(T )
id⊗i1 // ST ⊗ ST m // ST

Le morphisme ω est aussi la flèche correspondante à i1 via l’adjonction (ST⊗−,OubST ) : Suite(Σ,C) //Modg(ST ) .

Étant donnée une suite symétrique X = (Xn)n∈N, la flèche ω ⊗X :

ST ⊗ e1(T )⊗X
id⊗i1 // ST ⊗ ST ⊗X m // ST ⊗X

induit par la proposition 4.3.71 une flèche naturelle en X :

(4.66) ωX : SUST,Σ(e1(T )⊗X) // SUST,Σ(X)

De plus, cette flèche correspond, via l’adjonction (SUST,Σ,OubT,ΣΣ ) : Suite(Σ,C) // SpectΣ
T (C) , à la flèche

e1(T )⊗X // SUST,Σ(X)

qui, au niveau n, est donnée par l’inclusion du facteur IndΣn

1×Σn−1T ⊗Xn−1, numéroté 1 +n− 1 = n, dans le coproduit∐
i+j=n IndΣn

Σi×Σj
T⊗iXj . Il vient que si l’on applique (4.66) à X = ep(A), on retrouve la flèche ωpA (voir (4.31)). Le

lemme suivant est maintenant clair :

Lemme 4.3.73 — Soient A ∈ Ob(C) et p ∈ N. La flèche ωpA : Susp+1
T,Σ (T ⊗A) // SuspT,Σ(A) correspond via

l’isomorphisme de catégories SpectΣ
T (C) 'Modg(ST ) à la composée :

ST ⊗ ep+1(T ⊗A) ' ST ⊗ e1(T )⊗ ep(A)
i1 // ST ⊗ ST ⊗ ep(A) m // ST ⊗ ep(A)

Corollaire 4.3.74 — Soient (p, q) ∈ N2 et (A,B) ∈ Ob(C)2. Le carré suivant :

Susp+1
T,Σ (T ⊗A)⊗ SusqT,Σ(B)

ωpA⊗id //

∼
��

SuspT,Σ(A)⊗ SusqT,Σ(B)

∼
��

Susp+q+1
T,Σ (T ⊗A⊗B)

ωp+q
A⊗B // Susp+qT,Σ (A⊗B)

est commutatif.

Demonstration Par le lemme précédent, le carré de l’énoncé correspond modulo l’isomorphisme SpectΣ
T (C) '

Modg(ST ) au carré suivant :

(ST ⊗ e1(T )⊗ ep(A))⊗ eq(B) ω //

��

(ST ⊗ ep(A))⊗ eq(B)

��
ST ⊗ e1(T )⊗ ep+q(A⊗B) ω // ST ⊗ ep+q(A⊗B)

La commutation de ce carré est évidente. c.q.f.d

Revenons au cas où C est notre catégorie de modèles (M,⊗,1) monoïdale symétrique et unitaire. Notons la
propostion suivante :

Proposition 4.3.75 — La catégorie SpectΣ
T (M) est une catégorie de modèles monoïdale pour sa structure

projective instable.
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Demonstration Il s’agit de vérifier l’axiome (MMC) de la définition 4.1.57. Soit v : A // B une cofibration
projective (resp. cofibration projective triviale niveau par niveau) de T -spectres symétriques. On note C ′ la classe de
flèches v′ : A′ // B′ dans SpectΣ

T (M) telles que :

A⊗B′
∐

A⊗A′

B⊗A′ // B⊗B′

est une cofibration projective (resp. cofibration projective triviale niveau par niveau). Il suffira de prouver que
Cofproj ⊂ C ′. Pour cela, remarquons que C ′ est stable par retract, composition transfinie et push-out. Ceci nous
ramène à vérifier que {SusqT,Σ(u′); q ∈ N et u′ ∈ Cof} ⊂ C .

Soit u′ : U ′ // V ′ une cofibration de M. Il faut montrer que la flèche :

A⊗ SusqT,Σ(V ′)
∐

A⊗SusqT,Σ(U ′)

B⊗ SusqT,Σ(U ′) // B⊗ SusqT,Σ(V ′)

est une cofibration projective (resp. cofibration projective triviale niveau par niveau). Pour faire cela, on introduit la
classe C des flèches v vérifiant cette propriété et on montre que Cofproj ⊂ C (resp. Cofproj∩Wniv ⊂ C ). Étant donné
que C est stable par rétract, composition transfinie et push-out, on se ramène à montrer que {SuspT,Σ(u); p ∈ N et u ∈
Cof (resp. u ∈ Cof ∩W)} ⊂ C . On se donne donc une cofibration (resp. une cofibration triviale) u : U // V de
M. Par le corollaire 4.3.72, on voit que la flèche :

SuspT,Σ(U)⊗ SusqT,Σ(V ′)
∐

SuspT,Σ(U)⊗SusqT,Σ(U ′)

SuspT,Σ(V )⊗ SusqT,Σ(U ′) // SuspT,Σ(V )⊗ SusqT,Σ(V ′)

s’identifie canoniquement à :

Susp+qT,Σ (U ⊗ V ′)
∐

Susp+q
T,Σ (U⊗U ′)

Susp+qT,Σ (U ′ ⊗ V ) // Susp+qT,Σ (V ⊗ V ′)

et donc à l’image de la cofibration (resp. cofibration triviale) U ⊗ V ′
∐
U⊗U U

′ ⊗ V // V ⊗ V ′ par le foncteur de

Quillen à gauche Susp+qT,Σ . D’où le résultat. c.q.f.d

Nous ignorons si l’analogue de la propostion 4.3.75 est encore vrai pour la structure stable sur SpectΣ
T (C). Nous

avons toutefois le résultat conditionel :

Theoreme 4.3.76 — On suppose que la catégorie SpectΣ
T (M) est stable pour sa structure projective stable.

Alors, (SpectΣ
T (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) est une catégorie de modèles monoïdale.

Demonstration Par la proposition 4.2.76, il nous reste à vérifier que E⊗ ωpA est une équivalence stable pour E un
T -spectre symétrique projectivement cofibrant, A un objet cofibrant de M et p ∈ N. Il suffit donc de voir que pour
tout ΩT -spectre fibrant niveau par niveau X, l’application :

homHoniv(SpectΣ
T (M))(E⊗ SuspT,Σ(A),X) // homHoniv(SpectΣ

T (M))(E⊗ Susp+1
T,Σ (T ⊗A),X)

est bijective. Par adjonction, cette application s’identifie à :

homHoniv(SpectΣ
T (M))(E,Homd(SuspT,Σ(A),X)) // homHoniv(SpectΣ

T (M))(E,Homd(Susp+1
T,Σ (T ⊗A),X))

Il suffit donc de montrer que la flèche Homg(SuspT,Σ(A),X) // Homg(Susp+1
T,Σ (T ⊗A),X) est une équivalence faible

niveau par niveau. Soit q ∈ N, la transformation naturelle :

(4.67) Evq ◦ Homg(SuspT,Σ(A),−) // Evq ◦ Homg(Susp+1
T,Σ (T ⊗A),−)

correspond par adjonction à la flèche :

(4.68) Susp+1
T,Σ (T ⊗A)⊗ SusqT,Σ(−)

ωpA⊗id // SuspT,Σ(A)⊗ SusqT,Σ(−)
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Par le corollaire 4.3.74, la transformation naturelle (4.68) est isomorphe à :

(4.69) Susp+q+1
T,Σ (T ⊗A⊗−)

ωp+q
A⊗− // Susp+qT,Σ (A⊗−)

On déduit que (4.67) est isomorphe à la transformation naturelle :

Homg(A,Evp+q(−)) // Homg(A,Homg(T,Evp+q+1(−)))

déduite par adjonction du morphisme d’assemblage des T -spectres. Le résultat est maintenant clair étant donné que
pour un ΩT -spectre fibrant niveau par niveau, le morphisme Xp+q

// Homg(T,Xp+q+1) est une équivalence faible

de M. c.q.f.d

Notons la proposition suivante :

Proposition 4.3.77 — Pour que la catégorie de modèles (SpectΣ
T (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) soit stable, il

suffit qu’il existe un objet T ′ ∈ Ob(M) tel que T soit isomorphe à Σ1(T ′) dans Ho(M).

Demonstration Par la proposition 4.3.42, il suffit de traiter le cas T = T ′ ⊗ Σ11 avec T ′ un objet cofibrant de M.
On note τ la transposition (12) ∈ Σ2. On sait par le théorème 4.3.38 que le foncteur (T ⊗−)τ est une équivalence de
Quillen à gauche relativement à la structure projective stable de SpectΣ

T (M). On vérifie immédiatement que (T ⊗−)τ
est égal au foncteur ST ⊗ e0(T ) ⊗ − modulo l’isomorphisme SpectΣ

T (M) ' Modg(ST ). On a des isomorphismes
canoniques de foncteurs :

ST ⊗ e0(T )⊗− = (ST ⊗ e0(T ′)⊗−) ◦ (ST ⊗ e0(Σ11)⊗−) = (ST ⊗ e0(Σ11)⊗−) ◦ (ST ⊗ e0(T ′)⊗−)

De plus, les deux foncteurs (ST ⊗ e0(T ′) ⊗ −) et (ST ⊗ e0(Σ11) ⊗ −) sont des foncteurs de Quillen à gauche. Ceci
montre que (ST ⊗ e0(Σ11)⊗−) est une équivalence de Quillen à gauche. Il est immédiat que L(ST ⊗ e0(Σ11)⊗−) est
isomorphe à l’endofoncteur Σ1(−) de Host(SpectΣ

T (M)). c.q.f.d

Remarque 4.3.78 — La condition de la proposition 4.3.77 est clairement satisfaite lorsque M est stable.

Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve du critère suivant :

Theoreme 4.3.79 — Pour que le foncteur de Quillen à gauche (− ⊗{1} Σ) : SpectT (M) // SpectΣ
T (M)

soit une équivalence de Quillen relativement aux structures projectives stables, il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites :

(i) La permutation (123) ∈ Σ3 opère par l’identité sur T⊗3 dans Ho(M).
(ii) Le foncteur RHomg(T,−) commute aux compositions transfinies comme dans l’hypothèse 4.3.56.
(iii) La catégorie de modèles (SpectΣ

T (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) est stable.

La permutation τ = (12) ∈ Σ2 est une involution symétrique du monoïde Σ (voir la définition 4.3.36). D’après
le théorème 4.3.40, il suffit de vérifier que le foncteur (T ⊗ −)τ = (T ⊗τ −) : SpectT (M) // SpectT (M) est
une équivalence de Quillen à gauche. On notera Homτ

g(T,−) l’adjoint à droite de T ⊗τ −. L’hypothèse de stabilité de
(SpectΣ

T (M),Wst,Cofproj ,Fibproj−st) sera utilisée via le lemme suivant :

Lemme 4.3.80 — On suppose donné un morphisme de N-suites dans une catégorie de modèles stable N :

A0
//

��

A1
//

��

. . . // An //

��

An+1
//

��

. . .

B0
// B1

// . . . // Bn // Bn+1
// . . .

et des morphismes γn : Bn // An+1 dans Ho(N) faisant de :

A0
//

��

A1
//

��

. . . // An //

��

An+1
//

��

. . .

B0
//

BB����������
B1

//

BB���������
. . . // Bn

@@����������
// Bn+1

// . . .
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un diagramme commutatif dans Ho(N). Alors, le morphisme évident LColimn∈NAn // LColimn∈NBn est un iso-
morphisme de Ho(N).

Demonstration La colimite homotopique d’une N-suite de N :

C0
c0 // C1

c1 // . . . // Cn
cn // Cn+1

// . . .

se calcule (à un isomorphisme non-unique près) dans la catégorie homotopique par :

Cone

(∐
n

Cn
id−

‘
n cn //

∐
n

Cn

)

Les flèches γn de l’énoncé fournissent donc une flèche (non canonique) γ : LColimn∈NBn // LColimn∈NAn . On

montre facilement que les composées γ ◦ c et c ◦ γ sont inversibles (avec c : LColimn∈NAn // LColimn∈NBn le
morphisme canonique). c.q.f.d

La composée (T ⊗τ −)◦ (T ⊗τ −) est égale à (T⊗2⊗−)σ avec σ = (123) ∈ Σ3. On notera T⊗2⊗σ− le prolongement
de T⊗2 ⊗− associé à σ et Homσ

g (T⊗2,−) son adjoint à droite.

Lemme 4.3.81 — On suppose que σ = (123) : T⊗3 // T⊗3 est l’identité dans Ho(M). On suppose aussi que
(SpectT (M),Wst,Cof ,Fibproj−st) est stable. Alors, l’unité : X // RHomσ

g (T⊗2,−) ◦ L(T⊗2 ⊗σ −)X de l’adjonc-

tion (L(T⊗2 ⊗σ −),RHomσ
g (T,−)) : Honiv(SpectT (M)) // Honiv(SpectT (M)) est une équivalence stable pour

tout T -spectre X.

Demonstration Soit X un T -spectre projectivement cofibrant. Choisissons une suite de cofibrations

X
a1 // R1

u // R

avec a1 triviale niveau par niveau, u stablement triviale, R1 fibrant niveau par niveau et R stablement fibrant. On
choisit ensuite une cofibration triviale niveau par niveau b1 : T⊗2 ⊗σ R1

// Q1 avec Q1 fibrant niveau par niveau
et un carré commutatif :

R1
//

��

R

��
Homσ

g (T⊗2,Q1) v // P

avec v une cofibration stablement triviale et P stablement fibrant.
Considérons le diagramme suivant dans Honiv(SpectT (M) :

(4.70) X //

��

e

**
LColimn∈NΛ◦nR1

(?)

��

// LColimn∈NΛ◦nR

��
Homσ

g (T⊗2,Q1) //

e′

44LColimn∈NΛ◦nHomσ
g (T⊗2,Q1) // LColimn∈NΛ◦nP

Comme R et P sont des T -spectres stablement fibrants, les flèches Λ◦nR // Λ◦n+1R et Λ◦nP // Λ◦n+1P sont
des équivalences faibles niveau par niveau. On déduit des isomorphismes R ' LColimn∈NΛ◦nR et P ' LColimn∈NΛ◦nP
dans Honiv(SpectT (M)). Ceci montre que les flèches e et e′ sont des équivalences stables. En considérant l’image
de (4.70) par Honiv(SpectT (M)) // Host(SpectT (M)) , la flèche X // Homτ

g(T,Q1) devient un retract de

(?). Il suffira donc de montrer que (?) est une équivalence stable. On verra même que (?) est un isomorphisme de
Honiv(SpectT (M)).
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La flèche (?) de (4.70) est la colimite homotopique du morphsime de N-suites :

Λ0R1
//

��

Λ1R1
//

��

. . . // Λ◦nR1
//

��

. . .

Λ0Homσ
g (T⊗2,Q1) // Λ1Homσ

g (T⊗2,Q1) // . . . // Λ◦nHomσ
g (T⊗2,Q1) // . . .

On montrera que la restriction de ce morphisme de N-suites suivant l’inclusion cofinale 2N ⊂ N, vérifie la condition
du lemme 4.3.80 niveau par niveau. Ainsi, on s’interessera uniquement à l’image de cette restriction par le foncteur

SpectT (M)
Evp //M // Ho(M) . Cette image est :

(4.71)

. . . // RHomg(T
⊗n,Xn+p)

(1) //

(2)

��

RHomg(T
⊗2+n,X2+n+p) //

��

. . .

. . . // RHomg(T
⊗n,RHomg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))
(3) // RHomg(T

⊗2+n,RHomg(T
⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p)) // . . .

où la flèche (1) est la composée :

RHomg(T
⊗n,Xn+p) // RHomg(T

⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗Xn+p)
γ2
X // RHomg(T

⊗2+n,X2+n+p)

La flèche (2) est induite par le morphisme d’unité id // RHomg(T
⊗2, T⊗2 ⊗−) . La flèche (3) est donnée par la

composée :

RHomg(T
⊗n,RHomg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p)) // RHomg(T
⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗ RHomg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))

γ2
RHomσg (T⊗2,T⊗2⊗σX)

��
RHomg(T

⊗2+n,RHomg(T
⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p))

Supposons un instant que le morphisme d’assemblage du T -spectre Homσ
g (T⊗2, T⊗2⊗σX) est égal dans Ho(M) au

morphisme d’assemblage du T -spectre Hom1
g(T
⊗2, T⊗2 ⊗1 X) (avec T⊗2 ⊗1 − le prolongement du foncteur T⊗2 ⊗− :

M //M associé à l’isomorphisme d’associativité T ⊗ (T ⊗ T )⊗− ' (T ⊗ T )⊗ T ⊗−). Dans ce cas, la flèche (3)
dans le diagramme (4.71) est égale à la composée :

RHomg(T
⊗n,RHomg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p)) // RHomg(T
⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗ RHomg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))

γ2
RHom1

g(T⊗2,T⊗2⊗1X)

��
RHomg(T

⊗2+n,RHomg(T
⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p))

Le carré du morphisme d’assemblage γHom1
g(T⊗2,T⊗2⊗1X) du T -spectre Hom1

g(T ⊗1 X) est égal à la composée :

T⊗2 ⊗ Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p)

δ // T⊗2 ⊗Xn+p

γ2
X // X2+n+p

η // Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p)

On dispose d’un isomorphisme canonique Homg(T
⊗n,Homg(T

⊗2,−)) ' Homg(T
⊗2 ⊗ T⊗n,−) et d’un diagramme
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commutatif :

Homg(T
⊗n,Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))
∼ //

��

Homg(T
⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗Xn+p)

γ2
X

��
Homg(T

⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗ Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))

δ

��

Homg(T ⊗ T⊗n,X1+n+p)

η

��
Homg(T

⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗Xn+p)

γ2
X

��

RHomg(T
⊗1+n,Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗X1+n+p))

Homg(T
⊗2 ⊗ T ◦n,X2+n+p)

η

��
RHomg(T

⊗2+n,Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p))

Ceci montre que le diagramme

. . . // RHomg(T
⊗n,Xn+p)

(1) //

(2)

��

RHomg(T
⊗2+n,X2+n+p) //

��

. . .

. . . // RHomg(T
⊗n,Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+p))
(3) //

rn

33

RHomg(T
⊗2+n,Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗X2+n+p)) // . . .

est commutatif dans Ho(M) si l’on prend pour la flèche en pointillés la composée :

Homg(T
⊗n,Homg(T

⊗n, T⊗2 ⊗Xn+p))
∼ // Homg(T

⊗2 ⊗ T⊗n, T⊗2 ⊗Xn+p)
γ2
X //// Homg(T

⊗2+n,X2+n+p)

On conclut alors avec le lemme 4.3.80.
Pour terminer, il nous reste donc à vérifier que les morphismes d’assemblage γHomσg (T⊗2,T⊗2⊗σX) sont isomorphes

dans Ho(M) aux morphismes d’assemblage γHom1
g(T⊗2,T⊗2⊗1X). Soit ε ∈ Σ3 et explicitons γHomεg(T⊗2,T⊗2⊗εX) en reve-

nant aux définitions. Il s’agit donc de la composée :

T ⊗ Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗Xn)

η

��
Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗ T ⊗ Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗Xn))

ε−1

��
Homg(T

⊗2, T ⊗ T⊗2 ⊗ Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗Xn)) δ // Homg(T

⊗2, T ⊗ T⊗2 ⊗Xn) ε // Homg(T
⊗2, T⊗2 ⊗ T ⊗Xn)

γX

��
Homg(T

⊗2, T⊗2 ⊗Xn+1)

Étant donné que σ et σ−1 agissent trivialement sur T⊗T⊗T dans Ho(M), cette composée est la même (dans Ho(M))
pour ε = 1 ou ε = σ. Le lemme est démontré. c.q.f.d

On peut maintenant achever la preuve du théorème 4.3.79. Étant donné que (T ⊗τ −)◦2 = (T⊗ ⊗σ −), il suffit
de montrer que l’adjonction ((T⊗2 ⊗σ −),Homσ

g (T⊗2,−)) est une équivalence de Quillen relativement à la structure
stable.

L’endofoncteur L(T⊗2 ⊗σ −) de Honiv(SpectT (M)) presevre les équivalences stables. La condition (ii) du théo-
rème 4.3.79 implique que l’endofoncteur RHomσ

g (T⊗2,−) de Honiv(SpectT (M)) presevre également les équivalences
stables (voir la proposition 4.3.57). Ces deux foncteurs se dérivent donc trivialement relativement à la localisation
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de Honiv(SpectT (M)) suivant les équivalences stables. On déduit, par le lemme 4.3.81, que l’unité de l’adjonction
(L(T⊗2 ⊗σ −),RHomσ

g (T⊗2,−)) : Host(SpectT (M)) // Host(SpectT (M)) est inversible.

D’autre part, le foncteur RHomσ
g (T⊗2,−) est conservatif. En effet, soit f : X // Y un morphisme de T -

spectres stablement fibrants. Supposons que Homσ
g (T⊗2, f) est une équivalence stable. Les T -spectres Homσ

g (T⊗2,X)
et Homσ

g (T⊗2,Y) sont encore stablement fibrants. Il vient que Homσ
g (T⊗2, f) est une équivalence faible niveau par

niveau. Pour n ∈ N, les carrés :
Xn

//

fn

��

Homg(Xn+2)

Homg(T⊗2,fn+2)

��
Yn

// Homg(Yn+2)

sont commutatifs et à flèches horizontales des équivalences faibles. Ceci montre que les fn étaient des équivalences
faibles.

Il découle alors formellement que la counité de l’adjonction (L(T⊗2⊗σ−),RHomσ
g (T⊗2,−)) (au niveau de Host(SpectT (M)))

est aussi inversible. En effet, la composée :

RHomσ
g (T⊗2,−) ∼ // RHomσ

g (T⊗2,−) ◦ L(T⊗2 ⊗σ −) ◦ RHomσ
g (T⊗2,−) // RHomσ

g (T⊗2,−)

est l’identité. Ceci montre que RHomσ
g (T⊗2,−) ◦ L(T⊗2 ⊗σ −) ◦ RHomσ

g (T⊗2,−) // RHomσ
g (T⊗2,−) est inversible.

On invoque alors le fait que RHomσ
g (T⊗2,−) est conservatif. Le théorème 4.3.79 est démontré.

4.4 Des catégories de modèles de nature faisceautique
Le but de cette section est d’exposer les résultats de Jardine [Jar87] sur l’existence de structures de modèles sur les

catégories de faisceaux sur un site. Une différence notable avec [Jar87] vient du fait que l’on considère des faisceaux à
valeurs dans des catégories de coefficients (voir la définition 4.4.23). Ceci exclut donc l’exemple fondamental ∆opEns
puisque les catégories de coefficients sont stables.

4.4.1 Préfaisceaux et faisceaux à valeurs dans une catégorie abstraite

Dans ce numéro, on se donne une catégorie C complète et cocomplète. Si A est un objet de C et E un ensemble,
on notera E ⊗A (resp. hom(E,A)) la colimite (resp. la limite) du foncteur :

E // ∗ A // C

où l’ensemble E est considéré comme une catégorie discrète. Bien entendu, E ⊗ A (resp. hom(E,A)) est simplement
le coproduit (resp. le produit) de E copies de A. On vérifie aisément que le foncteur E ⊗ − est adjoint à gauche du
foncteur hom(E,−).

Definition 4.4.1 — Soit S une petite catégorie. On note PreShv(S,C) la catégorie HOM(Sop,C). Un objet de
PreShv(S,C) est appelé un préfaisceau à valeurs dans C. Lorsque C est la catégorie des ensembles, on note simplement
PreShv(S) la catégorie des préfaisceaux d’ensembles.

Dans la suite de cette section, une petite catégorie S sera fixée. Sauf mention explicite du contraire, les préfaisceaux
sont définis sur S. Soit F un préfaisceau d’ensembles. On note S/F la sous-catégorie pleine de PreShv(S)/F formée
des flèches U → F avec U un objet de S vu comme un préfaisceau représentable via le plongement de Yoneda.

Definition 4.4.2 — Étant donnés un préfaisceau K à valeurs dans C et un préfaisceau d’ensembles F , on définit
un préfaisceau F ⊗K : Sop // C par l’association :

U ∈ Ob(S) F (U)⊗K(U)

Si H est un autre préfaisceau à valeurs dans C, on note homC(F,H) l’objet de C défini par :

LimU→F∈Ob(S/F )H(U)

On définit alors un préfaisceau hom(F,H) à valeurs dans C par l’association :

U ∈ Ob(S) homC(F × U,H)
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Remarque 4.4.3 — Pour U ∈ Ob(S), on a un isomorphisme canonique homC(U,H) ' H(U). En effet, la catégorie
S/U admet idU comme objet final.

On verra que hom(F,−) est l’adjoint à droite du foncteur F ⊗−. On commence par :

Proposition 4.4.4 — Soit F un préfaisceau d’ensembles. Le foncteur homC(F,−) : PreShv(S,C) // C est
adjoint à droite du foncteur composé :

C
cst // PreShv(S,C)

F⊗− // PreShv(S,C)

où cst est le foncteur qui associe à A ∈ Ob(C) le préfaisceau constant Acst (i.e., tel que Acst(U) = A pour U ∈ Ob(S)).

Demonstration Il s’agit de construire un isomorphisme naturel en A ∈ Ob(C) et H ∈ Ob(PreShv(S,C)) :

homPreShv(S,C)(F ⊗Acst, H) ∼ // homC(A,homC(F,H))

L’ensemble homPreShv(S,C)(F ⊗Acst, H) est l’égalisateur de la double flèche évidente :∏
U∈Ob(S)

homC(F (U)⊗A,H(U)) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

homC(F (V )⊗A,H(U))

On déduit par adjonction, un isomorphisme naturel entre homPreShv(S,C)(F ⊗Acst, H) et l’égalisateur de :∏
U∈Ob(S)

homC(A,hom(F (U), H(U))) // //
∏

U→V ∈Fl(S)

homC(A,hom(F (V ), H(U)))

Étant donné que le foncteur homC(A,−) commute aux limites, il nous reste à construire un isomorphisme naturel en
H entre les deux objets suivants :

LimU→F∈Ob(S/F )H(U) et Eq

 ∏
U∈Ob(S)

hom(F (U), H(U)) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

hom(F (V ), H(U))


En écrivant hom(F (U ′), H(U)) =

∏
U ′→F H(U) on voit que l’égalisateur de droite est égal à :

Eq

 ∏
U∈Ob(S)

∏
U→F

H(U) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

∏
V→F

H(U)

 = Eq

 ∏
U→F∈Ob(S/F )

H(U) ////
∏

U→V→F∈Fl(S/F )

H(U)


Le membre de droite est une description de la limite LimU→F∈Ob(S/F )H(U). La proposition est démontrée. c.q.f.d

Proposition 4.4.5 — Soit F un préfaisceau d’ensembles. L’endofoncteur hom(F,−) de PreShv(S,C) est adjoint
à droite de l’endofoncteur F ⊗−.
Demonstration Soient K et H deux préfaisceaux à valeurs dans C. Il s’agit de construire un isomorphisme naturel :

homPreShv(S,C)(F ⊗K,H) ∼ // homPreShv(S,C)(K,hom(F,H))

Par définition, l’ensemble homPreShv(S,C)(K, hom(F,H)) est l’égalisateur de la double flèche évidente :∏
U∈Ob(S)

homC(K(U),homC(F × U,H)) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

homC(K(V ),homC(F × U,H))

Par l’adjonction décrite dans la proposition 4.4.4, on a un isomorphisme naturel entre homPreShv(S,C)(K,hom(F,H))
et l’égalisateur :

∏
U∈Ob(S)

homPreShv(S,C)((F × U)⊗K(U)cst, H) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

homPreShv(S,C)((F × U)⊗K(V )cst, H)

Étant donné que homPreShv(S,C)(−, H) envoie les colimites sur les limites, on voit qu’il suffit de construire un isomor-
phisme entre K et :

(4.72) Coeq

 ∐
U→V ∈Fl(S)

U ⊗K(V )cst
////

∐
U∈Ob(S)

U ⊗K(U)cst
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Une flèche de (4.72) vers L ∈ Ob(PreShv(S,C)) correspond à un élément de :

Eq

 ∏
U∈Ob(S)

homPreShv(S,C)(U ⊗K(U)cst, L) ////
∏

U→V ∈Fl(S)

homPreShv(S,C)(U ⊗K(V )cst, L)


= Eq

 ∏
U∈Ob(S)

homC(K(U), L(U)) // //
∏

U→V ∈Fl(S)

homC(K(V ), L(U))

 = homPreShv(S,C)(K,L)

La première égalité provient de l’adjonction (U ⊗ (−)cst,homC(U,−)) et de l’identification homC(U,L) = L(U) (voir
la remarque 4.4.3). L’isomorphisme recherché s’obtient alors par le lemme de Yoneda. c.q.f.d

On déduit immédiatement le corollaire :

Corollaire 4.4.6 — Soient F et G deux préfaisceaux d’ensembles sur S. Il existe un isomorphisme naturel :

hom(F ×G,H) ' hom(G,hom(F,H))

en H ∈ Ob(PreShv(S,C)).

Rappelons qu’une topologie de Grothendieck top sur une petite catégorie S est la donnée pour tout objet U ∈ Ob(S)
d’une famille Jtop(U) de sous-préfaisceaux d’ensembles de U telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) U ∈ Jtop(U).
(ii) Pour toute flèche V // U et tout R ∈ Jtop(U), le sous-préfaisceau R×U V ⊂ V est dans Jtop(V ).
(iii) Soit R ∈ Jtop(U) et P un sous-préfaisceau de U . Si pour tout V → R ∈ Ob(S/R) le sous-préfaisceau V ×U P
est dans Jtop(V ), alors P ∈ Jtop(U).

Les sous-préfaisceaux dans Jtop(U) sont appelés les cribles couvrantes de U (pour la topologie top). Le couple (S, top)
est appelé un site de Grothendieck.

Dans le reste de cette sous-section, on suppose que S est munie d’une topologie top. Rappelons la définition suivante :

Definition 4.4.7 — Un préfaisceau H à valeurs dans C est un faisceau (resp. est séparé) (relativement à la
topologie top) lorsque la flèche :

H(U) = homC(U,H) // homC(R,H)

est un isomorphisme (resp. un monomorphisme) pour tout U ∈ Ob(S) et toute crible couvrante R de U . On note
Shvtop(S,C) la sous-catégorie pleine de PreShv(S,C) dont les objets sont les faisceaux.

Soit H un préfaisceau à valeurs dans C. On pose, suivant [SGA 4] :

(4.73) LH(U) = ColimR∈Jtop(U) homC(R,H)

Il est clair que LH est naturellement un préfaisceau et que l’on dispose d’un morphisme canonique `(H) : H // LH .
On a la proposition suivante :

Proposition 4.4.8 — On suppose que les monomorphismes de C sont stables par petites colimites filtrantes.
Soit H un préfaisceau à valeurs dans C. Alors, H est un faisceau si et seulement si `(H) est inversible.

Demonstration La condition est clairement nécessaire. Supposons donc que `(H) est inversible et montrons que
H est un faisceau. Pour toute crible couvrante P ∈ Jtop(U), la flèche H(U) // homC(P,H) admet une rétraction
donnée par la composée :

H(U) // homC(P,H) // ColimR∈Jtop(U) homC(R,H) ' H(U)

En particulier, cette flèche est un monomorphisme. Plus généralement, si R et R′ sont deux cribles couvrantes de U
avec R′ ⊂ R, le morphisme :

homC(R,H) // homC(R′, H)

est un monomorphisme. En effet, considérons le diagramme commutatif :

homC(R,H)

(1)

��

// homC(R′, H)

(2)

��
(1)

tt

∏
V→R∈Ob(S/R)H(V )

(3) //

++VVVVVVVVVVVVVVVVVV

∏
V→R∈Ob(S/R) homC(V ×R R′, H)

��∏
V ′→R′∈Ob(S/R′)H(V ′)
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Les flèches numérotées (1) sont des monomorphismes par la construction de homC(−,−) (voir la définition 4.4.2). Il
vient que la flèche (2) est aussi un monomorphisme. L’assertion découle alors du fait que (3) est un monomorphisme
puisque c’est le produit des monomorphismes H(V ) // homC(V ×R R′, H) .

Il est maintenant facile d’achever la preuve de la proposition. En effet, pour P ∈ Jtop(U), la flèche :

(4.74) homC(P,H) // ColimR∈Jtop(U)homC(R,H) ' H(U)

est un monomorphisme puisque c’est la colimite des monomorphismes homC(P,H) // homC(R,H) suivant les

cribles couvrantes R de U contenues dans P . Mais, la flèche (4.74) admet H(U) // homC(P,H) pour section. Il
vient que (4.74) et sa section sont des isomorphismes. c.q.f.d

Lemme 4.4.9 — Soit H un préfaisceau à valeurs dans C. Les flèches L(`(H)), `(L(H)) : L(H) // L(L(H))
sont égales.

Demonstration Soit U un objet de S. Il s’agit de comparer les deux flèches :

ColimR∈Jtop(U)homC(R,H)
`(H) // ColimR∈Jtop(U)homC(R,L(H))

ColimR∈Jtop(U)homC(R,H) ' L(H)(U) // ColimR∈Jtop(U)homC(R,L(H))

L’application homC(ColimR∈Jtop(U)homC(R,H), −) // ∏
R∈Jtop(U) homC(homC(R,H),−) étant injective, on se ra-

mène à comparer les composées ci-dessous avec P une crible couvrante de U :

homC(P,H) // homC(P,L(H)) // ColimR∈Jtop(U)homC(R,L(H))

homC(P,H) // L(H)(U) // ColimR∈Jtop(U)homC(R,L(H))

Il suffit donc de montrer que les deux composées :

homC(P,H) // homC(P,L(H)) et homC(P,H) // L(H)(U) // homC(P,L(H))

sont égales. Puisque l’application homC(−, LimV→P∈Ob(S/P )L(H)(V )) // ∏
V→P∈Ob(S/P ) homC(−,L(H)(V )) est

injective, il suffit de prouver que les deux flèches suivantes sont égales pour V → P ∈ Ob(S/P ) :

(4.75) homC(P,H) // homC(P,L(H)) // L(H)(V ) et homC(P,H) // L(H)(U) // L(H)(V )

Étant donné le carré commutatif :
homC(P,H) //

��

homC(P,L(H))

��
homC(V,H) // homC(V,L(H))

on voit que la première composée de (4.75) est égale à : homC(P,H) // H(V ) // L(H)(V ) . D’autre part, en
étudiant la structure de préfaisceau sur L(H), on voit que la seconde composée de (4.75) est égale à :

homC(P,H) // homC(P ×U V,H) // L(H)(V )

Comme P ×U V ' V , on voit que cette composée est simplement homC(P,H) // H(V ) // L(H)(V ) . Le lemme
est démontré. c.q.f.d

Theoreme 4.4.10 — On suppose que C est présentable au sens de la définition 4.2.16. L’inclusion Shvtop(S,C) ⊂
PreShv(S,C) admet un adjoint à gauche :

atop : PreShv(S,C) // Shvt(S,C)

De plus, le foncteur atop commute aux limites finies.

Demonstration Pour tous ordinals ν ≤ λ, on définit par induction transfinie un foncteur Lλ et une transformation
naturelle `ν≤λ : Lν // Lλ de la manière suivante :
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– L0 = id et `λ≤λ = id.
– Si λ est limite, on pose Lλ = Colimν∈λLν . Pour µ ∈ λ, on prend `µ≤λ la transformation évidente.
– Si λ = ν + 1, on pose Lλ = L ◦ Lν . Pour µ ∈ λ, on prend `µ≤λ = `(Lν) ◦ `µ≤ν .

Supposons que C est α-présentable avec α majorant le cardinal de S. Les foncteurs homC(R,−) sont α-accessibles
pour toutes les cribles couvrantes de la topologie top. En effet, la définition du foncteur homC(R,−) fait intervenir
une limite suivant la catégorie S/R qui est de cardinal inférieur à α. Il vient que L est α-accessible. Ainsi, pour λ le
cardinal successeur de α, la flèche ` : Lλ // L(Lλ) s’identifie à la colimite des flèches :

L
`(L) //

`(L)

��

L2
`(L2) //

`(L2)

��

. . . // Lν
`(Lν) //

`(Lν)

��

Lν+1 //

`(Lν+1)

��

. . .

L2

L(`(L1))

// L3

L(`(L2))

// . . . // Lν+1

L(`(Lν))
// Lν+2 // . . .

Par le lemme 4.4.9, on sait que L(`(Lν)) = `(Lν+1). Ceci montre que ` : Lλ // L(Lλ) est inversible. Par la
proposition 4.4.8, LλH est donc un faisceau pour tout H ∈ Ob(PreShv(S,C)). L’énoncé découle alors formellement
du fait que H ' LλH si le préfaisceau H est un faisceau. c.q.f.d

Corollaire 4.4.11 — On suppose que C est présentable au sens de la définition 4.2.16. Alors, les catégories
PreShv(S,C) et Shvtop(S,C) sont aussi présentables.

Demonstration Ceci découle immédiatement des propositions 4.2.20 et 4.2.21. c.q.f.d

On a le lemme suivant :

Lemme 4.4.12 — On suppose que C est présentable. Soit H un préfaisceau à valeurs dans C. Le morphisme
`(H) : H // LH induit un isomorphisme après faisceautisation.

Demonstration On garde les notations de la preuve du théorème 4.4.10. Il s’agit de montrer que la colimite des
flèches verticales :

L(H)
`(L) //

L(`)

��

L2(H)
`(L2) //

L2(`)

��

. . . // Lν(H)
`(Lν) //

Lν(`)

��

Lν+1 //

Lν+1(`)

��

. . .

L2(H)
`(L2)

// L3(H)
`(L3)

// . . . // Lν+1(H)
`(Lν+1)

// Lν+2(H) // . . .

est inversible. On montre par induction transfinie à partir du lemme 4.4.9 que Lν(`) = `(Lν). Le résultat est alors
immédiat. c.q.f.d

Corollaire 4.4.13 — On suppose que C est présentable. Soient H un préfaisceau à valeurs dans C et F // F ′

un morphisme de préfaisceaux d’ensembles qui devient inversible après faisceautisation. La flèche F ⊗H // F ′ ⊗H
induit alors un isomorphisme après faisceautisation.

Demonstration On se ramène immédiatement au cas du morphisme de préfaisceaux d’ensembles F // LF . On
dispose d’un morphisme évident L(F )⊗H // L(F ⊗H) donné au niveau de U ∈ Ob(S) par la colimite suivant
R ∈ Jtop(U) des :

homEns(R,F )⊗H(U) // homC(R,F ⊗H)

Montrons que ce morphisme définit un relèvement dans le carré commutatif :

F ⊗H //

��

L(F ⊗H)

��
LF ⊗H //

88

L(LF ⊗H)

Ceci permettera de conclure étant donné que les flèches horizontales deviennent inversibles après application de atop.
Seule la commutation du triangle inférieur demande un argument. Pour cela, on remarque que la naturalité en F du
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morphisme L(F )⊗H // L(F ⊗H) et le fait que `(L) = L(`) fournissent le carré commutatif :

LF ⊗H //

��

L(F ⊗H)

��
L2F ⊗H // L(LF ⊗H)

Le corollaire est démontré. c.q.f.d

On déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 4.4.14 — On suppose que C est présentable. Soit F // F ′ un morphisme de préfaisceaux d’en-
sembles qui induit un isomorphisme après faisceautisation. Soit K un faisceau à valeurs dans C. Alors les morphismes :

hom(F ′,K) // hom(F,K) et homC(F ′,K) // homC(F,K)

sont inversibles.

Demonstration En remarquant que homC(∗,hom(F,−)) ' homC(F,−), il suffit de considérer la première flèche.
Soit H un préfaisceau à valeurs dans C. La flèche :

homPreShv(S,C)(H,hom(F ′,K)) // homPreShv(S,C)(H,hom(F,K))

est isomorphe à :
homPreShv(S,C)(F ′ ⊗H,K) // homPreShv(S,C)(F ⊗H,K)

Comme K est un faisceau, cette flèche s’identifie à :

homShvtop(S,C)(atop(F ′ ⊗H),K) // homShvtop(S,C)(atop(F ⊗H),K)

Le résultat découle alors du corollaire 4.4.13 et du lemme de Yoneda. c.q.f.d

4.4.2 Préfaisceaux et faisceaux à valeurs dans une catégorie de modèles
Supposons maintenant que C est une catégorie de modèles M. On fait les définitions suivantes :

Definition 4.4.15 — Soit f : H // K une flèche de PreShv(S,M).
1- On dit que f est une équivalence faible (resp. cofibration injective, fibration projective) lorsque pour tout U ∈

Ob(S), la flèche f(U) : H(U) // K(U) est une équivalence faible (resp. cofibration, fibration) de M.
2- On dit que f est une cofibration projective (resp. fibration injective) lorsque f admet la propriété de relèvement

à gauche (resp. à droite) par rapport aux fibrations triviales projectives (resp. cofibrations triviales injectives).
3- On notera W la classe des équivalences faibles de PreShv(S,M). On note Cofproj, (resp. Cof inj) la classe des

cofibrations projectives (resp. injectives) et Fibproj, (resp. Fibinj) celle des fibrations projectives (resp. injectives).

Proposition 4.4.16 — Supposons que M est une catégorie de modèles présentable par cofibrations. Alors, la
catégorie PreShv(S,M) munie des trois classes W, Cofproj et Fibproj, est une catégorie de modèles présentable par
cofibrations.

Demonstration On suppose que M est α-présentable par cofibrations. Il est immédiat que les classes Fibproj et
Fibproj ∩W coïncident respectivement avec les deux classes :

RLP{U ⊗ fcst : U ⊗Acst // U ⊗Bcst ; f : A→ B ∈ Cofα ∩W ⊂ Fl(M) et U ∈ Ob(S)}

RLP{U ⊗ fcst : U ⊗Acst // U ⊗Bcst ; f : A→ B ∈ Cofα ⊂ Fl(M) et U ∈ Ob(S)}

L’axiome (MC5) découle alors par l’argument du petit objet et du fait que les flèches de

Cell{U ⊗ fcst : U ⊗Acst // U ⊗Bcst ; f : A→ B ∈ Cofα ∩W ⊂ Fl(M) et U ∈ Ob(S)}

sont des équivalences faibles. Les axiomes (MC1), (MC2) et (MC3) sont évidents. L’axiome (MC4) s’obtient
par l’astuce de Joyal. Le fait que la catégorie de modèles ainsi obtenue soit présentable par cofibrations découle
immédiatement du corollaire 4.4.11. c.q.f.d

Le résultat suivant demandera plus de travail ; on utilisera librement les résultats du numéro 4.2.3 :
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Proposition 4.4.17 — Supposons que M est une catégorie de modèles présentable par cofibrations. Alors, la
catégorie PreShv(S,M) munie des trois classes W, Cof inj et Fibinj, est une catégorie de modèles présentable par
cofibrations.

Demonstration Soit α un cardinal majorant celui de S et tel que M est α-présentable par cofibrations. Soit β un
cardinal comme dans la proposition 4.2.41. On prouvera l’égalité :

(4.76) Fibinj = RLP((Cof inj)β ∩W)

Montrons seulement comment obtenir l’axiome (MC5) de (4.76). L’argument du petit objet appliqué à la classe
essentiellement petite (Cof inj)β ∩W, fournit des factorisations par cofibrations triviales injectives suivies de fibra-
tions injectives. De même, l’argument du petit objet appliqué à (Cof inj)β fournit des factorisations par cofibrations
injectives suivies de flèches dans RLP((Cof inj)β). De (4.76), on déduit que RLP((Cof inj)β) ⊂ Fibinj . Pour voir que
RLP((Cof inj)β) ⊂W il suffit de remarquer que :

{U ⊗ fcst : U ⊗Acst // U ⊗Bcst ; f : A→ B ∈ Cofα ⊂ Fl(M) et U ∈ Ob(S)} ⊂ (Cof inj)β

Le reste de la démonstration est consacré à la preuve de (4.76). Soit f ∈ RLP((Cof inj)β ∩W) et montrons que
f ∈ RLP(Cof inj ∩W). On se donne un carré commutatif dans PreShv(S,M) :

A //

u

��

H

f

��
B // K

avec u une cofibration triviale injective. Pour U ∈ Ob(S), on choisit une section rU : B(U) // Φc0f (u(U)) comme
dans le cas respé de la définition 4.2.45.

On considère l’ensemble E formé des classes d’isomorphisme des familles (vU , aU )U∈Ob(S) avec :
– vU : A(U) // T (U) une sous-cofibration rU -normale de c0(u(U)),

– aU : s(T (U)) // H(U) avec s(T (U)) = T (U)×Φc0f (u(U)),rU B(U),
et qui vérifient les conditions suivantes :

(i) Les sous-objets s(T (U)) de B(U) forment un sous-préfaisceau s(T ) de B.
(ii) Les flèches aU définissent un morphisme de préfaisceaux a : s(T ) // H faisant commuter le diagramme :

A //

��

H

f

��
s(T ) //

a

66nnnnnnnnnnnnnn
B // K

On ordonne E de la manière évidente. Par la proposition 4.2.54, les chaînes de E sont majorées par leur colimite. Le
lemme de Zorn assure l’existence d’éléments maximaux.

Supposons que (vU , aU )U∈Ob(S) est un élément maximal de E et montrons que T (U) = Φc0f (u(U)) pour tout
U ∈ Ob(S). Considérons le diagramme de OrdEns :

∏
U∈Ob(S) SpSub⊥vUβ (u(U)|rU )

��
Subβ(u) // ∏

U∈Ob(S) Subβ(u(U))

où les flèches sont les inclusions évidentes. On note L la limite de ce diagramme. Par les lemmes 4.2.57 et 4.2.4, cette
limite est cofinale dans

∏
U∈Ob(S) Subβ(u(U)) (pour la cofinalité de l’inclusion Subβ(u) ⊂

∏
U∈Ob(S) Subβ(u(U)), se

référer à la preuve de la proposition 4.2.20).
Se donner un objet de L revient à se donner une sous-flèche u0 : A0

// B0 de u de but β-accessible et telle
que pour U ∈ Ob(S), u0(U) est une sous-cofibration rU -spéciale de u(U) qui est de plus orthogonale à vU . Notons
T0(U) = T (U) ×Φc0f (u(U)) Φc0f (u0(U)). Comme u0(U) est orthogonale à vU , la flèche A0(U) // T0(U) est r0,U -

normale dans u0(U) (avec r0,U : B0(U) // Φc0f (u0(U)) la section déduite de rU ). Notons s(T0) le préfaisceau
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s(T )×B B0. On a clairement s(T0)(U) = T0(U)×Φc0f (u0(U)),r0,U B0(U) pour U ∈ Ob(S). La flèche s(T0) // B0 est
donc une cofibration injective triviale. On déduit l’existence d’un relèvement :

s(T0) //

u0

��

s(T ) a // H

f

��
B0

//
l

66

B // K

Pour U ∈ Ob(S), v′U : A(U) // T ′(U) = T (U)
∐
T0(U) Φc0f (u0(U)) est une sous-cofibration rU -normale de u(U)

majorant vU . Il vient que la famille (v′U , aU ∪ l(U))U∈Ob(S) majore (vU , aU )U∈Ob(S) dans E . Par maximalité, on déduit
que les sous-objets Φc0f (u0(U)) de Φc0f (u(U)) sont majorés par T (U). Comme L est cofinale dans

∏
U∈Ob(S)Subβ(u(U)),

on a forcément T (U) = Φc0f (u(U)). c.q.f.d

Definition 4.4.18 — Soit (M,W,Cof ,Fib) une catégorie de modèles présentable par cofibrations. Le triplet
(W,Cofproj ,Fibproj) est la structure de modèles projective sur PreShv(S,M). Le triplet (W,Cof inj ,Fibinj) est la
structure de modèles injective sur PreShv(S,M).

Notons les deux lemmes simples suivants :

Lemme 4.4.19 — Soient M une catégorie présentable par cofibrations et F un préfaisceau d’ensembles. Alors :

(F⊗−,hom(F,−)) : PreShv(S,M) // PreShv(S,M) et (F⊗(−)cst,homM(F,−)) : M // PreShv(S,M)

sont des adjonctions de Quillen lorsque l’on munit PreShv(S,M) de sa structure injective. Si le préfaisceau F est
représentable, (F ⊗ (−)cst,homM(F,−)) est également une adjonction de Quillen relativement à la structure projective
sur PreShv(S,M).

Demonstration En effet, le foncteur F ⊗ − (resp. F ⊗ (−)cst) envoie les cofibrations et les cofibrations triviales
de (PreShv(S,M),W,Cof inj ,Fibinj) (resp. (M,W,Cof ,Fib)) sur des cofibrations injectives et des cofibrations
injectives triviales. Si U est un objet de S, le foncteur homM(U,−) envoie les fibrations projectives et les fibrations
projectives triviales sur des fibrations et des fibrations triviales de M. c.q.f.d

Lemme 4.4.20 — On garde les hypothèses du lemme 4.4.19. La famille des foncteurs :

RhomM(U,−) : Ho(PreShv(S,M)) // Ho(M)

avec U ∈ Ob(S), est conservative.

Corollaire 4.4.21 — Supposons que la catégorie de modèles présentable par cofibrations M est stable. Alors
les structures de modèles sur PreShv(S,M) de la définition 4.4.18 sont stables.

Demonstration Il s’agit de montrer que l’unité et la counité de l’adjonction

(Σ1,Ω1) : Ho(PreShv(S,M)) // Ho(PreShv(S,M))

sont inversibles. Ceci découle du lemme 4.4.20 et de la commutation de Σ1 et Ω1 avec les foncteurs RhomM(U,−) pour
U ∈ Ob(S). c.q.f.d

Étant donnée une topologie de Grothendieck top sur S nous allons localiser les structures de la définition 4.4.18
pour obtenir les structures top-locales de Jardines [Jar87]. On fera cela dans un cadre restreint que nous allons décrire.

Definition 4.4.22 — Soit M une catégorie de modèles stable. Un objet A ∈ M est dit homotopiquement
compact si pour tout n ∈ Z, le foncteur homHo(M)(A,−[n]) : M // Ens commute aux petites colimites filtrantes.

Definition 4.4.23 — Une catégorie de modèles M est appelée une catégorie de coefficients lorsque les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) M est propre à gauche, présentable par cofibrations et stable,
(ii) Les équivalences faibles de M sont stables par coproduits finis.
(iii) Il existe un ensemble E ⊂ M d’objets homotopiquement compacts qui engendre la catégorie triangulée avec
sommes infinies Ho(M).

On supposera que l’ensemble E fait partie des données d’une catégorie de coefficients.

On est bien sûr intéressé par les exemples suivants :
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Exemple 4.4.24 — 1- Les deux catégories de modèles SpectS1(∆opEns) et SpectΣ
S1(∆opEns) munies de leurs

structures projectives stables sont des catégories de coefficients. La condition (iii) découle du fait qu’une colimite
filtrantes d’objets fibrants est encore un objet fibrant.

2- De même, si A est un anneau, la catégorie des complexes de A-modules à gauche Compl(Modg(A)) est une
catégorie de coefficients.

Remarque 4.4.25 — Soit M une catégorie de coefficients. La famille des foncteurs homHo(M)(A,−[n]) : M // Ens ,
avec A dans E et n ∈ Z, détecte les équivalences faibles. Il vient que dans une catégorie de coefficients, les équivalences
faibles sont stables par petites colimites filrantes.

Definition 4.4.26 — Soient H et K deux objets de PreShv(S,M). On notera Π0(H,K) le préfaisceau d’en-
sembles défini par l’association :

U ∈ Ob(S) homHo(PreShv(S,M))(U
L
⊗H,K)

où le foncteur dérivé U
L
⊗− est pris relativement à la structure injective sur PreShv(S,M). On notera Πtop

0 (H,K) le
faisceau associé à Π0(H,K) pour la topologie top.

Remarque 4.4.27 — Lorsque H = Acst avec A un objet de M, le préfaisceau Π0(H,K) est donné par : U ∈
Ob(S) homHo(M)(A,K(U)). On le notera simplement Π0(A,K). Son faisceau associé est alors noté Πtop

0 (A,K)

Definition 4.4.28 — Soit M une catégorie de coefficients. Une flèche f : H // K de PreShv(S,M) est
appelée une équivalence top-locale si pour tout n ∈ Z et A ∈ E, le morphisme de faisceaux :

Πtop
0 (A, f [n]) : Πtop

0 (A,H[n]) // Πtop
0 (A,K[n])

est inversible. On notera Ltop (resp. Ltop,β) la classe des équivalences top-locales (resp. celles qui dont la source et le
but sont β-accessibles).

Remarque 4.4.29 — Une équivalence faible de préfaisceaux à valeurs dans M est une équivalence top-locale. Si
la topologie top est la topologie grossière, alors les équivalences top-locales sont exactement les équivalences faibles de
préfaisceaux. Ceci découle de la remarque 4.4.25.

Lemme 4.4.30 — La classe Ltop vérifie la propriété de 2 sur 3. Elle est stable par rétractions et petites colimites
filtrantes. La classe Ltop ∩Cof inj est stable par push-out.

Demonstration Les deux premières propriétés sont évidentes. La stabilité de Ltop par colimites filtrantes découle
de la remarque 4.4.25.

Pout montrer que Ltop ∩Cof inj est stable par push-out, on se donne un carré cocartésien :

H

��

f // K

��
H ′

f ′ // K ′

avec f ∈ Ltop ∩Cof inj . On a donc Cof(f) = Cof(f ′). Soit A ∈ E un objet homotopiquement compact de M. Comme
M est stable, on déduit une suite exacte de préfaisceaux de groupes abéliens :

Π0(A,H[n]) // Π0(A,K[n]) // Π0(A,Cof(f)[n]) // Π0(A,H[n+ 1]) // Π0(A,K[n+ 1])

avec n ∈ Z. Le foncteur atop étant exact, il vient que Πtop
0 (A,Cof(f)[n]) ' Πtop

0 (A,Cof(f ′)[n]) est le faisceau nul. Le
résultat découle alors de la suite exacte :

Π0(A,Cof(f ′)[n− 1]) // Π0(A,H ′[n]) // Π0(A,K ′[n]) // Π0(A,Cof(f ′)[n])

et du fait que le foncteur atop est exact. c.q.f.d

Remarque 4.4.31 — L’argument ci-dessus, montre plus généralement qu’une cofibration injective u : H // K
est une équivalence top-locale si et seulement si, pour n ∈ N et A ∈ E, les faisceaux Πtop

0 (A,ΣnCof(u)) sont nuls.

Proposition 4.4.32 — On suppose que M est une catégorie de coefficients. Il existe un cardinal β tel que
WLtop

= WLtop,β
. De plus, Ltop = WLtop

.
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Demonstration Soit α un cardinal tel que PreShv(S,M) est α-présentable pour sa structure injective et que tous
les objets de E sont α-accessibles. On choisit le cardinal β comme dans la proposition 4.2.41.

On utilisera librement l’existence de la localisation de Bousfield de la structure (W,Cof inj ,Fibinj) suivant la
classe essentiellement petite Ltop,β . Par la proposition 4.2.74 et le lemme 4.4.30, on déduit que WLtop,β

⊂ Ltop.
Il s’agit de montrer que toute équivalence top-locale f est dans WLtop,β

. On peut pour cela supposer que f :
H // K est une cofibration injective et l’on choisit une section r : K // Φcf0(f) comme dans la défi-
nition 4.2.45. On considère alors l’ensemble E formé des classes d’isomorphismes de sous-cofibrations r-normales
v : H // T de c(f) avec v dans WLtop,β

.
Cet ensemble est naturellement ordonné et toutes ses chaînes sont majorées par leur colimite. Il admet donc des

éléments maximaux. Dans la suite, on suppose que v : H // T est un élément maximal de E et on montrera que
T ' Φcf0(f).

On appelle Subtopβ (?) la sous-catégorie pleine de Subβ(?) formée des sous-flèches qui sont des équivalences top-
locales. Par le lemme 4.4.33 ci-dessous, on sait que l’inclusion Subtopβ (?) ⊂ Subβ(?) est cofinale (du moins pour ? une
cofibration injective). Considérons alors le diagramme de OrdEns :

Subtopβ (c(f))

��

Subtopβ (v)

��
Subβ(c(f)) SpSub⊥vβ (f |r)Poo R // Subβ(v)

avec :
– les flèches verticales sont les inclusions évidentes,
– le foncteur P associe à une sous-flèche f0 la sous-flèche c(f0),
– le foncteur Q associe à une sous-flèche f0 : H0

// K0 la sous-flèche v0 : H0
// T0 = T ×Φcf0 (f) Φcf0(f0) .

Par les lemmes 4.2.57 et 4.2.4, la limite L de ce diagramme est cofinale dans Subβ(c(f)). Se donner un objet de L, re-
vient à se donner une sous-cofibration f0 : H0

// K0 de f , r-normale et orthogonale à v et telle que les flèches c(f0)

et v0 : H0
// T0 sont dans Ltop (et donc dans Ltop,β car T0 est β-accessible). Il vient que H // T

∐
T0
φcf0(f0)

est une sous-cofibration r-normale qui est dans WLtop,β
. Par maximalité de v, on déduit que φcf0(f0) est un sous-objet

de T . Ceci force l’égalité T = Φcf0(f). La proposition est prouvée. c.q.f.d

Lemme 4.4.33 — On garde les hypothèses de la proposition 4.4.32. Soit u : H // K une équivalence top-locale.
L’inclusion Subtopβ (u) ⊂ Subβ(u) est cofinale.

Demonstration Pour r ∈ Z, A ∈ E et u′ : H ′ // K ′ une sous-flèche de u, considérons le carré commutatif :

Πtop
0 (A,H ′[r]) //

(1)

��

Πtop
0 (A,K ′[r])

(2)

��
Πtop

0 (A,H[r]) ∼ // Πtop
0 (A,K[r])

Notons N1(u′) et N2(u′) le noyau de (1) et (2) respectivement. De même, notons P1(u′) et P2(u′) les images respectives
de (1) et (2).

Pour u′ de but β-accessible, les groupes homHo(M)(A,H ′[r]) et homHo(M)(A,K ′[r]) sont de cardinal inférieur à
β. D’autre part, le foncteur atop préserve les objets β-accessibles. Il vient que Ni(u′) et Pi(u′) sont des faisceaux de
groupes abéliens β-accessibles pour i ∈ {1, 2}.

Soit u0 : H0
// K0 une sous-flèche de u de but β-accessible. On construit par récurrence sur n ∈ N une

suite croissante de sous-flèches un ∈ Subβ(u) de la manière suivante. Supposons un−1 construite. Étant donné que
u = Colimu′∈Subβ(u)u

′, et que le foncteur Πtop
0 (A,−[r]) commute aux colimites filtrantes, on déduit qu’il existe un−1 ≤

un ∈ Subβ(u) telle que Ni(un−1) // Ni(un) est nul pour i ∈ {1, 2} et P2(un−1) contenu dans P1(un). En passant
à la colimite suivant n ∈ N, on obtient une sous-flèche u∞ telle que Ni(u∞) = 0 pour i ∈ {1, 2} et P1(u∞) ' P2(u∞).
Ceci montre que u∞ induit un isomorphisme après application Πtop

0 (A,−[r]).
Notons SubA,rβ (u) ⊂ Subβ(u) la sous-catégorie pleine formée des sous-flèches induisant un isomorphisme après

application du foncteur Πtop
0 (A,−[r]). On a montré que cette inclusion était cofinale. Étant donné que E est de

cardinal essentiel inférieur à β, on peut appliquer le lemme 4.2.4 au diagramme des inclusions SubA,rβ (u) ⊂ Subβ(u)
pour déduire le résultat recherché. c.q.f.d

Par la proposition 4.4.32 on peut localiser suivant la classe Ltop :
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Definition 4.4.34 — On suppose que M est une catégorie de coefficients. La structure projective (resp. injective)
top-locale (Wtop,Cofproj ,Fibproj−top) (resp. (Wtop,Cof inj ,Fibinj−top)) sur PreShv(S,M) est la localisation de
Bousfield de la structure projective (resp. injective) de la définition 4.4.18 suivant Ltop. On note Hotop(PreShv(S,M))
la catégorie homotopique de ces structures de modèles.

Par la seconde partie de la proposition 4.4.32, on sait que Wtop est exactement la classe des équivalences top-locales.
Notons le lemme suivant :

Lemme 4.4.35 — On garde les hypothèses de la définition 4.4.34. Les structures de modèles top-locales sur
PreShv(S,M) sont propres à gauche et stables.

Demonstration La propreté à gauche est conservée par la localisation de Bousfield (voir le théorème 4.2.71). Pour
la stabilité, il faut montrer que l’endofoncteur Ω1 de Ho(PreShv(S,M)) préserve les équivalences top-locales.

Soit f : H // K une équivalence top-locale. PourA ∈ E, le morphisme Πtop
0 (A,Ω1(H)[n]) // Πtop

0 (A,Ω1(K)[n])

est isomorphe à Πtop
0 (A,H[n− 1]) // Πtop

0 (A,K[n− 1]) . Ce dernier est inversible. c.q.f.d

Lemme 4.4.36 — Soient M une catégorie de coefficients et F un préfaisceau d’ensembles. Alors :

(F⊗−,hom(F,−)) : PreShv(S,M) // PreShv(S,M) et (F⊗(−)cst,homM(F,−)) : M // PreShv(S,M)

sont des adjonctions de Quillen lorsqu’on munit PreShv(S,M) de sa structure injective top-locale. Si le préfaisceau
F est représentable, (F ⊗ (−)cst,homM(F,−)) est également une adjonction de Quillen relativement à la structure
projective top-locale sur PreShv(S,M).

Demonstration Les assertions concernant l’adjonction (F ⊗ (−)cst,homM(F,−)) sont évidentes. Pour l’adjonc-
tion (F ⊗ −,hom(F,−)) il faut montrer que F ⊗ − preserve les équivalences top-locales. Soient n ∈ Z et A ∈ E.
Par la définition 4.4.23, le foncteur homHo(M)(A,−[n]) : M // Ab commutent aux colimites filtrantes et aux
coproduits finis. On déduit qu’il commute aussi aux coproduits infinis. Il vient que la transformation naturelle
F ⊗Π0(A,−[n]) // Π0(A,F ⊗−[n]) est inversible. Étant donné que le foncteur atop commute au produits fi-

nis de préfaisceaux d’ensembles, on déduit pour K ∈ PreShv(S,M) un isomorphisme canonique Πtop
0 (A,F ⊗K[n]) '

atopF ×Πtop
0 (A,F ⊗K[n]). Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Nous allons voir que les structures de modèles top-locales passent à la catégorie des faisceaux.

Lemme 4.4.37 — Soient H et K deux préfaisceaux sur S à valeurs dans une catégorie de coefficients M. On
note Π′0(H,K) le préfaisceau d’ensembles défini par l’association :

U ∈ Ob(S) ColimR∈Jtop(U) homHo(PreShv(S,M))(R
L
⊗H,K)

Le morphisme évident Π0(H,K) // Π′0(H,K) induit un isomorphisme sur les top-faisceaux associés.

Demonstration On peut supposer que l’objet H est injectivement cofibrant. Soit R ∈ Jtop(U) une crible couvrante
de U ∈ Ob(S). Pour tout V → R ∈ Ob(S/R), on dispose d’un morphisme évident :

homHo(PreShv(S,M))(R⊗H,K) // homHo(PreShv(S,M))(V ⊗H,K)

induisant une application :

homHo(PreShv(S,M))(R⊗H,K) // Lim
V→R∈Ob(S/R)

homHo(PreShv(S,M))(V ⊗H,K) = homPreShv(S)(R,Π0(H,K))

On obtient ainsi des applications naturelles en U ∈ Ob(S) :

Colim
R∈Jtop(U)

homHo(PreShv(S,M))(R
L
⊗H,K) // Colim

R∈Jtop(U)
homPreShv(S)(R,Π0(H,K))

et donc un morphisme de préfaisceaux d’ensembles m : Π′0(H,K) // LΠ0(H,K) . On vérifie immédiatement que
la composée :

Π0(H,K) // Π′0(H,K) m // LΠ0(H,K)

est le morphisme évident `(Π0(H,K)) (voir la page 512). Étant donné que la faisceautisation de `(?) est un isomor-
phisme, on déduit que le morphisme de faisceaux d’ensembles atopΠ0(H,K) // atopΠ′0(H,K) admet une rétraction.
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Pour conclure, il suffit de montrer que le morphisme de préfaisceaux d’ensembles :

L(m) : LΠ′0(H,K) // LLΠ0(H,K)

est injectif. On se donne alors deux éléments γ1, γ2 ∈ LΠ′0(H,K)(U) ayant même image par L(m). Soit R une crible cou-
vrante de U telle que γ1 et γ2 soient représentés par deux éléments γ′1 et γ′2 de homPreShv(S)(R,Π

′
0(H,K)). Quitte à raf-

finer la crible R, on peut également supposer que les images de γ′1 et γ′2 sont égales dans homPreShv(S)(R,LΠ0(H,K)).
Pour V → R ∈ S/R, notons (γ′i)V l’image de γ′i dans homPreShv(S)(V,Π

′
0(H,K)) = Π′0(H,K)(V ). En reprenant la

définition de Π′0(H,K)(V ), on voit qu’il existe une crible couvrante RV de V telle que (γ′1)V et (γ′2)V soient représentées
par des éléments γ′′V,1 et γ′′V,2 dans homHo(PreShv(S,M))(RV ⊗H,K) et telle que les images de γ′′V,1 et γ′′V,2 coïncident
dans homPreShv(S)(RV ,Π0(H,K)).

Notons P la crible couvrante de U égale à l’image du morphisme de préfaisceaux :∐
V→R∈Ob(S/R)

RV //
∐

V→R∈Ob(S/R)

V // U

Nous allons montrer que les images de γ′1 et γ′2 coïncident dans homPreShv(S)(P,Π
′
0(H,K)). Ceci terminera la preuve

du lemme.
Soit W → P ∈ Ob(S/P ). Il existe donc V → R ∈ Ob(S/R) et un diagramme commutatif de préfaisceaux :

W //

��

RV // V

��
P // U

L’image de γ′i dans homPreShv(S)(W,Π
′
0(H,K)) = Π′0(H,K)(W ) est le pull-back de (γ′i)V ∈ Π′0(H,K)(V ). C’est donc

l’image de (γ′′V,i) ∈ homHo(PreShv(S,M))(RV ⊗H,K) suivant :

homHo(PreShv(S,M))(RV ⊗H,K) // homHo(PreShv(S,M))(W ⊗H,K) // Π′0(H,K)(W )

Notons γ′′′i l’image de (γ′′i )V dans homHo(PreShv(S,M))(W ⊗H,K). En utilisant le carré commutatif :

homHo(PreShv(S,M))(RV ⊗H,K) //

��

homHo(PreShv(S,M))(W ⊗H,K)

homPreShv(S)(RV ,Π0(H,K)) // Π0(H,K)(W )

On voit que γ′′′1 = γ′′′2 . D’où le resultat. c.q.f.d

Pour A un objet de M, on pose Π′0(A,−) = Π′0(Acst,−).

Lemme 4.4.38 — Soit M une catégorie de coefficients. Soient n ∈ Z, A ∈ E et H un préfaisceau à valeurs dans
M injectivement fibrant. Il existe un isomorphisme canonique Π0(A[−n],LH) ' Π′0(A[−n], H).

Demonstration Soit U ∈ Ob(S). On a un isomorphisme :

Π0(A[−n],LH)(U) = homHo(M)(A[−n], Colim
R∈Jtop(U)

homM(R,H)) ' Colim
R∈Jtop(U)

homHo(M)(A[−n],homM(R,H))

Comme homM(R,−) est un foncteur de Quillen à droite relativemment à la structure injective et que H est injective-
ment fibrant, on déduit un isomorphisme :

homHo(M)(A,homM(R,H)[n]) ' homHo(PreShv(S,M))(R⊗ (A[−n])cst, H)

D’où le résultat. c.q.f.d

Corollaire 4.4.39 — Si H est un objet injectivement fibrant de PreShv(S,M), alors la flèche `(H) :
H // LH est une équivalence top-locale.

Demonstration On vérifie immédiatement que la composée Π0(A[−n], H) // Π0(A[−n],L(H)) ' Π′0(A[−n], H)
est égale au morphisme évident. Le résultat découle alors du lemme 4.4.37. c.q.f.d

Plus généralement, nous avons :
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Proposition 4.4.40 — Soit M une catégorie de coefficients. Soit f : H // K une flèche de PreShv(S,M)

induisant un isomorphisme atop(f) : atopH
∼ // atopK sur les faisceaux associés. Alors, f est une équivalence top-

locale.

Demonstration On procède en deux étapes. Notre point de départ sera le corollaire 4.4.39, affirmant que H // LH
est une équivalence top-locale pour H injectivement fibrant.
Étape 1 : Soit f : H // H ′ une flèche de PreShv(S,M) avec H injectivement fibrant. On suppose qu’il existe un
relèvement r : H ′ // LH dans le carré commutatif :

H
`(H) //

f
��

LH

L(f)

��
H ′

`(H′)

//

r

<<

LH ′

Alors f est une équivalence top-locale.
En effet, soit i : H ′ // Q une cofibration triviale injective avecQ un objet injectivement fibrant de PreShv(S,M).

Le diagramme commutatif :
H ′ //

��

LH // LH ′

��
Q // LQ

fournit le digramme commutatif :
H // H ′ //

��

LH

��
Q // Q

∐
H′ LH // LQ

où les flèches verticales sont des équivalences faibles. En passant aux Πtop
0 (A[−n],−) (avec n ∈ Z et A ∈ E) on obtient

le diagramme de faisceaux d’ensembles :

Πtop
0 (A[−n], H) //

∼

++
Πtop

0 (A[−n], H ′) //

∼
��

Πtop
0 (A[−n],LH)

∼
��

Πtop
0 (A[−n], Q) //

∼

33
Πtop

0 (A[−n], Q
∐
H′ LH) // Πtop

0 (A[−n],LQ)

Ceci montre que la flèche Πtop
0 (A[−n], H ′) // Πtop

0 (A[−n],LH) est surjective et injective. D’où le résultat.

Étape 2 : On traite maintenant le cas général. En considérant le diagramme commutatif :

H

��

`(H) // LH
`(LH) //

��

L2H

��

`(L2H)// . . . // LλH

∼

��
K

`(K)
// LK

`(LK)
// L2K

`(L2K)

// . . . // LλK

et en utilisant le fait que Wtop est stable par colimite filtrantes, on voit qu’il suffit de montrer que pour tout préfaisceau
M à valeurs dans M, la flèche M // LM est une équivalence top-locale.

Choisissons une cofibration injective triviale M // N avec N un préfaisceau injectivement fibrant. Les flèches
horizontales dans le carré commutatif :

M //

��

N

��
LM // N

∐
M LM
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sont des équivalences faibles. Il suffit donc de prouver que N // N
∐
M LM est une équivalence top-locale. On

montrera que la condition de l’étape 1 est vérifiée avec r la flèche :

N
∐
M LM // LN

déduite du carré commutatif :

M //

��

N

��
LM // LN

Il reste à montrer que la composée suivante :

b : N
∐
M LM // LN // L (N

∐
M LM)

coïncide avec la flèche `(N
∐
M LM). Remarquons que b est le coproduit des deux composées :

N // LN // L (N
∐
M LM) et LM // LN // L (N

∐
M LM)

D’autre part, on dispose d’un diagramme commutatif :

N
`(N) //

��

LN

��
N
∐
M LM

`(N
‘
M LM) // L (N

∐
M LM)

LM
`(LM)

//

OO

L2M

OO

Ceci montre que `(N
∐
M LM) est le coproduit des composées :

N // LN // L (N
∐
M LM) et LM // L2M // L (N

∐
M LM)

Il reste donc à voir que les composées suivantes sont égales :

(4.77) LM // LN // L (N
∐
M LM) et LM

`(LM)// L2M // L (N
∐
M LM)

Par le lemme 4.4.9, on a `(LM) = L(`(M)). Il vient que les deux composées (4.77) s’obtiennent par application du
foncteur L aux deux composées :

M // N // N
∐
M LM et M // LM // N

∐
M LM

Le résultat recherché est maintenant clair. c.q.f.d

On fait maintenant la définition suivante :

Definition 4.4.41 — Soit f une flèche de Shvtop(S,M).
1- f est dite une équivalence faible lorsqu’elle est une équivalence top-locale une fois considérée dans PreShv(S,M).

On note W la classe des équivalences faibles entre faisceaux.
2- f est dite une fibration projective (resp. injective) lorsqu’elle est une fibration projective (resp. injective) top-

locale, une fois considérée dans PreShv(S,M). On note Fibproj (resp. Fibinj) la classe des fibrations projectives
(resp. injectives) entre faisceaux.

3- f est dite une cofibration projective (resp. injective) lorsqu’elle admet la propriété de relèvement à gauche par
rapport aux fibrations projectives (resp. injectives) triviales. On note Cofproj (resp. Cof inj) la classe des cofibrations
projectives (resp. injectives) entre faisceaux.

Notons le lemme suivant :

Lemme 4.4.42 — Soit (F,G) : C // D un couple de foncteurs adjoints avec (C,W,Cof ,Fib) une catégorie
de modèles α-présentable par cofibrations et D une catégorie complète et cocomplète. On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites :



524 La construction de 2-foncteurs homotopiques stables

– G est pleinement fidèle et α-accessible.
– F commute aux limites finies.
– Le foncteur G ◦ F préserve les objets β-accessibles pour β supérieur ou égal à α.
– Pour tout A ∈ Ob(C), l’unité A // G ◦ F (A) est une équivalence faible.

Alors, le quadruplet (D, G−1W, FCof , G−1Fib) est une catégorie de modèles α-présentable par cofibrations. De plus,
(F,G) devient une équivalence de Quillen.

Demonstration Le fait que D est une catégorie présentable découle de la proposition 4.2.21. La dernière condition
de l’énoncé, montre que G ◦FW ⊂W. Il vient que FW ⊂ G−1W. Comme F ◦G ' id, on déduit que FW = G−1W.
Il vient que F (Cof ∩W) = FCof ∩G−1W. On a aussi G−1(Fib∩W) = G−1Fib∩G−1W. L’axiome (MC4) découle
alors par un jeu d’adjonction. On obtient aussi les formules :

G−1Fib = LLP(F (Cofα ∩W)) et G−1Fib ∩G−1W = RLP(FCofα)

L’axiome (MC5) s’obtient à l’aide de l’argument du petit objet. Les autres axiomes et propriétés sont faciles. c.q.f.d

En appliquant le lemme 4.4.42 ci-dessus, on obtient :

Corollaire 4.4.43 — Les deux triplets (W,Cofproj ,Fibproj) et (W,Cof inj ,Fibinj) définissent des structures
de catégories de modèles présentables par cofibrations sur la catégorie Shvtop(S,M). De plus, cette dernière est Quillen
équivalente à PreShv(S,M) munie de ses structures top-locales.

4.4.3 Fonctorialité élémentaire
Soit C une catégorie complète et cocomplète. Un foncteur f : S // S′ entre petites catégories induit un foncteur

évident f∗ : PreShv(S′,C) // PreShv(S,C) qui à un préfaisceau H ′ sur S′ associe H ′ ◦ f . On a :

Lemme 4.4.44 — Le foncteur f∗ admet un adjoint à gauche f∗ : PreShv(S,C) // PreShv(S′,C) qui à un
préfaisceau K sur S associe le préfaisceau f∗K tel que :

(4.78) f∗K(U ′) = Colim
U ′→f(U)∈Ob(U ′\S)

K(U) pour U ′ ∈ Ob(S′)

(voir la remarque 2.1.29 pour la définition de la catégorie U ′\S).

Demonstration Il est facile de voir que le préfaisceau f∗K défini par (4.78) est égal au coégalisateur :

(4.79) Coeq

 ∐
U→V ∈Fl(S)

f(U)⊗K(V )cst
////

∐
U∈Ob(S)

f(U)⊗K(U)cst


Une flèche de (4.79) vers L′ ∈ Ob(PreShv(S′,C)) correspond à un élément de :

Eq

 ∏
U∈Ob(S)

homPreShv(S,C)(f(U)⊗K(U)cst, L′)
////

∏
U→V ∈Fl(S)

homPreShv(S,C)(f(U)⊗K(V )cst, L′)



= Eq

 ∏
U∈Ob(S)

homC(K(U), L′ ◦ f(U)) // //
∏

U→V ∈Fl(S)

homC(K(V ), L′ ◦ f(U))

 = homPreShv(S,C)(K,L′ ◦ f)

D’ où le résultat. c.q.f.d

Lorsque K est un préfaisceau d’ensembles représentable par U ∈ Ob(S), le préfaisceau f∗K est canoniquement
représentable par f(U).

Remarque 4.4.45 — Soient F ∈ Ob(PreShv(S)) et K ∈ Ob(PreShv(S,C)). De la formule (4.78), on déduit
immédiatement un isomorphisme canonique f∗F⊗f∗K ' f∗(H⊗K). On déduit alors la formule d’adjonction habituelle
hom(f∗F,H ′) ' hom(F, f∗H ′) pour H ′ ∈ Ob(PreShv(S′,C)). En appliquant homC(∗,−) à cet isomorphisme, on
déduit également homC(f∗F,H ′) ' homC(F, f∗H ′).

Lorsque C est une catégorie de modèles, on a le résultat simple suivant :

Proposition 4.4.46 — Soit M une catégorie de modèles présentable par cofibrations. Alors l’adjonction (f∗, f∗) :
PreShv(S,M) // PreShv(S′,M) est une adjonction de Quillen lorsque les catégories de préfaisceaux sont munies
des structures projectives de la définition 4.4.18.
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Demonstration En effet, le foncteur f∗ préserve les équivalences faibles et les fibrations projectives. c.q.f.d

On introduit la terminologie suivante :

Definition 4.4.47 — Supposons donnés deux sites de Grothendieck (S, top) et (S′, top′).
1- Un foncteur f : S // S′ est dit continu lorsque pour tout faisceau d’ensembles F ′ sur (S′, top′), le préfaisceau

F ′ ◦ f : Sop // Ens est un faisceau sur (S, top).
2- Un pré-morphisme de sites f : (S′, top′) // (S, top) est un foncteur continu f : S // S′ .

Étant donné un pré-morphisme de sites f : (S′, top′) // (S, top) , on note f∗ : Shvtop′(S′) // Shvtop(S) le
foncteur image directe des faisceaux. Ce foncteur admet un adjoint à gauche, noté f∗ et donné par atop′ ◦ f∗ ◦ inc avec
inc le foncteur d’inclusion de la catégorie des faisceaux dans celle des préfaisceaux. On a le lemme :

Lemme 4.4.48 — Soient (S, top) et (S′, top′) deux sites de Grothendieck et f : S // S′ un foncteur. Alors
f est continu si et seulement si pour tout U ∈ Ob(S) et R ∈ Jtop(U), le morphisme évident f∗R // f∗U = f(U)
induit un isomorphisme après faisceautisation.

Demonstration La condition est suffisante. En effet, soit F ′ un faisceau d’ensembles sur S′ et vérifions que F ′ ◦ f
est encore un faisceau sur S. Soit R ∈ Jtop(U) une crible couvrante de U ∈ Ob(S). Le morphisme évident :

homPreShv(S)(U,F ′ ◦ f) // homPreShv(S)(R,F ′ ◦ f)

s’identifie via l’adjonction (f∗, f∗) à :

homPreShv(S′)(f∗U,F ′) // homPreShv(S′)(f∗R,F ′)

Étant donné que F ′ est un faisceau pour la topologie top′, cette application s’identifie également à :

(4.80) homShvtop′ (S
′)(atop′(f(U)), F ′) // homShvtop′ (S

′)(atop′(f∗R), F ′)

qui est bien un isomorphisme puisque le morphisme de faisceaux atop′(f∗R) // atop′(f(U)) est inversible par
hypothèse.

La condition est nécessaire. En effet, si f est continue, le raisonnement précédent montre que pour tout faisceau
d’ensembles F ′ sur S′ l’application (4.80) est inversible. On applique alors le lemme de Yoneda pour conclure. c.q.f.d

Corollaire 4.4.49 — Soit f : (S′, top′) // (S, top) un pré-morphisme de sites. Soit H ′ un faisceau sur S′

à valeurs dans une catégorie présentable C. Alors, H ′ ◦ f est encore un faisceau sur S.

Demonstration Soient U ∈ Ob(S) et R ∈ Jtop(U). La flèche homC(U, f∗H ′) // homC(R, f∗H ′) s’identifie à

homC(f∗U,H ′) // homC(f∗R,H ′) (voir la remarque 4.4.45). Le résultat découle alors du lemme 4.4.14. c.q.f.d

En particulier, sous les conditions du corollaire précédent on dispose d’une adjonction :

(f∗, f∗) : Shvtop(S,C) // Shvtop′(S′,C)

qui étend celle pour les faisceaux d’ensembles. Le foncteur f∗ sur les faisceaux à valeurs dans C est donné, comme
dans le cas des faisceaux d’ensembles, par atop′ ◦ f∗ ◦ inc.

Definition 4.4.50 — 1- Un pré-morphisme de sites f : (S′, top′) // (S, top) est dit un morphisme de sites

lorsque le foncteur f∗ : Shvtop(S) // Shvtop′(S′) commute aux limites finies.

2- Un pré-morphisme de sites f : (S′, top′) // (S, top) est dit un pseudo-morphisme de sites lorsque le foncteur

f∗ : Shvtop(S) // Shvtop′(S′) commute aux produits fibrés et aux égalisateurs.

Notre but est de montrer que les pseudo-morphismes de sites induisent des adjonctions de Quillen relativement
aux structures locales projectives. Pour M la catégorie des ensembles simpliciaux, la preuve de ce résultat utilise les
hyper-recouvrements (voir [DHI04]). Dans le cas géometrique, Morel et Voevodsky [MV90] déduisent ce résultat de
la propriété de Brown-Gersten [BG73] pour la topologie de Nisnevich.

Bien qu’il est tout à fait plausible que la méthode de [DHI04] s’étend à des catégories de modèles trés générales,
nous avons choisi une autre méthode qui fonctionne bien dans le cas où la catégorie de modèles M est stable. Voici
donc le théorème qu’on démontrera ici :
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Theoreme 4.4.51 — Soit M une catégorie de coefficients. Soit f : (S′, top′) // (S, top) un pseudo-morphisme

de sites. Alors, l’adjonction (f∗, f∗) : PreShv(S,M) // PreShv(S′,M) est une adjonction de Quillen relativement
aux structures locales projectives de la définition 4.4.34. De plus, le foncteur f∗ envoie les équivalences top-locales sur
des équivalences top′-locales.

Nous aurons besoin de quelques compléments sur les sites et leurs faisceaux. Soient (S, top) un site de Grothendieck
et T ⊂ Shvtop(S) une sous-catégorie pleine contenant l’image de S par le foncteur S // Shvtop(S) . On note

u : S // T le foncteur évident. On suppose donnée une classe de catégories complètes et cocomplètes C contenant
Ens. On munit T de la topologie top = topC la plus fine pour laquelle les préfaisceaux homC(−, G) : T // C sont
des faisceaux pour G ∈ Ob(Shvtop(S,C)) et C ∈ C (on verra dans la remarque 4.4.54 que la topologie topC ne dépend
pas du choix de C ). On a la proposition suivante :

Proposition 4.4.52 — 1- Soient U ∈ Ob(S) et R ∈ Jtop(U). Le morphisme de PreShv(T) :

(4.81) Colim
V→R∈Ob(S/R)

atop(V ) // atop(U)

où la colimite est prise dans la catégorie des préfaisceaux sur T, devient un isomorphisme après faisceautisation.
2- Soit F ∈ Ob(T). Le morphisme de PreShv(T) :

(4.82) Colim
U→F∈Ob(S/F )

atop(U) // F

où la colimite est prise dans la catégorie des préfaisceaux sur T, devient un isomorphisme après faisceautisation.

Demonstration On divise la preuve en plusieurs parties. On montre d’abord que (4.81) et (4.82) sont surjectifs sur
les faisceaux associés.
Partie A : Notons R′ le préfaisceau image de (4.81). Nous allons vérifier que R′ est une crible couvrante de atop(U).
Il s’agit de montrer pour G ∈ Ob(Shvtop(S,C)) (avec C ∈ C ) que le morphisme :

(4.83) G(U) = homC(atop(U), G) // Lim
E→R′∈Ob(T/R′)

homC(E,G)

est inversible. Le foncteur S/R // T/R′ qui à V → R associe atop(V )→ R′, fournit une rétraction de (4.83) :

(4.84) Lim
E→R′∈Ob(T/R′)

homC(E,G) // Lim
V→R∈Ob(S/R)

homC(atop(V ), G) = G(U)

Il suffit alors de voir que (4.84) est un monomorphisme. Pour cela, remarquons que par construction de R′, tout objet
E → R′ de T/R′ admet une flèche vers un élément de la forme atop(V )→ R′. Ceci montre que la flèche :

Lim
E→R′∈Ob(T/R′)

homC(E,G) // ∏
V→R∈Ob(S/R)

homC(atop(V ), G)

est un monomorphisme.
Partie B : Notons RF le préfaisceau image de (4.82). Nous allons vérifier que RF est une crible couvrante de F ∈ Ob(T).
On reprend l’argument de la partie A. Pour G ∈ Ob(Shvtop(S,C)) (avec C ∈ C ), le morphisme :

(4.85) homC(F,G) // Lim
E→RF∈Ob(T/RF )

homC(E,G)

est inversible. En effet, le foncteur S/F // T/RF qui à U → F associe atop(U) → RF , fournit une rétraction de
(4.85) :

(4.86) Lim
E→RF∈Ob(T/RF )

homC(E,G) // Lim
U→F∈Ob(S/F )

homC(atop(U), G) = homC(F,G)

Il reste à voir que (4.86) est un monomorphisme. Pour cela, remarquons que par construction de RF , tout objet
E → RF de T/RF admet une flèche vers un élément de la forme atop(U)→ RF . Ceci montre que la flèche :

Lim
E→RF∈Ob(T/RF )

homC(E,G) // ∏
U→F∈Ob(S/F )

homC(atop(U), G)
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est un monomorphisme.

Partie C : Montrons que (4.81) est un monomorphisme après application du foncteur L (voir la page 512). Supposons
donnés F ∈ Ob(T), P ∈ Jtop(F ) et une double flèche coégalisée par (4.81) :

P
//// Colim
V→R∈Ob(S/R)

atop(V ) // atop(U)

On note P ′ ⊂ P l’égalisateur de la double flèche ci-dessus. Il s’agit de montrer que P ′ est une crible couvrante de
atop(U) ∈ Ob(T).

Pour tout G → P ∈ Ob(T/P ), on dipose (par la partie B de la preuve) d’une crible couvrante engendrée par les
flèches atop(W )→ G avec W → G ∈ Ob(S/G). Il suffira donc de montrer que atop(W )×P P ′ ⊂ atop(W ) est une crible
couvrante de atop(W ) pour toute flèche atop(W ) → P . Il est clair que atop(W ) ×P P ′ est simplement l’égalisateur de
la double flèche (de source atop(W )) :

atop(W ) //
)) &&

P
//// Colim
V→R∈Ob(S/R)

atop(V )

Étant donné que atop(W ) est un préfaisceau représentable de PreShv(T), il existe Vi → R ∈ Ob(S/R) avec i ∈ {1, 2}
et une factorisation de la double flèche :

atop(V1)

##
atop(W )

77

''

**

11
Colim

V→R∈Ob(S/R)
atop(V )

atop(V2)

99

Notons Q la crible de W telle que Z → Q ∈ Ob(S/Q) si et seulement si les deux composées :

atop(Z) // atop(W ) // atop(V1) et atop(Z) // atop(W ) // atop(V2)

sont égales à l’image par atop de flèches Z // V1 et Z // V2 rendant commutatif le carré :

Z //

��

V1

��
V2

// U

Il est facile de voir que Q est une crible couvrante de W et qu’elle égalise atop(W ) //// ColimV→R∈Ob(S/R) atop(V ) .

Partie D : Il reste à montrer que (4.82) est un monomorphisme après application du foncteur L. On procède comme
dans la partie C. Supposons donnés E ∈ Ob(T), P ∈ Jtop(E) et une double flèche coégalisée par (4.82) :

P
// // Colim
U→F∈Ob(S/F )

atop(U) // F

On note P ′ ⊂ P l’égalisateur de la double flèche ci-dessus et on montre que P ′ ∈ Jtop(E).
Comme dans la partie C, on se ramène à montrer pour W ∈ Ob(S) et atop(W ) → P ∈ Ob(T/P ) que l’égalisateur

de la double flèche :

atop(W ) //
)) &&

P
// // Colim
U→F∈Ob(S/F )

atop(U)
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est une crible couvrante de atop(W ). Étant donné que atop(W ) est un préfaisceau représentable de T, il existe Vi →
R ∈ Ob(S/R) avec i ∈ {1, 2} et une factorisation de la double flèche :

atop(V1)

##
atop(W )

77

''

**

11
Colim

U→F∈Ob(S/F )
atop(U)

atop(V2)

99

Pour terminer, il suffit de remarquer qu’il existe une crible couvrante Q ∈ Jtop(W ) telle que pour tout Z → Q ∈ S/Q,
les deux composées :

atop(Z) // atop(W ) // atop(V1) et atop(Z) // atop(W ) // atop(V2)

sont égales à l’image par atop des flèches Z // V1 et Z // V2 rendant commutatif le carré de PreShv(S) :

Z //

��

V1

��
V2

// F

La proposition est prouvée. c.q.f.d

Pour C ∈ C , on note u! : Shvtop(S,C) // Shvtop(T,C) le foncteur qui à G ∈ Ob(Shvtop(S,C)) associe le

faisceau homC(−, G) : Top // Ens . Le résultat suivant est bien connu (voir [SGA 4]) :

Corollaire 4.4.53 — Le foncteur u : S // T induit un morphisme de sites. Pour C ∈ C , le foncteur
u∗ : Shvtop(T,C) // Shvtop(S,C) est une équivalence de catégories ayant pour inverse u!. De plus, on a un

isomorphisme canonique de foncteurs u∗ ' u!.

Demonstration Si E est un faisceau d’ensembles sur T, U ∈ Ob(S) et R une crible couvrante de U , on a :

homPreShv(S)(R, u∗(E)) = Lim
V→R∈Ob(S/R)

homPreShv(T)(atop(V ), E) ' homPreShv(T)

(
Colim

V→R∈Ob(S/R)
atop(V ), E

)
Par la proposition 4.4.52, le membre de droite est égal à E(atop(U)) = u∗(E)(U). Ceci montre que u∗E est un faisceau.
Le foncteur u est donc continu.

Pour G ∈ Ob(Shvtop(S),C), on a un isomorphisme évident u∗u!G ' G. De même, pour E ∈ Ob(Shvtop(T),C), et
F ∈ Ob(T), on a par la proposition 4.4.52, un isomorphisme E(F ) = LimU→F∈Ob(S/F )E(atop(U)) = homC(F, u∗E).
Ceci fournit un isomorphisme E ' u!u∗(E). D’où la seconde partie de l’énoncé.

En particulier, on déduit un isomorphisme canonique u∗ ' u!. Le foncteur u∗ commute aux limites projectives, car
c’est une équivalence de catégories. Le foncteur u induit donc un morphisme de sites. c.q.f.d

Remarque 4.4.54 — Par le corollaire 4.4.53, le foncteur u∗ : Shvtop(S) // Shvtop(T) est une équivalence de

catégories. Étant donnée que la topologie d’un site est uniquement déterminée par sa catégorie de faisceaux d’ensembles
(voir [SGA 4]), on déduit que la topologie topC de T ne dépend pas du choix de la classe C . En particulier, l’hypothèse
C ∈ C dans 4.4.53 est superflue.

Lemme 4.4.55 — Soit K un préfaisceau sur T à valeurs dans une catégorie présentable C. On a un isomorphisme
canonique atop(K) ' u!atopu∗(K). En particulier, on a u∗atop(K) ' atopu∗(K).

Demonstration On note a′top : PreShv(T,C) // Shvtop(T,C) le foncteur u! ◦ atopu∗. On montrera que a′top est

l’adjoint à droite de l’inclusion évidente (que l’on notera inc). On définit une transformation naturelle id // inc ◦ a′top
en prenant pour K un préfaisceau sur T et F ∈ Ob(T), la composée :

K(F ) // Lim
U→F∈Ob(S/F )

K(atop(U)) = Lim
U→F∈Ob(S/F )

u∗(K)(U) = homC(F, u∗(K)) // homC(F, atopu∗(K))
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Il est clair que si F est déja un faisceau sur T, la flèche K // inc ◦ a′top(K) est inversible. Il est également clair que

a′top appliqué à la transformation naturelle id // inc ◦ a′top est canoniquement isomorphe à l’identité. Le résultat

découle formellement de ces propriétés. c.q.f.d

Proposition 4.4.56 — Gardons les notations et les hypothèses ci-dessus. Soit M une catégorie de coeffi-
cients. L’adjonction (u∗, u∗) : PreShv(S,M) // PreShv(T,M) est une équivalence de Quillen relativement aux
structures locales projectives. De plus, le foncteur u∗ preserve et détecte les équivalences locales.

Demonstration Pour n ∈ Z et A ∈ E, le foncteur Π0(A[−n], u∗(−)) est égal à u∗Π0(A[−n],−). Étant donné que
le foncteur u∗ commute à la faisceutisation (voir le lemme 4.4.55), on déduit un isomorphisme Πtop

0 (A[−n], u∗(−)) '
u∗Π

top
0 (A[−n],−). Comme u∗ : Shvtop(T) // Shvtop(S) est une équivalence de catégories, les deux assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) f est une équivalence top-locale,
(ii) u∗(f) est une équivalence top-locale,

pour tout f ∈ Fl(PreShv(T,M)).
Montrons que u∗ preserve les équivalences top-locales. Soit g : L // M une équivalence top-locale de préfais-

ceaux sur S à valeurs dans M. Étant donné que u∗ commute à la faisceautisation, on peut supposer par la proposi-
tion 4.4.40 que L et M sont des faisceaux. Le résultat découle alors de l’équivalence entre (i) et (ii) et du fait que
u∗u

∗(g) ' u∗u
!(g) ' g. Il vient que (u∗, u∗) est une adjonction de Quillen relativement aux structures projectives

locales.
Il reste à voir que Ru∗ est une équivalence de catégories. Comme u∗ preserve les équivalences locales, il se dérive

trivialement. Il suffit donc de montrer que le foncteur u∗ : Shvtop(T,M)[W−1] // Shvtop(S,M)[W−1] est une
équivalence de catégories. Ceci découle immédiatement de l’équivalence entre les assertions (i) et (ii) et du fait que
u∗ : Shvtop(T,M) // Shvtop(S,M) est une équivalence de catégories. c.q.f.d

Revenons à la preuve du théorème 4.4.51. On sait que (f∗, f∗) est une adjonction de Quillen pour les structures
projectives de la définition 4.4.18. Il reste à montrer que f∗ : PreShv(S,M) // PreShv(S′,M) preserve les
équivalences locales. Notons T ⊂ Shvtop(S) (resp. T′ ⊂ Shvtop(S′)) la plus petite sous-catégorie contenant l’image
de S (resp. S′) et stable par produits fibrés et égalisateurs. Comme f∗ : Shvtop(S) // Shvtop′(S′) commute aux

produits fibrés et égalisateurs, il induit un foncteur g : T // T′ tel que le carré :

S
u //

f

��

T

g

��
S′

u′ // T′

est commutatif (à isomorphisme canonique près). On déduit alors un carré :

PreShv(S,M) u∗ //

f∗

��

PreShv(T,M)

g∗

��
PreShv(S′,M) u′∗ // PreShv(T′,M)

commutatif à isomorphisme canonique près. Par la proposition 4.4.56, les foncteurs u∗ et u′∗ preservent et détectent
les équivalences locales. Il suffit donc de montrer que g∗ preserve les équivalences locales. On s’est donc ramené au cas
où S et S′ admettent les produits fibrés et les égalisateurs et le foncteur f : S // S′ y commute. C’est sous cette
hypothèse que nous démontrerons le théorème 4.4.51. Le lemme clef est le suivant :

Lemme 4.4.57 — Soit M une catégorie de coefficients. Soit f : S // S′ un foncteur entre petites catégories.
On suppose que les catégories S et S′ admettent les produits fibrés et les égalisateurs et que f y commutent. Alors, pour
K ∈ Ob(PreShv(S,M)), n ∈ Z et A ∈ E, le morphisme évident :

(f∗)AbΠ0(A[−n],K) // Π0(A[−n], f∗K)

est inversible (avec (f∗)Ab : PreShv(S,Ab) // PreShv(S′,Ab) le foncteur image inverse de préfaisceaux de
groupes abéliens).
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Demonstration Rappelons que pour U ′ ∈ Ob(S′) et F un préfaisceau sur S, on a :

f∗F (U ′) = ColimU ′→f(U)∈Ob(U ′\S)F (U)

Il s’agit de montrer que le foncteur homHo(M)(A[−n],−) : M // Ab commute aux colimites suivant (U ′\S)op.
Étant donné que S admet les produits fibrés et les égalisateurs et que f y commute, la catégorie (U ′\S)op est pseudo-
filtrante au sens de [SGA 4]. Plus précisément, (U ′\S)op est une union disjointe de catégories filtrantes. Il suffit donc
de démontrer que homHo(M)(A[−n],−) commute aux colimites filtrantes ainsi qu’aux coproduits quelconques.

La commutation avec les colimites filtrantes est vraie par la définition 4.4.23. En écrivant un coproduit quel-
conque comme une colimite filtrante de coproduits finis, on voit qu’il suffit de montrer que le morphisme évident :
homHo(M)(A[−n], P )⊕ homHo(M)(A[−n], Q) // homHo(M)(A[−n], P

∐
Q) est inversible pour tout P, Q ∈ Ob(M).

Étant donné que le coproduit de deux équivalences faibles est une équivalence faible (voir la définition 4.4.23) on peut
supposer que P et Q sont des objets cofibrants. Le résultat découle alors du fait que Ho(M) est additive puisque M
est supposée stable. c.q.f.d

Il est maintenant aisé d’achever la preuve du théorème 4.4.51, i.e., de prouver que le foncteur f∗ préserve les équiva-
lences locales. Soit u : H // K une équivalence top-locale de PreShv(S,M). Soient n ∈ Z et A ∈ E. Par le lemme

4.4.57 et l’isomorphisme atop′ ◦ f∗ ' f∗ ◦ atop, la flèche Πtop′

0 (A[−n], u) : Πtop′

0 (A[−n], f∗H) // Πtop′

0 (A[−n], f∗K)
s’identifie à :

(f∗)AbΠ
top
0 (A[−n], u) : (f∗)AbΠ

top
0 (A[−n], H) // (f∗)AbΠ

top
0 (A[−n],K)

Elle est donc inversible. Ceci montre que f∗(u) est une équivalence top′-locale. c.q.f.d

Dans la section 4.5, nous utiliserons le théorème 4.4.51 sous une forme généralisée que nous allons décrire.

Definition 4.4.58 — Soit (S, top) un site de Grothendieck. Une P -structure sur S est la donnée pour tout
U ∈ Ob(S) d’un site (EU , topU ) avec EU ⊂ S/U une sous-catégorie pleine et tel que :

– l’identité de U est dans EU ,
– la composée EU ⊂ S/U // S induit un pseudo-morphisme de sites eU : (S, top) // (EU , topU ) ,

– pour F un préfaisceau d’ensembles sur S, le morphisme atopU (eU )∗(F ) // (eU )∗atop(F ) est inversible.

La terminologie choisie dans la définition 4.4.58 est inspirée de la notion de petits sites, v.s., gros sites associé à un
schéma X. On a le résultat suivant :

Proposition 4.4.59 — Soit M une catégorie de coefficients. On garde les notations de la définition 4.4.58.
La structure locale (Wtop,Cofproj ,Fibproj−top) sur PreShv(S,M) est la localisation de Bousfield de la structure
projective (W,Cofproj ,Fibproj) suivant la classe des flèches de la forme (eU )∗(a) avec U ∈ Ob(S) et a ∈ WtopU ∩
Cofproj ⊂ Fl(PreShv(EU ,M)) de source projectivement cofibrante.

Demonstration Soit β un cardinal et notons LP,β la classe des flèches de la forme (eU )∗(a) avec U ∈ Ob(S) et
a ∈WtopU ∩Cofproj de source cofibrante et de but β-accessible. Notons (WP,β ,Cofproj ,Fibproj−P,β) la localisation
de Bousfield de la structure projective sur PreShv(S,M) suivant la classe essentiellement petite LP,β . Par le théorème
4.4.51, les flèches (eU )∗(a) sont des équivalences top-locales. Il s’agit donc de démontrer que Wtop ⊂ WP,β pour β
suffisament grand. On prendra β tel que la structure projective locale sur PreShv(EU ,M) coïncide avec la localisation
de Bousfield de la structure projective suivant la classe LtopU ,β des équivalences topU -locales de buts β-accessibles.

Soit f : H // K une équivalence top-locale de PreShv(S,M) et montrons que f ∈WP,β . On peut supposer
que f est une fibration entre objets fibrants relativement à la structure (WP,β ,Cofproj ,Fibproj−P,β). Par le choix de
β, l’adjonction ((eU )∗, (eU )∗) est une adjonction de Quillen entre :

(PreShv(EU ,M),WtopU ,Cofproj ,FibtopU−proj) et (PreShv(S,M),WP,β ,Cofproj ,Fibproj−P,β)

pour tout U ∈ Ob(S). Il vient que (eU )∗f est une fibration entre objets fibrants relativement à la structure topU -locale
projective. D’autre part, la troisième condition de la définition 4.4.58, fournit un isomorphisme ΠtopU

0 (A[−n], (eU )∗(−)) '
(eU )∗Π

top
0 (A[−n],−) pour n ∈ N et A ∈ Ob(M). On voit alors que (eU )∗ préserve les équivalences locales. Ainsi, (eU )∗f

est une fibration triviale. Il vient que f(U) est une équivalence faible de M. Ceci étant vrai pour tout U ∈ Ob(S), nous
avons obtenu que f est une équivalence faible de préfaisceaux. c.q.f.d

Definition 4.4.60 — Soit (S, top) et (S′, top′) deux sites de Grothendieck munis de P -structures E et E′. Un
pré-morphisme de sites (S′, top′) // (S, top) est dit compatible aux P -structures, lorsque pour tout U ∈ Ob(S) :

– le foncteur fU : S/U // S′/f(U) envoie EU dans E′f(U) et induit donc un foncteur fE
U : EU // E′f(U)

,

– le foncteur fE
U définit un pseudo-morphisme de sites fE

U : (E′f(U), top
′
f(U))

// (EU , topU ) .
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Theoreme 4.4.61 — On se donne un pré-morphsime de sites f : (S′, top′) // (S, top) compatible à deux

P -structures sur S et S′ comme dans la définition 4.4.60. Alors, (f∗, f∗) : PreShv(S,M) // PreShv(S′,M) est
une adjonction de Quillen relativement aux structures locales projectives.

Demonstration Il suffit de montrer que Lf∗ : Ho(PreShv(S,M) // Ho(PreShv(S′,M) envoie la flèche (eU )∗a

sur une équivalence top′-locale pour toute équivalence topU -locale a de but et source cofibrants. Étant donné le carré
commutatif de pré-morphismes de sites :

EU
eU //

fE
U

��

S

f

��
E′f(U)

e′f(U) // S′

on voit que Lf∗L(eU )∗(a) ' L(e′f(U))
∗L(fE

U )∗(a). Le résultat découle alors du théorème 4.4.51 et du fait que fE
U et

e′f(U) sont des pseudo-morphismes de sites. c.q.f.d

4.4.4 Cas où M est monoïdale

Notons d’abord le résultat simple suivant :

Proposition 4.4.62 — Soit M une catégorie de modèles monoïdale (resp. et symétrique). On suppose que
M est présentable. La catégorie PreShv(S,M) est alors naturellement une catégorie de modèles monoïdale (resp. et
symétrique) relativement aux structures projectives et injectives de la définition 4.4.18.

Demonstration Le cas de la structure injective est évident. Le cas de la structure projective se ramène au cas de
la structure injective étant donné que Cofproj ⊂ Cof inj . c.q.f.d

Lorsque M admet un objet unité cofibrant 1, PreShv(S,M) est alors une catégorie de modèles monoïdale unitaire
pour la structure injective. C’est également le cas pour la structure projective si S admet un objet final (i.e., le
préfaisceau final est représentable). Pour démontrer l’anaolgue de la proposition précédente pour les structures top-
locales, nous aurons besoin de supposer que le site (S, top) admet suffisament de points.

Proposition 4.4.63 — Supposons que la catégorie de coefficients M est aussi une catégorie de modèles monoïdale
(resp. et symétrique). Si le site (S, top) admet suffisment de points, alors PreShv(S,M) est une catégorie de modèles
monoïdale (resp. et symétrique) relativement aux structures projective et injective top-locales

Demonstration Par la proposition 4.2.76, il faut vérifier que u⊗K est encore une équivalence top-locale pour K un
préfaisceau projectivement (resp. injectivement) cofibrant et u : G // H une équivalence top-locale entre objets
projectivement (resp. injectivement) cofibrants. Étant donné que −⊗− preserve les équivalences faibles de préfaisceaux
entre objets injectivement cofibrants, il suffit de traiter le cas non-respé.

Soit (x∗, x∗) : Ens // Shvtop(S) un point pour la topologie top. Notons E l’image de S dans Ens par le foncteur
x∗. On munit E de la topologie t induite par celle de Ens de sorte que Shvt(E) ' Ens. Le point (x∗, x∗) est donc
induit par un morphisme de sites x : (E, t) // (S, top) .

On fixe une famille conservative de points xα : (Eα, tα) // (S, top) avec Eα ⊂ Ens comme ci-dessus et contenant
le singleton ∗ = {∅}. Par la preuve du théorème 4.4.51, on a pour n ∈ Z et A ∈ E, un isomorphisme canonique
x∗α(Πtop

0 (A[−n],−)) ' Πtα
0 (A[−n], x∗α(−)). Ainsi, une flèche f de PreShv(S,M) est une équivalence top-locale si et

seulement si Πtα
0 (A[−n], x∗α(f)) est inversible, ce qui revient à dire que homHo(M)(A[−n], x∗α(f)(∗)) est inversible.

Comme la famille des homHo(M)(A[−n],−) detecte les équivalences faibles, on a une équivalence entre :
(i) f est une équivalence top-locale,
(ii) pour tout α, x∗α(f)(∗) est une équivalence faible de M.
Il nous reste donc à montrer que x∗α(u ⊗K)(∗α) est une équivalence faible. Comme x∗α est monoïdal, cette flèche

s’identifie à x∗α(u)(∗α) ⊗ x∗α(K)(∗α). Comme x∗α est un foncteur de Quillen à gauche, x∗α(K)(∗α) est cofibrant et
x∗α(u)(∗α) est une équivalence faible entre objets cofibrants. D’où le résultat. c.q.f.d

4.5 Le dérivateur algébrique homotopique et stable SH
Dans ce numéro, nous construisons le 2-foncteur SH et vérifions qu’il est un dérivateur algébrique homotopique

et stable au sens de la définition 2.4.13. Tout est formel à l’exception de l’axiome de localité. Nous suiverons pour
cela la méthode de Morel et Voevodsky [MV90]. On fixe un schéma de base S. Rappelons que DiaSch/S désigne
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la 2-catégorie des diagrammes de S-schémas (voir la définition 2.4.4). Un objet (F , I) de DiaSch/S est un foncteur
covariant F : I // Sch/S de source une petite catégorie.

Le symbole τ ∈ {Nis, ét} désignera l’une des topologies usuelles : Nisnevich ou étale (quasi-compact). Nous fixons
une catégorie de coefficients M. Rappelons que E ⊂ Ob(M) est un ensemble d’objets homotopiquement compacts qui
engendre la catégorie triangulée Ho(M) avec petites sommes.

4.5.1 Le 2-foncteur PreShv(Sm/(−,−),M)

Étant donné un diagramme de S-schémas (F , I), on notera Sm/(F , I) la catégorie dont les objets sont les couples
(U, i) avec i ∈ Ob(I) et U un F (i)-schéma lisse. On notera (U → F (i), i) cet objet si on veut mettre en évidence le
morphisme structural de F (i)-schémas. Une flèche (U ′, i′) // (U, i) dans Sm/(F , I) est un couple (U ′ → U, i′ → i)
tel que le carré :

U ′ //

��

U

��
F (i′) // F (i)

commute. Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de DiaSch/S. Nous allons associer à (f, α) un foncteur

(f, α)∗ : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(G , J),M) . On dispose d’une factorisation canonique :

(4.87) (G , J)
f // (F ◦ α, J) α // (F , I)

Nous construirons f∗ et α∗ séparément.
On considère le foncteur f = −×F G : Sm/(F ◦ α, J) // Sm/(G , J) qui à un couple (V, j), avec j ∈ Ob(J) et

V un F (α(j))-schéma lisse, associe le couple (V ×F(α(j)) G (j), j). Ce foncteur induit une adjonction :

(4.88) (f∗, f∗) : PreShv (Sm/(F ◦ α, J),M) // PreShv (Sm/(G , J),M)

D’autre part, le 1-morphisme α : (F ◦ α, J) // (F , I) induit un foncteur :

ᾱ : Sm/(F ◦ α, J) // Sm/(F , I)

qui à un couple (U → F (α(j)), j) associe (U → F (α(j)), α(j)). On définit alors le foncteur α∗ par :

(4.89) α∗ = ᾱ∗ : PreShv (Sm/(F , I),M) // PreShv (Sm/(F ◦ α, J),M)

Definition 4.5.1 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. On définit
le foncteur :

(4.90) (f, α)∗ : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(G , J),M)

par la composée PreShv(Sm/(F , I),M) α∗ // PreShv (Sm/(F ◦ α, J),M)
f∗ // PreShv(Sm/(G , J),M) .

Le lemme ci-dessous est évident. Il découle immédiatement de la description de l’image inverse des préfaisceaux
(voir la formule (4.78) du lemme 4.4.44) :

Lemme 4.5.2 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de DiaSch/S. Soit H un préfaisceau sur
Sm/(F , I) à valeurs dans M. Le préfaisceau (f, α)∗H est donné par l’association :

(V, j) ∈ Ob(Sm/G (j)) Colim
V→U×F(α(j))G (j)∈Ob(V \(Sm/F(α(j))))

H(U,α(j))

Proposition 4.5.3 — L’association (f, α) (f, α)∗ s’étend naturellement en un 2-foncteur contravariant :

PreShv(Sm/(−,−),M) : DiaSch/S // Cat
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Demonstration Soient deux 1-morphismes composables dans DiaSch/S :

(H ,K)
(g,β) // (G , J)

(f,α) // (F , I)

Pour H un préfaisceau sur Sm/(F , I) à valeurs dans M et (W → H (k), k) ∈ Ob(Sm/(H ,K)), on a par le lemme
4.5.2 :

[(g, β)∗(f, α)∗H](W,k) = Colim
W→V×G (β(k))H (k)

[(f∗, α)∗H](V, β(k))

= Colim
W→V×G (β(k))H (k)

(
Colim

V→U×F(α(β(k)))G (β(k))
H(U,α ◦ β(k))

)
' Colim
W→U×F(α◦β(k))H (k)

H(U,α ◦ β(k))

= [(α ◦ β, f ◦ g)∗H](W,k)

Ceci fournit une transformation naturelle inversible (g, β)∗(f, α)∗ ' (α ◦ β, f ◦ g)∗. La relation de cocylce pour cet
isomorphisme de connexion découle de la relation de cocycle pour la composition des foncteurs colimites.

Soient (f, α), (f ′α′) : (G , J) // (F , I) deux 1-morphismes de DiaSch/S et t : α // α′ une transformation
naturelle rendant le carré :

G

f

��

G

f ′

��
F ◦ α t // F ◦ α′

commutatif. Nous allons définir une transformation naturelle t∗ : (f ′, α′)∗ // (f, α)∗ . Pour j ∈ Ob(J) et V un

G (j)-schéma lisse, la transformation naturelle t définit un foncteur V \ (Sm/F (α′(j))) // V \ (Sm/F (α(j))) qui à
un couple (U ′ → F (α′(j)), V → U ′ ×F(α′(j)) G (j)) associe le couple :(

U ′ ×F(α′(j)) F (α(j))→ F (α(j)), V → U ′ ×F(α′(j)) G (j) '
(
U ′ ×F(α′(j)) F (α(j))

)
×F(α(j)) G (j)

)
Ce foncteur et les flèches H(U ′, α′(j)) // H(U ′ ×F(α′(j)) F (α(j)), α(j)) induisent un morphisme dans M :

Colim
(U ′→F(α′(j)),V→U ′×F(α′(j))G (j))

H(U ′, α′(j)) // Colim
(U→F(α(j)),V→U×F(α(j))G (j))

H(U,α(j))

et donc la transformation naturelle t∗. La commutation de ces transformations naturelles avec les isomorphismes de
connexion est laissée aux lecteurs. c.q.f.d

Proposition 4.5.4 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. Le
foncteur (f, α)∗ admet un adjoint à droite (f, α)∗. Si (f, α) est lisse argument par argument, le foncteur (f, α)∗ admet
un adjoint à gauche (f, α)#.

Demonstration En utilisant la décomposition (f, α) = α ◦ f on est ramené à distinguer deux cas.
Le cas de f : (G , J) // (F ◦ α, J) . Le foncteur f∗ est l’image inverse suivant le foncteur

f = (−×F G ) : Sm/(F ◦ α, J) // Sm/(G , J)

Il admet un adjoint à droite, à savoir, le foncteur image directe qui à un préfaisceau H sur Sm/(G , J) associe H ◦ f .
Lorsque les morphismes f(j) sont lisses, le foncteur f : Sm/(F ◦ α, J) // Sm/(G , J) admet un adjoint à droite cf
qui à (V → G (j), j) associe le couple (V → G (j)→ F (α(j)), j). L’adjoint à gauche f# de f∗ est donc donné par c∗f .
On a de plus f∗ = (cf )∗.

Le cas de α : (F ◦ α, J) // (F , I) . Le foncteur α∗ est construit comme l’image directe suivant le foncteur ᾱ. Il

admet donc un adjoint à gauche α# = ᾱ∗ et un adjoint à droite α∗ = ᾱ!. c.q.f.d

Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. Pour i ∈ Ob(I) on forme la face
carrée dans DiaSch/S :

(4.91)

F (i) (F , I)

(G , J)(G /i, J/i)

//
(idF(i), i)

//
(id, ui)

��

(f/i)

��

(f, α)oooos{
r
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Le lemme suivant découle immédiatement de la construction du foncteur α∗ = ᾱ!.

Lemme 4.5.5 — La transformation naturelle (idF(i), i)∗(f, α)∗ // (f/i)∗(id, ui)∗ est inversible.

De même, lorsque les foncteurs F et G sont constants de valeur le S-schéma F , on peut former la face carrée :

(4.92)

(F, i) (F, I)

(F, J)(F, i\J)

//i

//ui

��

α/i

��

αxxxx
7?r

On a alors :

Lemme 4.5.6 — La transformation naturelle (α/i)#u
∗
i

// i∗α# est inversible.

Soit f : G // F un morphisme de I-diagrammes de S-schémas. Pour un foncteur α : J // I , on forme le
carré commutatif :

(4.93) (G ◦ α, J)

f|J

��

α // (G , I)

f

��
(F ◦ α, J) α

// (F , I)

On a alors :

Lemme 4.5.7 — La transformation naturelle α∗f∗ // (f|J)∗α∗ est inversible. Supposons de plus que f est

cartésien et lisse argument par argument. Alors, (f|J)#α
∗ // α∗f# est inversible.

Demonstration La première assertion est évidente. En effet, les foncteurs α∗, f∗ et (f|J)∗ sont des images directes.
Pour montrer la seconde assertion, on se ramène immédiatement au cas où α est le foncteur i : ∗ // I pour
i ∈ Ob(I). Pour U un F (i)-schéma lisse et K ∈ Ob(PreShv(Sm/(G , I),M)) , on a :

f#K(U, i) = Colim
(U,i)→(V→G (j)→F(j),j)∈Ob((U,i)\(Sm/(G ,I)))

K(V, j)

Comme f est cartésien, les flèches (U, i) → (V → G (j) → F (j), j) se factorisent canoniquement par (U, i) →
(V ×G (j) G (i)→ G (i)→ F (i), i). Il vient que la colimite ci-dessus se réecrit :

f#K(U, i) = Colim
(U,i)→(V→G (i)→F(i),i)∈Ob(U\(Sm/G (i)))

K(V, i) = f(i)#i
∗(K)(U)

Le lemme est démontré. c.q.f.d

Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. Il sera pratique dans la suite de considérer sur PreShv(Sm/(F , I),M)
une structure de modèles intermédiaire entre la structure projective et la structure injective.

Definition 4.5.8 — Un morphisme f : H // K de préfaisceaux sur Sm/(F , I) à valeurs dans M est une
cofibration semi-projective si pour tout i ∈ Ob(I), le morphisme (idF(i), i)∗(f) est une cofibration projective dans
PreShv(Sm/F (i),M). La classe des cofibrations semi-projectives est notée par Cofs−pr. On définit la classe Fibs−pr
des fibrations semi-projectives par la propriété de relèvement à droite par rapport à Cofs−pr ∩W.

La preuve de la proposition suivante est calquée sur celle de la proposition 4.4.17.

Proposition 4.5.9 — Le triplet (W,Cofs−pr,Fibs−pr) est une structure de modèles présentable par cofibrations
sur la catégorie PreShv(Sm/(F , I),M).

Demonstration Le résultat est vrai lorsque M est seulement supposée présentable par cofibrations. On montrera
uniquement que RLP((Cofs−pr)β ∩W) = Fibs−pr pour β suffisament grand. Soit α un cardinal majorant celui de
I et de Sm/S et tel que M est α-présentable par cofibrations. On prendra β un cardinal comme dans la proposition
4.2.41.
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Soit f ∈ RLP((Cofs−pr)β ∩W) et montrons que f ∈ RLP(Cofs−pr ∩W). On se donne un carré commutatif dans
PreShv(Sm/(F , I),M) :

A //

u

��

H

f

��
B // K

avec u une cofibration triviale semi-projective. Pour i ∈ Ob(I), on note ?(i) la restriction de ? à Sm/F (i). On choisit
une section ri : B(i) // Φc0f (u(i)) comme dans le cas respé de la définition 4.2.45.

On considère l’ensemble E formé des classes d’isomorphisme des familles (vi, ai)i∈Ob(I) avec :
– vi : A(i) // T (i) une sous-cofibration ri-normale de c0(u(i)),

– ai : s(T (i)) // H(i) avec s(T (i)) = T (i)×Φc0f (u(i)),ri B(i),
et qui vérifient les conditions suivantes :

(i) Les sous-objets s(T (i)) de B(i) forment un sous-préfaisceau s(T ) de B.
(ii) Les flèches ai définissent un morphisme de préfaisceaux a : s(T ) // H faisant commuter le diagramme :

A //

��

H

f

��
s(T ) //

a

66nnnnnnnnnnnnnn
B // K

On ordonne E de la manière évidente. Par la proposition 4.2.54, les chaînes de E sont majorées par leur colimite. Le
lemme de Zorn assure l’existence d’éléments maximaux.

Supposons que (vi, ai)i∈Ob(I) est un élément maximal de E et montrons que T (i) = Φc0f (u(i)) pour tout i ∈ Ob(I).
Considérons le diagramme de OrdEns : ∏

i∈Ob(I) SpSub⊥viβ (u(i)|ri)

��
Subβ(u) // ∏

i∈Ob(I) Subβ(u(i))

où les flèches sont les inclusions évidentes. On note L la limite de ce diagramme. Par les lemmes 4.2.57 et 4.2.4,
cette limite est cofinale dans

∏
i∈Ob(I) Subβ(u(i)) (pour la cofinalité de l’inclusion Subβ(u) ⊂

∏
i∈Ob(I) Subβ(u(i)), le

lecteur pourra facilement adapter l’argument de la preuve de la proposition 4.2.20).
Se donner un objet de L revient à se donner une sous-flèche u0 : A0

// B0 de u de but β-accessible et
telle que pour i ∈ Ob(I), u0(i) est une sous-cofibration ri-spéciale de u(i) qui est de plus orthogonale à vi. Notons
T0(i) = T (i) ×Φc0f (u(i)) Φc0f (u0(i)). Comme u0(i) est orthogonale à vi, la flèche A0(i) // T0(i) est r0,i-normale

dans u0(i) (avec r0,i : B0(i) // Φc0f (u0(i)) la section déduite de ri). Notons s(T0) le préfaisceau s(T )×B B0. On

a clairement s(T0)(i) = T0(i)×Φc0f (u0(i)),r0,i B0(i) pour i ∈ Ob(I). La flèche s(T0) // B0 est donc une cofibration
semi-projective triviale. On déduit l’existence d’un relèvement :

s(T0) //

u0

��

s(T ) a // H

f

��
B0

//
l

66

B // K

Pour i ∈ Ob(I), v′i : A(i) // T ′(i) = T (i)
∐
T0(i) Φc0f (u0(i)) est une sous-cofibration ri-normale de u(i) majorant

vi. Il vient que la famille (v′i, ai ∪ l(i))i∈Ob(I) majore (vi, ai)i∈Ob(I) dans E . Par maximalité, on déduit que les sous-
objets Φc0f (u0(i)) de Φc0f (u(i)) sont majorés par T (i). Comme L est cofinale dans

∏
i∈Ob(I)Subβ(u(i)), on a forcément

T (i) = Φc0f (u(i)). c.q.f.d

Rappelons que τ ∈ {Nis, ét} désigne l’une des topologies usuelles Nisnevich ou étale. On munit la catégorie
Sm/(F , I) de la topologie τ engendrée par les familles de la forme :(

(uα, idi) : (Uα, i) // (U, i)
)
α
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avec (uα)α une famille couvrante pour la topologie τ . Ainsi, un sous-préfaisceau R de (U, i) est une crible couvrante
pour la topologie τ si et seulement si la restriction de R à la sous-catégorie Et/U des U -schémas étales est une crible
couvrante pour la topologie τ . On vérifie immédiatement que la donnée pour (U, i) ∈ Ob(Sm/(F , I)) du site (Et/U, τ)
est une P -structure sur (Sm/(F , I), τ) au sens de la définition 4.4.58. Cette P -structure sera appelée la P -structure
étale.

Par la proposition 4.4.32, on peut localiser la structure (W,Cofs−pr,Fibs−pr) pour obtenir la structure semi-
projective τ -locale que l’on notera (Wτ ,Cofs−pr,Fibs−pr−τ ). On a le théorème suivant :

Theoreme 4.5.10 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas.
1- On a, relativement aux structures semi-projectives τ -locales (Wτ ,Cofs−pr,Fibs−pr−τ ), les deux adjonctions de

Quillen suivantes :
(i) ((f, α)∗, (f, α)∗) : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(G , J),M) ,

(ii) (f#, f
∗) : PreShv(Sm/(G , J),M) // PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) lorsque f est cartésien et lisse argument

par argument.
2- On a, relativement aux structures projectives τ -locales (Wτ ,Cofproj ,Fibproj−τ ), les trois adjonctions de Quillen

suivantes :
(i) (f∗, f∗) : PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) // PreShv(Sm/(G , J),M) ,

(ii) (α#, α
∗) : PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) // PreShv(Sm/(F , I),M) ,

(iii) ((f, α)#, (f, α)∗) : PreShv(Sm/(G , J),M) // PreShv(Sm/(F , I),M) lorsque (f, α) est lisse argument
par argument.

3- Enfin, (α∗, α∗) : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) est une adjonction de Quillen
relativement aux structures injectives τ -locales (Wτ ,Cof inj ,Fibinj−τ ).

Demonstration On traite d’abord les assertions relatives aux structures projectives τ -locales. Le foncteur f =
(−)×F G : Sm/(F ◦ α, J) // Sm/(G , J) est continue. De plus, le pré-morphisme de sites qu’il définit est compatible
aux P -structures étales. La première assertion découle alors du théorème 4.4.61. Supposons que (f, α) est lisse argument
par argument. L’adjonction ((f, α)#, (f, α)∗) est associée au foncteur cf,α : Sm/(G , J) // Sm/(F , I) qui à un objet
(V, j) associe (V → G (j)→ F (α(j)), α(j)). Ce foncteur est clairement continu et compatible aux P -structures étales.
On peut encore appliquer le théorème 4.4.61. Enfin, la seconde assertion est clairement un cas particulier de la troisième.

Revenons à la première partie de l’énoncé. Le foncteur (f, α)∗ preserve clairement les cofibrations semi-projectives.
Pour montrer qu’il preserve les cofibrations semi-projectives triviales, il suffit de le faire aprés application des foncteurs
(idG (j), j)∗ pour j ∈ Ob(J). Mais on vient de montrer que f(α(j))∗ preserve les cofibrations projectives triviales. De
même, pour vérifier que f# preserve les cofibrations semi-projectives et les cofibrations semi-projectives triviales, on
peut se ramener au cas où f est un morphisme lisse de S-schémas en utilisant le lemme 4.5.7.

Pour la dernière assertion, il suffit de remarquer que le foncteur α∗ preserve les cofibrations injectives et les
équivalences τ -locales. Le théorème est démontré. c.q.f.d

Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. On considère la classe A de flèches de PreShv(Sm/(F , I),M) de la
forme

σ(U, i, B) : (U, i)⊗Bcst
s0⊗idB // (A1

U , i)⊗Bcst

avec i ∈ Ob(I), U un F (i)-schéma lisse, s0 la section nulle de la droite affine et B un objet cofibrant de M. On note
également Aα la classe des σ(U, i, B) avec B un objet α-accessible. On a :

Proposition 4.5.11 — Supposons que β est suffisament grand. Soit K ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)) fibrant
pour la structure (Wτ ,Cofs−pr,Fibs−pr). Alors, K est Aβ-local si et seulement si pour tout i ∈ Ob(I) et U un
F (i)-schéma lisse, la flèche K(A1

U , i) // K(U, i) est une équivalence faible.

Demonstration Soit β un cardinal tel que A[n] admet un représentant cofibrant et β-accessible pour tout A ∈ E et
n ∈ Z. Par définition, K est Aβ-local si le morphisme :

homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))((A1
U , i)⊗Bcst,K) // homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))((U, i)⊗Bcst,K)

est inversible pourB cofibrant et β-accessible dans M. Par le lemme 4.4.36, on dispose pour un préfaisceau représentable
F d’une adjonction de Quillen (F⊗(−)cst,homM(F,−)) avec PreShv(Sm/(F , I),M) munie de sa structure projective
τ -locale. Le morphisme ci-dessus s’identifie donc à :

(4.94) homHo(M)(B,K(A1
U , i)) // homHo(M)(B,K(U, i))
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Étant donné que la classe des objets cofibrants β-accessibles contient des représentants de A[n] pour n ∈ Z et A ∈ E,
on déduit que (4.94) est inversible si et seulement si K(A1

U , i) // K(U, i) est une équivalence faible (on utilise que
E est un système de générateurs compacts de Ho(M)). c.q.f.d

En particlier, on a (Wτ )Aβ
= (Wτ )A pour β suffisament grand. Ceci montre que la localisation de Bousfield

suivant A existe :

Definition 4.5.12 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. La structure semi-projective (resp. projective,
injective) A1-locale :

(WA1 ,Cofs−pr,Fibs−pr−A1) (resp. (WA1 ,Cofproj ,Fibproj−A1) , (WA1 ,Cof inj ,Fibinj−A1))

est la localisation de Bousfield suivant A de la structure semi-projective (resp. projective, injective) τ -locale. Les flèches
dans WA1 sont appelées les A1-équivalences faibles.

Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. On note A1
F ,I le préfaisceau d’ensembles sur Sm/(F , I) qui à un objet

(U, i) associe homSch/F(i)(U,A1
F(i)). On a le résultat suivant :

Lemme 4.5.13 — 1- Soit K ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)) un objet fibrant relativement à la structure projective
τ -locale (Wτ ,Cofproj ,Fibproj−τ ). Alors, K est A1-local si et seulement si la flèche hom(A1

F ,I,K) // K est une

équivalence faible de préfaisceaux.
2- Soit H ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)) un préfaisceau injectivement cofibrant. Alors la flèche H // A1

F ,I ⊗H
induite par la section nulle est une A1-équivalence faible.

Demonstration En effet, pour (U, i) un objet de Sm/(F , I), la flèche hom(A1
F ,I,K)(U, i) // K(U, i) s’identifie

canoniquement à K(A1
U , i) // K(U, i) .

Montrons la seconde partie du lemme. Il suffit de montrer que pour tout K injectivement fibrant et A1-local,
l’application :

homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))(A1
F ,I ⊗H,K) // homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))(H,K)

est bijective. En utilisant l’adjonction de Quillen du lemme 4.4.36, cette application s’identifie à :

homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))(H,hom(A1
F ,I,K)) // homHoτ (PreShv(Sm/(F ,I),M))(H,K)

Le résultat découle alors de la première partie. c.q.f.d

On a également le théorème :

Theoreme 4.5.14 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas.
1- On a, relativement aux structures semi-projectives A1-locales (WA1 ,Cofs−pr,Fibs−pr−A1), les deux adjonctions

de Quillen suivantes :
(i) ((f, α)∗, (f, α)∗) : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(G , J),M) ,

(ii) (f#, f
∗) : PreShv(Sm/(G , J),M) // PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) lorsque f est cartésien et lisse argument

par argument.
2- On a, relativement aux structures projectives A1-locales (WA1 ,Cofproj ,Fibproj−A1), les trois adjonctions de

Quillen suivantes :
(i) (f∗, f∗) : PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) // PreShv(Sm/(G , J),M) ,

(ii) (α#, α
∗) : PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) // PreShv(Sm/(F , I),M) ,

(iii) ((f, α)#, (f, α)∗) : PreShv(Sm/(G , J),M) // PreShv(Sm/(F , I),M) lorsque (f, α) est lisse argument
par argument.

3- Enfin, (α∗, α∗) : PreShv(Sm/(F , I),M) // PreShv(Sm/(F ◦ α, J),M) est une adjonction de Quillen
relativement aux structures injectives A1-locales (WA1 ,Cof inj ,Fibinj−A1).

Demonstration Pour déduire l’énoncé du théorème 4.5.10, il s’agit de montrer que les différents foncteurs de Quillen
à gauche envoient les flèches de A sur des A1-équivalences faibles.

On traite d’abord le cas du foncteur f∗. Soient B ∈ Ob(M) un objet cofibrant, j ∈ Ob(J) et U un F (α(j))-schéma
lisse. La source et le but de σ(U, j,B) : (A1

U , j)⊗Bcst // (U, j)⊗Bcst sont projectivement cofibrants. Le résultat
recherché découle alors de l’égalité f∗(σ(U, j,B)) = σ(U ×F(α(j)) G (j), j, B). De même, si V est un G (j)-schéma lisse,
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on a f#(σ(V, j, B)) = σ(V → G (j) → F (α(j)), j, B). D’où le resultat pour f#. Le cas de α# se traite de la même
façon. Le cas du foncteur α∗ est légèremennt moins trivial. Il suffit toutefois de remarquer que ce dernier envoie la
flèche K // A1

F ,I ⊗K sur α∗K // A1
F◦α,J ⊗ α∗K pour K ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)) et d’invoquer le

lemme 4.5.13. c.q.f.d

4.5.2 Le 2-foncteur SHT
M(−). Début de la vérification des axiomes

On suppose maintenant que notre catégorie de coefficients M est aussi une catégorie de modèles monoïdale symé-
trique. Par la proposition 4.4.63 et la proposition 4.2.76 appliquée à la A1-localisation, les catégories PreShv(Sm/(F , I),M)
sont encore des catégories de modèles monoïdales symétriques relativement aux structures projectives et injectives (τ -
locales et A1-locales). C’est également le cas relativement aux structures semi-projectives, étant donné que l’on peut
vérifier l’axiome (MMC) après application des foncteurs i∗ pour i ∈ Ob(I). Notons le lemme suivant :

Lemme 4.5.15 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas.

1. Les foncteurs f∗ et α∗ sont monoïdaux symétriques. Les foncteurs (f, α)∗ et α# sont pseudo-comonoïdaux et α∗
est pseudo-monoïdal.

2. Supposons que (f, α) est lisse argument par argument. Alors, (f, α)∗ est monoïdal symétrique et (f, α)# est un
(f, α)∗-projecteur au sens de la définition 2.1.99.

Demonstration L’image directe sur les préfaisceaux suivant n’importe quel foncteur est clairement monoïdal. D’où
la première assertion. Ceci montre que f∗ et α∗ sont monoïdaux. De même, pour (f, α) lisse argument par argument,
le foncteur f∗ est monoïdal puisqu’il est isomorphe à l’image direct suivant cf (voir la preuve de la proposition 4.5.4).
Les autres assertions decoulent maintenant par adjonction (pour (f, α)∗ il faut utiliser (f, α)∗ = α∗ ◦ f∗). c.q.f.d

La proposition ci-dessous montre que (f, α)∗ est en fait un foncteur monoïdal.

Proposition 4.5.16 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. Soient

K, L ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)). La flèche naturelle (f, α)∗(K ⊗ L) // (f, α)∗(K)⊗ (f, α)∗(L) est inversible.

Demonstration Il suffit de vérifier que la flèche en question est inversible après applications des foncteurs j∗ pour
j ∈ Ob(J). On se ramène alors au cas où I = J = ∗, i.e., à un morphisme de S-schémas f : Y // X .

On fixe le préfaisceau L et on note C la classe des préfaisceaux K vérifiant la conclusion de l’énoncé. Il est clair que
C est stable par colimite quelconque. On se ramène alors au cas où K est de la forme U ⊗ (Acst) avec U un X-schéma
lisse et A ∈ Ob(M). Le même raisonnement permet de supposer que L = V ⊗ (Bcst) avec V un X-schéma lisse et
B ∈ Ob(M). On a alors la chaîne d’isomorphismes :

f∗((U ⊗ (Acst))⊗ (V ⊗ (Bcst))) ' f∗((U ×X V )⊗ (A⊗B)cst) ' (U ×X Y )×Y (V ×X Y )⊗ (A⊗B)cst

' ((U ×X Y )⊗ (Acst))⊗ ((V ×X Y )⊗ (Bcst)) ' f∗(U ⊗ (Acst))⊗ f∗(V ⊗ (Bcst))

Le lecteur vérifiera facilement que la composée ci-dessus est égale au morphisme canonique de l’énoncé. c.q.f.d

On résume quelques formules de projections dans la proposition suivante :

Proposition 4.5.17 — 1- Soit f : G // F un morphisme cartésien et lisse de I-diagrammes de S-
schémas. Pour K ∈ Ob(PreShv(Sm/(F , I),M)) et M ∈ Ob(PreShv(Sm/(G , I),M)), le morphisme (structural du
f∗-projecteur) f#(f∗(K)⊗M) // K ⊗ f#(M) est inversible.

2- Soit α : J // I un foncteur de Dia et X un S-schéma. Pour K ∈ Ob(PreShv(Sm/(X, I),M)) et M ∈
Ob(PreShv(Sm/(X, J),M)), le morphisme α#(α∗(K)⊗M) // K ⊗ α#M est inversible.

3- Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. On note πF ,I la projection

structurale (F , I) // S . Soient T ∈ Ob(PreShv(Sm/S,M)) et M ∈ Ob(PreShv(Sm/(G , J),M)). Le morphisme

(f, α)#((f, α)∗(π∗F ,IT )⊗M) // (π∗F ,IT )⊗ (f, α)#M est inversible.

Demonstration Pour la première partie, on se ramène à I = ∗ en utilisant le lemme 4.5.7. Soit donc f : Y // X
un morphisme lisse de S-schémas. Comme dans la preuve de la proposition 4.5.16 on peut supposer que K = U⊗(Acst)
et M = V ⊗ (Bcst) avec U un X-schéma lisse, V un Y -schéma lisse et A, B ∈ Ob(M). On a alors la chaîne
d’isomorphismes :

f#(f∗(U ⊗Acst)⊗ (V ⊗Bcst)) ' f#(((U ×X Y )⊗Acst)⊗ (V ⊗Bcst)) ' f#(((U ×X Y )×Y V )⊗ (A⊗B)cst)
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' (U ×X (V → Y → X))(A⊗B)cst ' (U ⊗Acst)⊗ ((V → Y → X)⊗Bcst) ' (U ⊗Acst)⊗ f#(V ⊗Bcst)

Le lecteur vérifiera facilement que la composée ci-dessus coïncide avec le morphisme canonique de l’énoncé.
Pour la seconde partie, on utilise le lemme 4.5.6 pour se ramener au cas où I = ∗, i.e., à α : J // ∗ . On peut

supposer que K = U ⊗ (Acst) et M = (V, j) ⊗ Bcst avec U et V des X-schémas lisses, j ∈ Ob(J) et A, B ∈ Ob(M).
On a alors la chaîne d’isomorphismes :

α#(α∗(U ⊗Acst)⊗ ((V, j)⊗Bcst)) ' α#((U ×X V, j)⊗ (A⊗B)cst) ' (U ×X V )⊗ (A⊗B)cst

' (U ⊗Acst)⊗ α#((V, j)⊗Bcst)

dont la composée coïncide avec le morphisme de l’énoncé.
Il nous reste à montrer la dernière partie. On suppose que T = U ⊗Acst et M = (V, j)⊗Bcst avec U un S-schéma

lisse, j ∈ Ob(J), V un G (j)-schéma lisse et A, B ∈ Ob(M). On a alors la chaîne d’isomorphsimes :

(f, α)#((f, α)∗π∗F ,I(U⊗Acst)⊗((V, j)⊗Bcst)) ' (f, α)#((U×SV, j)⊗(A⊗B)cst) ' (U×SV → F (α(j)), j)⊗(A⊗B)cst

' π∗F ,I(U ⊗Acst)⊗ ((V → F (α(j)), j)⊗Bcst) ' π∗F ,I(U ⊗Acst)⊗ (f, α)#((V, j)⊗Bcst)

La proposition est prouvée. c.q.f.d

On fixe un objet projectivement cofibrant T de PreShv(Sm/S,M) tel que pour tout S-schéma lisse U , le foncteur
Hom(T (U),−) : M //M est accessible. Étant donné un diagramme de S-schémas (F , I) on notera TF ,I l’objet
π∗F ,IT où πF ,I désigne la projection structurale de (F , I). On vérifie facilement que les foncteurs Hom(TF ,I,−) sont
accessibles.

Definition 4.5.18 — On note MT (F , I) la catégorie SpectΣ
TF,I

(PreShv(Sm/(F , I),M)).

Proposition 4.5.19 — Le 2-foncteur PreShv(Sm/(−,−),M) : DiaSch/S //Mono qui à un 1-morphisme
(f, α) associe le foncteur monoïdal (f, α)∗ induit naturellement un 2-foncteur contravariant :

MT (−,−) : DiaSch/S //Mono

Demonstration Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. L’isomorphisme
canonique (f, α)∗TF ,I ' TG ,J induit un isomorphisme de foncteurs ε : TG ,J ⊗ (f, α)∗(−) ' (f, α)∗(TF ,I ⊗ −) qui est
clairement Σ-symétrique au sens de la définition 4.3.16. On a donc (f, α)∗ε : MT (F , I) // MT (G , J) le prolongement
de (f, α)∗ aux catégories des T -spectres symétriques.

Supposons donné un 1-morphisme (g, β) : (G , J) // (H ,K) . L’isomorphisme de connexion (g, β)∗(f, α)∗ '
(f ◦ g, α ◦ β)∗ est compatible aux isomorphismes ε. On déduit par la naturalité du prolongement un isomorphisme
(g, β)∗ε (f, α)∗ε ' (f ◦ g, α ◦ β)∗ε .

De même, un 2-morphisme t : (f, α) // (f ′, α′) entre 1-morphismes dans Mor((F , I), (G , J)) induit une trans-

formation naturelle t∗ : (f ′, α′)∗ // (f, α)∗ . Cette dernière est compatible avec l’isomorphisme ε et induit donc

une transformation naturelle t∗ : (f ′, α′)∗ε // (f, α)∗ε .
Pour terminer, il reste à vérifier que certains diagrammes commutent. Pour faire cela, il suffit d’appliquer les

foncteurs Evp et d’invoquer la proposition 4.5.3. c.q.f.d

Dans la suite, on notera simplement (f, α)∗ : MT (F , I) // MT (G , J) le foncteur (f, α)∗ε associé à un 1-
morphisme (f, α). Par le lemme 4.3.17, ce foncteur admet un adjoint à droite (f, α)∗. Lorsque (f, α) est lisse argument
par argument, on a par la proposition 4.5.17 un isomorphisme ε′ : (f, α)#((f, α)∗TF ,I ⊗ −) ' TF ,I ⊗ (f, α)#(−) et
donc un prolongement ((f, α)#)(ε′)−1 . Pour vérifier qu’il s’agit bien de l’adjoint à gauche de (f, α)∗ε , il suffit de vérifier
que ε s’obtient par adjonction de ε′ (ce qui est évident). Dans la suite, ((f, α)#)(ε′)−1 sera simplement noté (f, α)#.

Lemme 4.5.20 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. Le foncteur TF ,I ⊗ − est un foncteur de Quillen à
gauche relativement aux structures semi-projectives (resp. projectives, injectives) A1-locales.

Demonstration Comme T est un objet projectivement cofibrant de PreShv(Sm/S,M), TF ,I est semi-projectivement
cofibrant. Ceci prouve le cas non-respé.
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Montrons que TF ,I⊗− est un foncteur de Quillen à gauche relativement à la structure projective6 Il faut montrer
que TF ,I ⊗− preserve les cofibrations projectives puisqu’il preserve dejà les cofibrations semi-projectives A1-triviales.
Il suffit alors de voir que TF ,I ⊗− envoie les éléments de

Cell{(U, i)⊗ (u)cst|u : A→ B ∈ Cof ⊂ Fl(M) et (U, i) ∈ Ob(Sm/(F , I))}

sur des cofibrations projectives. Étant donné l’isomorphisme TF ,I⊗ ((U, i)⊗ (u)cst) ' (U, i)⊗π∗F ,I(T ⊗ (u)cst), il suffit
de montrer que pour toute cofibration projective v : H // K de PreShv(Sm/S,M), la flèche (U, i)⊗ π∗F ,I(v) est
une cofibration projective. Cette condition étant stable par composition transfinie, push-out et retraction, on peut
supposer que v est de la forme V ⊗ (w)cst avec V un S-schéma lisse et w une cofibration de M. Le résultat découle
alors du fait que (U, i)⊗ π∗F ,I(V ⊗ (w)cst) = (U ×S V )⊗ (w)cst.

Il reste à traiter le cas de la structure injective A1-locale. Il est clair que TF ,I ⊗ − est un foncteur de Quillen à
gauche relativement aux structures (W,Cof inj ,Fibinj). Pour montrer qu’il est encore un foncteur de Quillen à gauche
après les deux localisations de Bousfield suivant les classes Lτ et A , il suffit de vérifier que le foncteur

L(TF ,I ⊗−) : Ho(PreShv(Sm/(F , I),M)) // Ho(PreShv(Sm/(F , I),M))

preseve les A1-équivalences faibles. Ceci découle du cas non-respé de l’énoncé. c.q.f.d

Definition 4.5.21 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. La structure semi-projective (resp. projective,
injective) A1-stable sur MT (F , I) est la structure projective stable sur la catégorie SpectΣ

T (PreShv(Sm/(F , I),M))
déduite de la structure semi-projective (resp. projective, injective) A1-locale (WA1 ,Cofs−pr,Fibs−pr−τ ) sur la catégorie
PreShv(Sm/(F , I),M). Cette structure sera notée :

(WA1−st,Cofs−pr,Fibs−pr−A1−st) (resp. (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st), (WA1−st,Cof inj ,Fibinj−A1−st))

Les flèches de WA1−st sont appelées les A1-équivalences stables. La catégorie homotopique de ces structures A1-stables
est notée SHT

M(F , I).

Remarque 4.5.22 — Il existe bien entendu trois autres structures naturelles sur MT (F , I) obtenues à partir des
trois structures A1-locales en prenant la structure injective sur les T -spectres.

Theoreme 4.5.23 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas.

1- On a, relativement aux structures semi-projectives A1-stables (WA1−st,Cofs−pr,Fibs−pr−A1−st), les deux ad-
jonctions de Quillen suivantes :

(i) ((f, α)∗, (f, α)∗) : MT (F , I) // MT (G , J) ,

(ii) (f#, f
∗) : MT (G , J) // MT (F ◦ α, J) lorsque f est cartésien et lisse argument par argument.

2- On a, relativement aux structures projectives A1-locales (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st), les trois adjonctions
de Quillen suivantes :

(i) (f∗, f∗) : MT (F ◦ α, J) // MT (G , J) ,

(ii) (α#, α
∗) : MT (F ◦ α, J) // MT (F , I) ,

(iii) ((f, α)#, (f, α)∗) : MT (G , J) // MT (F , I) lorsque (f, α) est lisse argument par argument.

3- Enfin, (α∗, α∗) : MT (F , I) // MT (F ◦ α, J) est une adjonction de Quillen relativement aux structures
injectives A1-locales (WA1 ,Cof inj ,Fibinj−A1).

Demonstration Ceci découle immédiatement du théorème 4.5.14 et du lemme 4.3.34. c.q.f.d

On a le résultat suivant :

Theoreme 4.5.24 — Les associations (F , I) SHT
M(F , I) et (f, α) L(f, α)∗ s’étendent naturellement en un

2-foncteur contravariant :
SHT

M : DiaSch //MonoTR

Demonstration Le fait que les catégories SHT
M(F , I) soient triangulées et monoïdales symétriques découle des

propositions 4.2.76, 4.2.82, 4.4.63 et 4.3.77, des théorèmes 4.3.76 et 4.1.49 et du lemme 4.1.58. De même, le fait que

6Il n’y a pas de contradictions avec le fait que TF,I est non projectivement cofibrant ! En effet, l’objet unité n’est pas nécessairement
projectivement cofibrant.
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les foncteurs L(f, α)∗ soient triangulés et monoïdales découle du théorème 4.5.23, de la proposition 4.5.16 et du lemme
4.1.51. Il reste à construire le 2-foncteur en question. Il suffit alors de prendre la composée des 2-foncteurs :

DiaSch/S
MT (−,−) //ModCat

Ho(−),L // Cat

où ModCat désigne la 2-catégorie des catégories de modèles et des foncteurs de Quillen à gauche. c.q.f.d

Selon la terminologie de la définition 2.4.12, nous venons de construire un pré-dérivateur algébrique à valeurs
dans MonoTR. Nous allons entreprendre la vérification des axiomes d’un dérivateur algébrique homotopique stable.
L’axiome DerAlg 0 est trivial. On a également l’axiome DerAlg 1 :

Lemme 4.5.25 — Soit (F , I) un diagramme de S-schémas. Les foncteurs i∗ : MT (F , I) // MT (F (i)) avec
i ∈ Ob(I) preservent et détectent les A1-équivalences stables.

Demonstration Montrons d’abord que i∗ presreve les A1-équivalences stables. On sait que i∗ est un foncteur de
Quillen à gauche relativement à la structures semi-projective A1-stable. Il preserve donc les A1-équivalences stables
entre objets semi-projectivement cofibrants. Pour le cas général, on prend u : E // F ∈ WA1−st. Il existe un
diagramme :

E′
u′ //

��

F′

��
E

u // F

tel que E′ et F′ sont semi-projectivement cofibrants et tel que les flèches verticales sont des équivalences faibles de
préfaisceaux niveau par niveau. L’assertion découle alors du fait que i∗ preserve les équivalences faibles de préfaisceaux.

La familles des foncteurs i∗ detecte les A1-équivalences stables. En effet, soit f une flèche de MT (F , I) qui devient
une A1-équivalence stable après application des foncteurs i∗. On peut supposer que f est une fibration relativement à
la structure

(WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st)

Comme (i#, i∗) est une adjonction de Quillen relativement à cette structure, i∗(f) est une fibration triviale pour
tout i ∈ Ob(I). C’est donc une équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau. En d’autres termes, pour tout
(U, i) ∈ Ob(Sm/(F , I)) et p ∈ N, Evp(f)(U, i) est une équivalence faible de M. Le résultat est maintenant clair.
c.q.f.d

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du lemme 4.5.25 :

Corollaire 4.5.26 — Soit α : J // I un foncteur entre petites catégories. Soit (F , I) un digramme de
S-schémas. Le foncteur α∗ : MT (F , I) // MT (F ◦ α, J) préserve les A1-équivalences stables. Il se dérive donc
trivialement.

La proposition suivante n’est autre que les axiomes DerAlg 2g et DerAlg 2d :

Proposition 4.5.27 — Soit (f, α) : (G , J) // (F , I) un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas. Le

foncteur L(f, α)∗ : SH(F , I) // SH(G , J) admet un adjoint à droite R(f, α)∗. De plus, lorsque f(j) est lisse pour
tout j ∈ Ob(J), ce même foncteur admet un adjoint à gauche L(f, α)#.

Demonstration C’est une conséquence directe du théorème 4.5.23. c.q.f.d

Montrons l’axiome DerAlg 3 :

Lemme 4.5.28 — Reprenons les notations du diagramme (4.93). La transformation α∗Rf∗ // R(f|J)∗α∗ est

inversible. Supposons de plus que f est cartésien et lisse argument par argument. Alors, L(f|J)#α
∗ // α∗Lf# est

inversible.

Demonstration Par le théorème 4.5.23, les foncteurs f∗ et (f|J)∗ sont de Quillen à droite relativement à la structure
de modèles (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st). Il en est de même des foncteurs α∗. Le résultat découle maintenant du
lemme 4.5.7.

La seconde partie de l’énoncé découle aussi du lemme 4.5.7 étant donné que les foncteurs en question sont de
Quillen à gauche relativement à la structure semi-projective A1-stable (voir le théorème 4.5.23). c.q.f.d

On démontre maintenant l’axiome DerAlg 4’d :
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Lemme 4.5.29 — On reprend les hypothèses et les notations des diagrammes (4.91) et (4.92). Les transformations
naturelles (idF(i), i)∗R(f, α)∗ // R(f/i)∗(id, ui)∗ et L(α/i)#u

∗
i

// i∗Lα# sont iversibles.

Demonstration Les lemmes 4.5.5 et 4.5.6 affirment que ces transformations naturelles sont inversibles aux niveaux
des préfaisceaux à valeurs dans M. On déduit qu’elles sont également inversibles au niveau des catégories de modèles
MT (−,−). Il s’agit donc de vérifier qu’elles induisent des isomorphismes sur les foncteurs dérivés.

On traite d’abord la transformation (idF(i), i)∗R(f, α)∗ // R(f/i)∗(id, ui)∗ . Il suffit de montrer que (id, ui)∗

preserve les objets fibrants relativement à la structure semi-projective A1-stable (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st).
Cela revient à dire que (id, ui)# preserve les cofibrations triviales de cette même structure. Pour cela, on aura besoin
d’expliciter le foncteur (id, ui)#. Pour K ∈ Ob(PreShv(Sm/(G /i, J/i),M)) et (V, j) ∈ Ob(Sm/(G , J)), on a :

(id, ui)#(K)(V, j) = Colim
(V,j)→(X,k);α(k)→i

K(X,α(k)→ i) =
∐

α(j)→i

K(V, α(j)→ i)

On a donc un isomorphisme canonique j∗[(id, ui)#(K)] '
∐
α(j)→i[α(j)→ i]∗K. Il est maintenant clair que (id, ui)#

est un foncteur de Quillen à gauche relativement à la structure semi-projective (W,Cofs−pr,Fibs−pr). Étant donné
que le foncteur :

L(id, ui)# : Ho(PreShv(Sm/(G /i, J/i),M)) // Ho(PreShv(Sm/(G , J),M))

presrve les A1-équivalences faibles (puisque c’est un foncteur de Quillen à gauche relativement aux structures projectives
A1-locale), on déduit que (id, ui)# est aussi un foncteur de Quillen à gauche relativement à (WA1 ,Cofs−pr,Fibs−pr−A1).
Pour conclure, il reste à appliquer le lemme 4.3.34.

Le cas de la transformation naturelle (α/i)#u
∗
i

// i∗α# se traite de la même manière. On se ramène à montrer
que u∗i preserve les cofibrations de la structure (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st). On montrera plus généralement qu’il
est de Quillen à gauche relativement à cette structure. Par le lemme 4.3.34, on peut raisonner sur les préfaisceaux
à valeurs dans M. Comme u∗i commute aux colimites, il suffit de montrer que u∗i envoie une flèche de la forme
(U, j)⊗ucst sur une cofibration projective (resp. et triviale) pour tout (U, j) ∈ Ob(Sm/F )×Ob(J) et u une cofibration
(resp. triviale) de M. Soit V un F -schéma lisse et i→ α(k) ∈ Ob(i\J) on a :

u∗i ((U, j)⊗ ucst)(V, i→ α(k)) = hom((V, k), (U, j))⊗ ucst =
∐

i→α(j)

hom((V, i→ α(k)), (U, i→ α(j)))⊗ ucst

Ceci montre l’égalité u∗i ((U, j)⊗ ucst) =
∐
i→α(j)(U, i→ α(j))⊗ ucst. Le résultat est démontré. c.q.f.d

On résume la discussion par :

Theoreme 4.5.30 — Les axiomes DerAlg 0 à DerAlg 4 sont vérifiés pour SH.

Demonstration Il reste à voir que SHT
M(X,−) : Dia // TR est un dérivateur triangulé. Plus précisément, il

reste à établir les propriétés 5 et 6 de la définition 2.1.34. Ceci découle immédiatement de la construction de la structure
triangulée sur la catégorie homotopique (voir le théorème 4.1.49) et du théorème 4.1.56. c.q.f.d

On a également les formules de projection :

Proposition 4.5.31 — 1- Soit f : G // F un morphisme cartésien et lisse de I-diagrammes de S-schémas.

Pour K ∈ Ob(MT (F , I)) et M ∈ Ob(MT (G , I)), le morphisme Lf#(Lf∗(K)
L
⊗M) // K

L
⊗ Lf#M est inversible.

2- Soit α : J // I un foncteur entre petites catégories et X un S-schéma. Pour K ∈ Ob(MT (X, I)) et M ∈

Ob(MT (X, J)), le morphisme Lα#(α∗(K)
L
⊗M) // K

L
⊗ Lα#M est inversible.

Demonstration La première assertion découle de la proposition 4.5.17 et du fait que tous les foncteurs présents
sont de Quillen à gauche relativement à la structure semi-projective A1-stable (utiliser que f est cartésien).

Pour la seconde partie, on utilise le lemme 4.5.29 pour se ramenre au cas où I = ∗. Dans ce cas, on montre que
pour K projectivement cofibrant, le foncteur α∗(K) ⊗ − est de Quillen à gauche relativement à structure projective
A1-stable. Les détails sont laissés en exercice. c.q.f.d

4.5.3 L’axiome de localité
Pour montrer que SHT

M(−) est un dérivateur algébrique homotopique et stable (avec T bien choisi), il reste à
vérifier l’axiome DerAlg 5 qui affirme que SH(−, e) est un 2-foncteur homotopique stable. Cette section est consacrée
à la preuve de l’axiome de localité. Nous suiverons la méthode de [MV90].
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Pour un S-schéma X, on notera SHT
M(X) = SHT

M(X, e). On aura besoin de quelques préliminaires concernant
les images directes suivant les immersions fermées. On introduit la topologie t∅ sur Sm/X pour laquelle Jt∅(U/X) =
{idU/X : (U/X)→ (U/X)} lorsque U est non vide et Jt∅(∅/X) = {id∅/X : (∅/X)→ (∅/X), ∅ → (∅/X)} où ∅ désigne
le préfaisceau d’ensembles vides et (∅/X) le X-schéma vide. On vérifie immédiatement que t∅ est une topologie sur
Sm/X. Un préfaisceau K sur Sm/X à valeurs dans une catégorie C est un t∅-faisceau (i.e. un faisceau pour la topologie
t∅) si et seulement si K(∅/X) est l’objet final de C. Étant donné un préfaisceau K sur C, le faisceau associé at∅(F ) est
donné par :

U ∈ Ob(Sm/X)  (at∅F )(U) =
{
∗C si U ' ∅/X
F (U) si U 6' ∅/X

(où ∗C designe l’objet final de C). Lorsque C est pointée, l’inclusion Shvt∅(Sm/X,C) ⊂ PreShv(Sm/X,C) admet un
adjoint à droite :

b : PreShv(Sm/X,C) // Shvt∅(Sm/X,C)

qui à un préfaisceau F associe le t∅-faisceau b(F ) donné par : (bF )(U) = F (U)×F (∅/X) ∗C pour U ∈ Ob(Sm/X).
Rappelons que M est notre catégorie de coefficients. C’est une catégorie pointée puisqu’elle est supposée stable.

Par le corollaire 4.4.43, on dispose sur Shvt∅(Sm/X,M) de deux structures de modèles (W,Cof inj ,Fibinj) et
(W,Cofproj ,Fibproj). En appliquant le lemme 4.4.42 à l’adjonction (at∅ , inc) et aux structures τ -locales sur PreShv(Sm/X,M),
on obtient également deux structures de modèles τ -locales sur Shvt∅(Sm/X,M). On les notera (Wτ ,Cof inj ,Fibinj−τ )
et (Wτ ,Cofproj ,Fibproj−τ ).

Proposition 4.5.32 — Soit i : Z // X une immersion fermée de S-schémas. Le foncteur :

i∗ : Shvt∅(Sm/Z,M) // Shvt∅(Sm/X,M)

est un foncteur de Quillen à gauche pour les structures injectives (W,Cof inj ,Fibinj) et (Wτ ,Cof inj ,Fibτ−inj).

Demonstration Le foncteur i∗ : PreShv(Sm/Z,M) // PreShv(Sm/X,M) admet un adjoint à droite i! qui à

un préfaisceau H sur Sm/X associe le préfaisceau i!H donné par :

i!H : (V → Z) ∈ Ob(Sm/Z)  Lim
U×XZ→V

H(U)

On en déduit que le foncteur i∗ : Shvt∅(Sm/Z,M) // Shvt∅(Sm/X,M) admet un adjoint à droite donné par

b ◦ i! ◦ inc. On le notera encore i!.
Les cofibrations de la structure injective sur Shvt∅(−,M) sont les t∅-faisceautisations des cofibrations injectives de

préfaisceaux. C’est donc exactement les morphismes de t∅-faisceaux H // K tels que H(U) // K(U) est une

cofibration pour tout X-schéma lisse U . De même, un morphisme de t∅-faisceaux f : H // K est une équivalence
faible si et seulement si f(U) est une équivalence faible pour tout X-schéma U .

On déduit immédiatement que le foncteur i∗ : Shvt∅(Sm/Z,M) // Shvt∅(Sm/X,M) préserve les cofibrations
injectives et les équivalences faibles de la structure (W,Cof inj ,Fibinj). C’est donc bien un foncteur de Quillen à
gauche.

Il reste à vérifier que i∗ envoie les équivalences τ -locales sur des équivalences τ -locales. Soit u : H // K une
équivalence τ -locale de Shvt∅(Sm/Z,M). Soient n ∈ Z et A ∈ E. On a un carré commutatif :

i∗Π0(A[−n], H) // i∗Π0(A[−n],K)

Π0(A[−n], i∗H) // Π0(A[−n], i∗K)

Il faut donc prouver que aτ i∗Π0(A[−n], H) // aτ i∗Π0(A[−n],K) est inversible. Le résulat découle immédiatement
de la commutation aτ ◦ i∗ ' i∗ ◦ aτ pour les t∅-faisceaux d’ensembles (voir le lemme 4.5.33 ci-dessous). c.q.f.d

Lemme 4.5.33 — Soit i : Z // X une immersion fermée de S-schémas. La transformation naturelle
aτ ◦ i∗ // i∗ ◦ aτ est inversible lorsqu’elle est évaluée sur les t∅-faisceaux d’ensembles.

Demonstration Soit F un préfaisceau d’ensembles sur Sm/Z et U un X-schéma lisse. On a :

L(i∗F )(U) = Colim
(Ui→U)i∈Covτ (U)

Eq

∏
i

F (Ui ×X Z) // //
∏
i,j

F ((Ui ×U Uj)×X Z)
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où la colimite est prise selon la catégorie directe Covτ (U) des familles (Ui → U)i de morphismes étales qui sont
couvrantes pour la topologie τ .

Le foncteur évident Covτ (U) // Covτ (U ×X Z) qui à une famille (Ui → U)i associe la famille (Ui ×X Z →
U×ZU) est cofinal dès que U×XZ est non vide7. En effet, soit (Vj → U×XZ)i une famille couvrante pour la topologie τ
(l’ensemble indexant est donc non vide). Quitte à raffiner la famille en question, on peut supposer qu’il existe pour tout
j un U -schéma étale Uj tel que Vj = Uj×XZ. La famille (Uj → U)j

∐
{(U−U×XZ)→ U} est alors un τ -recouvrement

de U dont la restriction à U ×X Z raffine notre recouvrement de départ (puisque ∅ = (U − U ×X Z) ×X Z → Z se
factorise par tous les Vj et qu’il y en a au moins un).

Il vient que lorsque U ×X Z est non vide, L(i∗F )(U) est isomorphe à :

Colim
(Vj→U×XZ)i∈Cov(U×XZ)

Eq

∏
i

F (Vi)
// //
∏
i,j

F (Vi ×U×XZ Vj)

 = LF (U ×X Z)

D’autre part, pour F un t∅-faisceau, on a évidement L(i∗F )(U) = ∗ pour U ×X Z ' ∅/Z. Ceci donne L(i∗F ) ' i∗LF
et donc également un isomorphisme aτ (i∗F ) ' i∗aτF . On laisse aux lecteurs le soin de vérifier que cet isomorphisme
coïncide avec l’isomorphisme canonique de l’énoncé. c.q.f.d

On a également :

Theoreme 4.5.34 — Soit i : Z // X une immersion fermée de S-schémas. Le foncteur :

i∗ : Shvt∅(Sm/Z,M) // Shvt∅(Sm/X,M)

est un foncteur de Quillen à gauche pour les structures A1-locales injectives (WA1 ,Cof inj ,FibA1−inj).

Demonstration Il suffit par la proposition 4.5.32 et la remarque 4.2.59 de montrer que Li∗ envoie les flèches de la
forme A1

V ⊗A // V ⊗A (avec A ∈ Ob(M) et V un Z-schéma lisse) sur des A1-équivalences faibles. Par la preuve
de la proposition 4.5.32, on sait que i∗ se dérive trivialement. Il faut donc montrer que :

p : i∗(A1
V ⊗A) // i∗(V ⊗A)

est une A1-équivalence faible. La flèche p admet une section s (la section nulle). Il suffit de montrer que l’identité de
i∗(A⊗ A1

V ) est A1-homotope à la flèche déduite de s ◦ p. On obtient une telle homotopie en prenant la composée :

i∗A1
X ⊗ (A1

V ⊗A) // i∗(A1
Z)⊗ i∗(A1

V ⊗A) i∗((A1
Z × A1

Z ×Z V )⊗A) m // i∗((A1
Z ×Z V )⊗A)

avec m la flèche induite par la multiplication du schéma en anneaux A1. c.q.f.d

Remarque 4.5.35 — La preuve de la proposition 4.5.32 et du théorème 4.5.34 montre que le foncteur i∗ :
Shvt∅(Sm/Z,M) // Shvt∅(Sm/X,M) preserve les A1-équivalences faibles. Ce dernier se dérive donc trivialement.
On a en particulier des isomorphismes Li∗ ' i∗ ' Ri∗.

Rappelons que le but de cette sous-section est d’établir l’axiome de localité. On commence d’abord par la version
instable. Soit une paire d’immersions complémemtaires :

(4.95) U
j // X Z

ioo

avec i une immersion fermée et j une immersion ouverte. Soit H un objet de Shvt∅(Sm/X,M). La composée :

(4.96) j#j
∗H // H // i∗i∗H

correspond par adjonction à une flèche j∗H // j∗i∗i∗H . Or, pour tout t∅-faisceau F sur Sm/Z on a j∗i∗F (U ′ →
U) = (i∗F )(U ′ → U → X) = F (∅) = ∗. Le préfaisceau j∗i∗F est donc nul. Ceci montre que la composée (4.96) est
nulle. On a donc un carré commutatif de t∅-faisceaux :

(4.97) j#j
∗H //

��

H

��
∗ // i∗i∗H

7Lorsque U est non vide et que U ×X Z est vide, ce foncteur est bien entendu non cofinal !
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Le théorème suivant est du à Morel et Voevodsky [MV90] :

Theoreme 4.5.36 — Supposons que H est un objet projectivement cofibrant de Shvt∅(Sm/X,M). Le carré
commutatif (4.97) est homotopiquement cocartésien relativement aux structures de modèles A1-locales.

Notons d’abord la réduction suivante :

Lemme 4.5.37 — Il suffit de prouver le théorème 4.5.36 pour H de la forme at∅(X
′ ⊗ Acst) avec A un objet

cofibrant de M et X ′ un X-schéma lisse.

Demonstration On utilise l’hypothèse que M est stable via la discussion suivante. Supposons donnée une suite de
cofibrations (voir la définition 4.1.45) :

H1
h // H2

k // Cone(h) // Cof(k)

avec H1 un t∅-faisceau projectivement cofibrant et h et k des cofibrations projectives. On considère la structure de
Reedy sur HOM( ,Shvt∅(Sm/X,M)) déduite de la structure injective A1-locale sur la catégorie des t∅-faisceaux
et telle que les cofibrations sont détectées argument par argument relativement à . Étant donné que le foncteur
i∗ preserve les cofibrations injectives, on déduit une suite de cofibrations dans HOM( ,Shvt∅(Sm/X,M)) dont les
sommets sont constitués des carrés (4.97) avec H remplacé respectivement par H1, H2, Cone(h) et Cof(k). Étant
donné que la propriété d’être cocartésien vérifie la propriété de 2 sur 3 dans les triangles distingués, on voit que si la
conclusion du théorème 4.5.36 est vraie pour H1 et cone(h), elle l’est encore pour H2.

Supposons le théorème 4.5.36 démontré pour les préfaisceaux de l’énoncé. Rappelons que les cofibrations projectives
de Shvt∅(Sm/X,M) sont engendrées par la classe C des flèches :

at∅(X
′ ⊗Acst) // at∅(X

′ ⊗Bcst)

avec A // B une cofibration de M de but β-accessible (β étant un cardinal suffisament grand) et X ′ un X-schéma
lisse. Ainsi, tout objet projectivement cofibrant H est rétract de ΦC ,β(∅ → H) (voir la proposition 4.2.26). Il suffit
donc de démontrer le théorème 4.5.36 pour ΦC ,β(∅ → H). Rappelons que cet objet est construit comme la colimite
d’une λ-suite :

(∅ // Φ1
// Φ2

// . . . // Φν // Φν+1
// . . . )ν∈λ

Nous allons montrer par induction transfinie que la conclusion du théorème est vraie pour tous les Φν .
Supposons le résultat vrai pour Φν . L’objet Φν+1 est le push-out d’un diagramme de la forme :∐

i at∅(X
′
i ⊗ (Ai)cst) //

��

Φν

∐
i at∅(X

′
i ⊗ (Bi)cst)

avec ui : Ai // Bi des cofibrations de M etX ′i desX-schémas lisses. Il vient que le Cone(Φν → Φν+1) est équivalent
à
∐
i at∅(X

′
i ⊗ Cof(ui)cst). En particulier, il rend le carré (4.97) cocartésien. Ceci montre que Φν+1 rend également le

carré (4.97) cocartésien en vue de la discussion du début de la preuve.
Supposons que µ est un ordinal limite et que tous les Φν rendent le carrée (4.97) cocartésien pour ν ∈ µ. On dipose

alors d’un morphisme de µ-suites :

∅ // Cof(j#j∗Φ1 → Φ1) //

��

. . . // Cof(j#j∗Φν → Φν) //

��

Cof(j#j∗Φν+1 → Φν+1) //

��

. . .

∅ // i∗i∗Φ1
// . . . // i∗i∗Φν // i∗i∗Φν+1

// . . .

Le résultat découle maintenant du lemme 4.2.69 et du fait que les flèches horizontales sont toutes des cofibrations
injectives. c.q.f.d

Nous aurons besoin de faire une courte disgression pour établir un résultat technique. Le résultat en question est
valable avec Sm/X remplacée par une petite catégorie S arbitraire et la catégorie de modèles M uniquement supposée
présentable par cofibrations. On adoptera donc ces hypothèses pour le lemme 4.5.38 et son corollaire 4.5.39.
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Lemme 4.5.38 — Soit F un préfaisceau d’ensembles sur une petite catégorie S. On définit un objet N(F ) de
∆op(PreShv(S)) qui à n ∈ Ob(∆) associe : ∐

U=(U(0)→···→U(n)): n−→S/F

U(0)

et à une application croissante r : m // n associe le coproduit des flèches :

U(0) // U(r(0)) //
∐

V :m→S/F

V (0)

où la seconde flèche est l’identité de la composante correspondante au foncteur composé : m → n → S/F . On verra
N(F ) comme un préfaisceau d’ensembles sur ∆× S.

Notons p : ∆× S // S la projection sur le second facteur. Alors pour tout objet A cofibrant de M, le morphisme
évident :

Lp∗(N(F )⊗Acst) // F ⊗Acst

est un isomorphisme dans Ho(PreShv(S,M)).

Demonstration Nous allons utiliser le formalisme des dérivateurs (voir la sous-section 2.1.2). Pour cela, il sera plus
naturel de noter p# au lieu de p∗ et p∗ au lieu de p∗. Avec ces notations, on prouvra que :

Lp#(N(F )⊗Acst) // F ⊗Acst

est un isomorphisme. On dipose d’un morphisme évident de préfaisceaux d’ensembles N(F )⊗Acst // p∗(F ⊗Acst)
tel que pour (n, T ) ∈ Ob(∆)×Ob(S), la flèche (N(F )⊗Acst)(n, T ) // (p∗(F ⊗Acst))(n, T ) est le coproduit des :

homS(T,U(0))⊗A // F (T )⊗A

La flèche de l’énoncé est la composée :

Lp#(N(F )⊗Acst) // Lp#p
∗(F ⊗Acst)

∼ // (F ⊗Acst)

La dernière flèche est inversible par la proposition 2.1.41.
Pour montrer le lemme, nous allons vérifier que (N(F )⊗Acst) // p∗(F ⊗A) induit une équivalence d’homoto-

pie (au sens de la définition 2.1.56) chaque fois qu’on l’évalue sur T ∈ Ob(S). La flèche (N(F )⊗Acst)(−, T ) // p∗(F ⊗Acst)(−, T ) ,
qui vit dans PreShv(∆,M), est donnée au niveau n ∈ Ob(∆) par :∐

T→U(0), U :n→S/F

A //
∐
T→F

A

qui s’ecrit de manière plus suggestive : ∐
T→U0→U1···→Un→F

A //
∐
T→F

A

On voit alors que la flèche (N(F )⊗Acst)(T,−) // p∗(F ⊗Acst)(T,−) possède une retraction :

∐
T→F

A
∼ //

∐
T=T=···=T→F

A ⊂
∐

T→U(0), U :n→S/F

A

Pour conclure, il reste à montrer que l’identité de (N(F )⊗Acst)(−, T ) est homotope, au sens de la définition 2.1.56, à
l’endomorphisme qui envoie identiquement le (T → U0 → · · · → Un → F )-ième facteur A sur le (T = T = · · · = T →
F )-ième facteur. Une telle homotopie est donnée par un morphisme dans PreShv(∆/1,M) qui à r : n→ 1 associe la
composée :( ∐
T→U0→···→Un→F

A

)
//

 ∐
T→U0→···→Uir→F

A

 //

 ∐
T→U0→···→Uir=···=Uir→F

A

 ⊂ ( ∐
T→U0→···→Un→F

A

)
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avec ir ∈ n ∪ {−1} le plus grand entier tel que r(ir) = 0 (avec les conventions r(−1) = 0 et U−1 = T ). c.q.f.d

On obtient facilement le corollaire suivant :

Corollaire 4.5.39 — Soient S une petite catégorie et G // F un morphisme de préfaisceaux d’ensembles
sur S. Notons GF le préfaisceau d’ensembles sur S/F qui à une flèche s : U → F ∈ Ob(S/F ) associe le produit fibré
G(U)×F (U) ∗ avec ∗ // F (U) l’application qui pointe la section s.

Notons pF : S/F // S le foncteur évident et p∗F : PreShv(S,−) // PreShv(S/F,−) le foncteur de com-
position à droite par pF (c’est la convention des dérivateurs de Grothendieck). Pour tout objet cofibrant A de M, le
morphisme évident L(pF )#(GF ⊗Acst) // G⊗Acst est inversible dans Ho(PreShv(S,M)).

Demonstration Considérons le préfaisceau d’ensembles N(GF ) sur ∆× S/F . Notons comme dans le lemme 4.5.38,
p les projections sur le second facteur ∆× (−) // (−) . On sait par le lemme 4.5.38 que le morphisme canonique

Lp#(N(GF )⊗Acst) // GF ⊗Acst est inversible. Il suffira donc de montrer que la flèche :

L(pF )#Lp#(N(GF )⊗Acst) // G⊗Acst

est inversible. On a clairement p# ◦ (pF × id∆)# ' (pF )# ◦ p#. Il vient qu’il suffit de prouver que :

Lp#L(pF × id∆)#(N(GF )⊗Acst) // G⊗Acst

est inversible. En appliquant encore une fois le lemme 4.5.38, on se ramène à montrer que la flèche évidente :

L(pF × id∆)#(N(GF )⊗Acst) // N(G)⊗Acst

est inversible. Il suffit de voir que pour tout n ∈ Ob(∆), la flèche :

L(pF )#(N(GF )(n)⊗Acst) // N(G)(n)⊗Acst

est inversible. Étant donné que le préfaisceau N(GF )(n) est un coproduit de préfaisceaux représentables, il reste à
voir que (pF )#(N(GF )(n)) ' N(G)(n). Ceci découle immédiatement de la définition de N(−) et de l’isomorphisme de
catégories (S/F )/GF ' (S/G). c.q.f.d

On reprend les hypothèses du théorème 4.5.36. De la disgression précédente, on utilisera uniquement le corollaire
suivant :

Corollaire 4.5.40 — Soit G // F un morphisme de préfaisceaux d’ensembles sur Sm/X. Pour une section
s : Y // F avec Y un X-schéma lisse, on note TY,s le préfaisceau d’ensembles sur Sm/Y défini par :

TY,s = p∗YG×p∗Y F Y

avec pY la projection structurale de Y sur X et la flèche Y // p∗Y F utilisée dans le produit fibré est l’adjointe de

(pY )#Y ' Y
s // F .

Soit A un objet cofibrant de M et supposons que pour tout X-schéma lisse Y et toute section s ∈ F (Y ) le mor-
phisme :

TY,s ⊗Acst // Y ⊗Acst

est une A1-équivalence faible de PreShv(Sm/Y,M). Alors, G⊗Acst // F ⊗Acst est aussi une A1-équivalence
faible.

Demonstration La catégorie (Sm/X)/F est un site pour la topologie τ induite de celle de Sm/X. On dipose donc
d’une structure de modèles projective τ -locale (Wτ ,Cofproj ,Fibproj−τ ) sur PreShv((Sm/X)/F,M). La donnée pour
(Y/X) → F ∈ Ob((Sm/X)/F ) du petit site (Et/Y, τ) est une P -structure sur (Sm/X)/F . Le foncteur continu pF :
(Sm/X)/F // Sm/X est compatible aux P -structures étales. On dispose par le théorème 4.4.61 d’une adjonction
de Quillen :

(4.98) ((pF )#, (pF )∗) : PreShv((Sm/X)/F,M) // PreShv(Sm/X,M)

pour les structures projectives τ -locales. On peut localiser la structure τ -locale sur PreShv((Sm/X)/F,M) suivant
la classe A des flèches ((Y/X)→ F )⊗Acst // ((A1

Y /X)→ F )⊗Acst avec Y un X-schéma lisse et A un objet
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cofibrant de M. On obtient ainsi la structure projective A1-locale (WA1 ,Cofproj ,Fibproj−A1). Il est facile de voir que
les foncteurs évidents

(4.99) ((Y/X)→ F )∗ : PreShv((Sm/X)/F,M) // PreShv(Sm/Y,M) , avec (Y/X)→ F ∈ Ob((Sm/X)/F )

présevent les A1-équivalences faibles. L’analogue de la proposition 4.5.11 reste vrai pour PreShv((Sm/X)/F,M).
Il est facile d’en déduire que la famille des foncteurs (4.99) detecte également les A1-équivalences faibles. Enfin, la
formule (pF )#(((Y/X) → F ) ⊗ Acst) = (Y/X) ⊗ Acst, montre que (4.98) est encore une adjonction de Quillen pour
les structures projectives A1-locales.

Il est maintenant facile de déduire l’énoncé du corollaire 4.5.39. En effet, la flèche G⊗Acst // F ⊗Acst s’iden-
tifie au L(pF )# de la flèche :

(4.100) GF ⊗Acst // ∗ ⊗Acst

Il suffit donc de prouver que (4.100) est une A1-équivalence faible de PreShv((Sm/X)/F,M). Comme (4.99) détectent
les A1-équivalences faibles, il suffit de considérer les restrictions de (4.100) à Sm/Y suivant les différentes sections
s : (Y/X)→ F . Ces restrictions sont données par TY,s ⊗Acst // Y ⊗Acst . Le corollaire est prouvé. c.q.f.d

On peut maintenant attaquer la preuve du théorème 4.5.36. On se fixe donc un objet cofibrant A de M et un
X-schéma lisse X ′. On forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens :

U ′
j′ //

��

X ′

��

Z ′
i′oo

��
U

j // X Z
ioo

On veut montrer que le carré suivant :

(4.101) at∅(U
′ ⊗Acst) //

��

at∅(X
′ ⊗Acst)

��
∗ // i∗at∅(Z

′ ⊗Acst)

est homotopiquement cocartésien (en effet, les foncteurs j#, j∗ et i∗ commutent aux foncteurs at∅). Il serait plus aisé
de travailler avec la version suivante :

Lemme 4.5.41 — Il existe un carré commutatif de préfaisceaux d’ensembles :

U ′ //

��

X ′

��
U // i∗Z ′

où la flèche horisontale inférieure est donnée par l’unique élément hom(U, i∗Z ′) = hom(∅, Z ′). De plus, pour que le
carré (4.101) soit homotopiquement cocartésien il suffit que le carré suivant :

U ′ ⊗Acst //

��

X ′ ⊗Acst

��
U ⊗Acst // i∗Z ′ ⊗Acst

le soit (dans HoA1(PreShv(Sm/X,M))).

Demonstration La commutation du carré de préfaisceaux d’ensembles découle du fait que hom(U ′, i∗Z ′) = ∗, i.e.,
du fait qu’il y a une seule flèche de U ′ vers i∗Z ′. Pour la dernière assertion, il suffit de remarquer que le push-out de :

U ⊗Acst //

��

i∗Z
′ ⊗Acst

∗
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s’identifie canoniquement à i∗at∅(i∗Z
′ ⊗Acst). c.q.f.d

Nous sommes ramenés à montrer que le morphisme de préfaisceaux :

(4.102) [X ′
∐
U ′ U ]⊗Acst // i∗Z ′ ⊗Acst

est une A1-équivalence faible. Pour un X-schéma lisse W nous avons :

[X ′
∐
U ′

U ](W ) = hom(W,X ′)
∐

hom(W,U ′)

hom(W,U) =
{

hom(W,X ′) si W ×X Z 6= ∅
∗ si W ×X Z = ∅

On applique le corollaire 4.5.40 à (4.102). Il suffit alors de montrer pour une section s : Y // i∗Z ′ qu’un certain
morphisme de préfaisceaux :

TX′,Y,s ⊗Acst // Y ⊗Acst

est une A1-équivalence faible de PreShv(Sm/Y,M). Un calcul facile montre que :

TX′,Y,s(P ) =

 homX(P,X ′)×homZ(P×XZ,Z′) ∗ si P ×X Z 6= ∅

∗ si P ×X Z = ∅

où P est un Y -schéma lisse et le produit fibré est pris suivant l’application ∗ → homZ(P ×X Z,Z ′) qui pointe la
composée :

P ×X Z // Y ×X Z
s // Z ′

Remarquons d’autre part que le préfaisceau TX′,Y,s coïncide avec TX′×XY,Y,(id,s):Y×XZ→Y×XZ′ . On peut donc supposer
que Y = X. Il nous reste à montrer la proposition :

Proposition 4.5.42 — Soit X ′ un X-schéma lisse et soit s : Z // X ′ une section partielle définie sur Z.
On note TX′,s le préfaisceau d’ensembles défini par :

TX′,s(P ) =

 homX(P,X ′)×hom(P×XZ,Z′) ∗ si P ×X Z 6= ∅

∗ si P ×X Z = ∅

Alors la flèche TX′,s ⊗Acst // X ⊗Acst est une A1-équivalence faible.

Demonstration On procède en trois étapes.

Étape 1 : Soit
(
ui : Xi

// X
)
i
une famille de morphismes étales, couvrante pour la topologie τ . On note Zi,

X ′i et si les pull-back de Z, X ′ et s suivant ui. Le préfaisceau u∗i (TX′,s) s’identifie canoniquement à TX′i,si . Ainsi,
par le lemme 4.5.43 ci-dessous, il suffit de prouver la proposition pour chaque Xi. Quitte à choisir un recouvrement
suffisement fin, on peut alors supposer que :

(i) X est affine,
(ii) s : Z // X ′ admet un voisinage affine dans X ′,
(iii) le faisceau normal Ns de l’immersion s est libre.

Nous prouverons la proposition sous les hypothèses ci-dessus.

Étape 2 : Soient r : X ′′ // X ′ un morphisme étale et s et s′ des sections définies sur Z telles que le triangle suivant
est commutatif :

Z
s′ //

s   BBBBBBB X ′′

r

��
X ′

On dispose alors d’un morphisme évident de préfaisceaux TX′′,s′ // TX′,s . Montrons que ce morphisme induit un
isomorphisme sur les faisceaux associés (pour la topologie τ). Il suffit de vérifier cela sur les points de la topologie
Nisnevich. Soit Y // X le localisé hensélien d’un point dans un X-schéma lisse. Si Y ×X Z est non vide, on définit
une application inverse :

TX′,s(Y ) // TX′′,s′(Y )
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de la manière suivante. Soit f : Y // X ′ un morphisme de X-schémas tel que le triangle :

Y ×X Z
f×XZ //

��

Z ′

Z

s

;;vvvvvvvvvv

est commutatif. Le carré ci-dessous est aussi commutatif :

Y ×X Z //

��

Y

��
Z // X ′′ // X ′

Ceci donne une section partielle Y ×X Z // Y ×X′ X ′′ du morphisme étale Y ×X′ X ′′ // Y . Comme Y est

supposé hensélien, cette section se prolonge uniquement à Y . On note rf : Y // Y ×X′ X ′′ le morphisme ainsi

obtenu. On définit alors f ′ par la composée Y
rf // Y ×X′ X ′′ // X ′′ . On vérifie aisément que l’association f  f ′

est bien un inverse à droite et à gauche de TX′′,s′(Y ) // TX′,s(Y ) .

Étape 3 : En utilisant les hypothèses (i), (ii) et (iii) de l’étape 1, on peut construire un morphisme étale X ′0
// AnX

avec X ′0 un voisinage affine de s dans X ′ et tel que la composée :

Z // X ′0
// AnX

est la section nulle. En utilisant l’étape 2, on est ramené à traiter le cas où X ′ = AnX et s la section nulle. On dispose
d’une application :

TAnX ,0 × A1
X

// TAnX ,0

qui à un couple (f, t) ∈ TAnX ,0(Y )× A1
X(Y ) associe la composée :

Y // AnX × A1
X

(x1,...,xn,t)→(tx1,...,txn) // AnX

Cette application fournit une homotopie entre l’identité de TX′,s et l’application nulle. c.q.f.d

Le résultat suivant à été utilisé dans la première étape de la preuve précédente :

Lemme 4.5.43 — Soient X un S-schéma et u : U // X morphisme lisse couvrant pour la topologie τ . Le
foncteur

u∗ : PreShv(Sm/X,M) // PreShv(Sm/U,M)

préserve et détecte les A1-équivalences faibles.

Demonstration Rappelons que u∗ ' (cu)∗ avec cu le foncteur de composition à droite par u. Le fait que (cu)∗ pré-
serve les équivalences τ -locales est clair. Pour montrer que (cu)∗ détecte les équivalences τ -locales, il suffit de remarquer
que (cu)∗ commute au foncteur de faisceautisation et qu’un morphisme de faisceaux d’ensembles a : H // K sur
Sm/X est un isomorphisme si et seulement si u∗(a) est un isomorphisme (car u est couvrante).

Soit f : H // K une flèche de PreShv(Sm/X,M). On suppose que u∗(f) est une A1-équivalence faible. On
peut supposer que H et K sont fibrants pour la structure (WA1 ,Cofproj ,Fibproj−A1). Comme u∗ est de Quillen à
droite relativement à cette structure, on déduit que u∗(f) est une A1-équivalence faible entre objets A1-fibrants. C’est
donc une équivalence τ -locale. Ceci montre que f est aussi une équivalence τ -locale. c.q.f.d

Notons le corollaire suivant du théorème 4.5.34 :

Corollaire 4.5.44 — Soient i : Z // X une immersion fermée de S-schémas et j l’immersion ouverte
complémentaire. Le couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif sur HoA1(PreShv(Sm/X,M)). De plus, le morphisme
de counité Li∗Ri∗ // id est inversible.

Demonstration La première assertion découle du 2-triangle distingué :

(4.103) Lj#j
∗ // id // Ri∗Li∗ //
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déduit du carré homotopiquement cocartésien et du fait que Ri∗ = i∗ sur les t∅-faisceaux (On utilise ici l’équivalence
de catégories HoA1(PreShv(Sm/X,M)) ' HoA1(Shvt∅(Sm/X,M))). Pour montrer la seconde assertion, on applique

le triangle (4.103) à i∗ et on utilise que j∗i∗ = 0 pour déduire que i∗
η // i∗Li∗i∗ est inversible. Il vient que

i∗Li
∗i∗

δ // i∗ est aussi inversible. Pour terminer, il reste à montrer que le foncteur i∗ détecte les A1-équivalences

faibles sur les t∅-faisceaux. Soit donc f : H // K une flèche de Shvt∅(Sm/Z,M) qui devient une A1-équivalence
faible après appliccation de i∗. Comme i∗ préserve les A1-équivalences faibles, on peut supposer que H et K sont
projectivement A1-fibrants. Il vient que i∗(f) est une A1-équivalence stable entre objets A1-fibrants. C’est donc une
équivalence de préfaisceaux. Le résultat découle maintenant du fait que tout Z-schéma lisse est localement pour la
topologie de Nisnevich isomorphe au pull-back d’un X-schéma lisse par l’immersion i. c.q.f.d

Il reste à déduire l’analogue stable du théorème 4.5.36. Soit X un S-schéma. L’équivalence de Quillen à gauche
at∅ : PreShv(Sm/X,M) // Shvt∅(Sm/X,M) (relativement aux structures A1-locales) induit une équivalence de
Quillen à gauche :

at∅ : SpectΣ
TX (PreShv(Sm/X,M)) // SpectΣ

at∅ (TX)(Shvt∅(Sm/X,M))

Pour une immersion fermée i : Z // X , on dispose d’une transformation naturelle

(4.104) TX ⊗ i∗(−) // i∗(TZ ⊗−)

qui induit le prolongement i∗ : SpectΣ
TZ (PreShv(Sm/Z,M)) // SpectΣ

TX (PreShv(Sm/X,M)) Le lecteur vérifie
facilement que (4.104) induit une transformation naturelle :

(4.105) at∅(TX)⊗ i∗(−) // i∗(at∅(TZ)⊗−)

où le produit tensoriel est pris dans la catégorie des t∅-faisceaux. On obtient de plus un carré commutatif de catégories :

SpectΣ
at∅ (TZ)(Shvt∅(Sm/Z,M))

i∗ //
� _

��

SpectΣ
at∅ (TX)(Shvt∅(Sm/X,M))

� _

��
SpectΣ

TZ (PreShv(Sm/Z,M))
i∗ // SpectΣ

TX (PreShv(Sm/X,M))

où les flèches verticales sont les inclusions évidentes (qui sont donc des équivalences de Quillen à droite). On a le
théorème suivant :

Theoreme 4.5.45 — Soit i : Z // X une immersion fermée de S-schémas. Le foncteur :

(4.106) i∗ : SpectΣ
at∅ (TZ)(Shvt∅(Sm/Z,M)) // SpectΣ

at∅ (TX)(Shvt∅(Sm/X,M))

est un foncteur de Quillen à gauche relativement aux structures injectives stables sur les spectres déduites des structures
injectives A1-locales (WA1 ,Cof inj ,Fibinj−A1) sur les catégories de t∅-faisceaux.

Demonstration Le foncteur (4.106) admet un adjoint à droite (voir le lemme 4.5.46 ci-dessous). Le fait que (4.106)
préserve les cofibrations injectives et les cofibrations injectives A1-triviales niveau par niveau découle du théorème
4.5.34. Il reste à voir que (4.106) envoie les flèches de la forme ωpK (voir la page 484) sur des A1-équivalences stables
pour tout K ∈ Ob(Shvt∅(Sm/Z,M)) injectivement cofibrant et p ∈ N. On dipose d’un carré commutatif :

Susp+1
at∅ (TX),Σ(at∅(TX)⊗ i∗K)

ωpi∗K //

��

Suspat∅ (TX),Σ(i∗K)

��
i∗Susp+1

at∅ (TZ),Σ(at∅(TZ)⊗K)
i∗ω

p
K // i∗Suspat∅ (TZ),Σ(K)

Il suffira de montrer que les flèches verticales sont des A1-équivalences faibles niveau par niveau. On se ramène ainsi
à montrer que les flèches :

(4.107) at∅(T
⊗r
X )⊗ i∗K // i∗(at∅(T

⊗r
Z )⊗K)
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sont des A1-équivalences faibles. Notons j l’immersion ouverte complémemtaire. Le couple de foncteurs (Li∗; j∗) est
conservatif par le corollaire 4.5.44. Il suffit donc de prouver que :
(4.108)

j∗[at∅(T
⊗r
X )⊗ i∗K] // j∗[i∗(at∅(T

⊗r
Z )⊗K)] et Li∗[at∅(T

⊗r
X )⊗ i∗K] // Li∗[i∗(at∅(T

⊗r
Z )⊗K)]

sont inversibles. La flèche de gauche est l’unique flèche entre objets nuls puisque j∗i∗ = 0. Pour la seconde flèche, on
considère le carré commutatif :

Li∗[at∅(T
⊗r
X )⊗ i∗K] //

∼
��

Li∗[i∗(at∅(T
⊗r
Z )⊗K)]

��
at∅(T

⊗r
Z )⊗ Li∗i∗K // at∅(T

⊗r
Z )⊗K

Le résultat découle alors du fait que la counité de (Li∗, i∗) est inversible (toujours par le corollaire 4.5.44). c.q.f.d

Lemme 4.5.46 — On garde les hypothèses du théorème 4.5.45. Le foncteur (4.106) admet un adjoint à droite.

Demonstration Soit E un at∅(TX)-spectre symétrique à valeurs dans Shvt∅(Sm/X,M). On définit une suite symé-
trique (Fn)n∈N à valeurs dans Shvt∅(Sm/Z,M) par :

(4.109) Fn = Eq

(∏
k∈N

Homg(at∅(TZ)⊗k, i!Ek+n) ////
∏
l∈N

Homg(at∅(TZ)⊗l, i!Homg(at∅(TX),El+1+n))

)

où Σn opère sur Fn par les restrictions suivant 1×Σn ⊂ Σm ×Σn ⊂ Σm+n de l’action de Σm+n sur Em+n. Les deux
flèches de (4.109) sont données par l’adjoint du morphisme d’assemblage du at∅(TX)-spectre E et par la composée :

Homg(at∅(TZ)⊗k, i!(−)) ' Homg(at∅(TZ)⊗k−1,Homg(at∅(TZ), i!(−))) // Homg(at∅(TZ)⊗k−1, i!Homg(at∅(TX),−))

On vérifie facilement que le produit des flèches :

Fn // Homg(at∅(TZ)⊗k, i!Ek+n) ' Homg(at∅(TZ),Homg(at∅(TZ)⊗k−1, i!Ek−1+1+n))

se factorise par le sous-objet Homg(at∅(TZ),Fn+1). On obtient ainsi un at∅(TZ)-spectre symétrique F. Le lecteur
vérifiera que le foncteur hom(i∗(−),E) est représenté par F. c.q.f.d

On a enfin l’axiome de localité pour les catégories SHT
M(−) :

Corollaire 4.5.47 — Soient i : Z // X une immersion fermée de S-schémas et j l’immersion ouverte
complémentaire. Le couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif sur SHT

M(X). De plus, le morphisme de counité
Li∗Ri∗ // id est inversible.

Demonstration Montrons d’abord la première assertion. Si E est un at∅(TX)-spectre projectivement cofibrant à
valeurs dans Shvt∅(Sm/X,M), le carré commutatif :

(4.110) j#j
∗E //

��

E

��
∗ // i∗i∗E

est homotopiquement cocartésien niveau par niveau. Comme i∗ préserve les A1-équivalences stables, il se dérive tri-
vialement. On déduit ainsi un 2-triangle distingué dans SHT

M(X) :

(4.111) Lj#j
∗ // id // Ri∗Li∗ //

Ceci montre que le couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif. La seconde assertion découle de son analogue instable
(et du fait que i∗ se dérive trivialement pour les t∅-faisceaux). c.q.f.d
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4.5.4 Fin de la vérification des axiomes

Il nous reste à montrer le théorème de changement de base par un morphisme lisse, l’axiome d’homotopie et
l’axiome de stabilité.

Proposition 4.5.48 — Soit un carré cartésien de S-schémas :

X ′ //

f ′

��

g′ // X

f

��
Y ′

g // Y

avec f lisse. Le morphisme de changement de base Lf ′#Lg′∗ // Lg∗Lf# est inversible.

Demonstration Étant donné que les quatre foncteurs f#, g∗, g′∗ et f ′# sont de Quillen à gauche relativement à la
structure projective A1-stable (WA1−st,Cofproj ,Fibproj−A1−st), il suffit de démontrer que la transformation nautrelle
f ′#g

′∗ // g∗f# est inversible au niveau des préfaisceaux à valeurs dans M. Étant donné que les quatre foncteurs

en question commutent aux petites colimites, il suffit d’évaluer en U ′⊗Acst avec U ′ un X ′-schéma lisse et A ∈ Ob(M).
On obtient alors la flèche :

(U ′ ⊗X′ Y ′ → Y ′ → Y )⊗Acst // ((U ′ → X ′ → X)×X Y )⊗Acst

Le résultat découle alors de la transitivité du produit fibré de schémas. c.q.f.d

On démontre maintenant l’axiome d’homotopie :

Proposition 4.5.49 — Soit X un S-schéma et notons p : A1
X

// X la projection de la droite affine sur X.

Le morphisme d’unité id // Rp∗Lp∗ est inversible.

Demonstration C’est équivalent de demander que la counité Lp#Lp∗ // id est inversible. Par la formule de
projection, on déduit un isomorphisme Lp#Lp∗(−) ' (Lp#1A1

X
)⊗ (−) avec 1A1

X
l’objet unité de la catégorie monoïdale

MT (A1
X). Par définition de p#, l’objet p#1A1

X
est le TX -spectre de suspension Sus0

TX ,Σ(A1
X⊗1). Il nous reste à montrer

que le morphisme :
Sus0

TX ,Σ(A1
X ⊗ 1) // Sus0

TX ,Σ(idX ⊗ 1)

est une A1-équivalence faible niveau par niveau. Au niveau n ∈ N, cette flèche est donnée par A1 ⊗ T⊗nX // T⊗nX .
Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d

Pour l’axiome de stabilité, on aura besoin du lemme ci-dessous qui repose sur l’axiome de localité :

Lemme 4.5.50 — Soit X un S-schéma. On forme le diagramme commutatif :

GmX
j //

q
""EEEEEEEEE A1
X

p

��

X
soo

}}}}}}}}

}}}}}}}}

X

Il existe un isomorphsime Lp#Rs∗ ' Sus0
TX ,Σ[Cof(GmX ⊗ 1X → A1

X ⊗ 1X)]
L
⊗−.

Demonstration Soit E un at∅(T )-spectre symétrique à valeurs dans Shvt∅(Sm/X,M). On suppose que E est
projectivement cofibrant. On dispose d’un morphsime évident :

Cof(j#1GmX
→ 1A1

X
)⊗ p∗E // s∗E

qui est une A1-équivalence faible niveau par niveau. Le lemme découle alors de la formule de projection appliquée à
Lp# et du fait que Cof(j#1GmX

→ 1A1
X

)⊗− est de Quillen à gauche pour la structure injective. c.q.f.d

Corollaire 4.5.51 — Supposons que l’objet T est équivalent à Cof(GmS ⊗ 1 → A1
S ⊗ 1). Alors, pour tout

S-schéma X, le foncteur Lp#Rs∗ est une équivalence de catégories,
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Demonstration En effet, par le lemme 4.5.50, le foncteur Lp#Rs∗ est isomorphe à Sus0
TX ,Σ(TX)

L
⊗ −. Le résultat

découle alors du théorème 4.3.38. c.q.f.d

Definition 4.5.52 — Soit T // Cof(GmS ⊗ 1→ A1
S ⊗ 1) une équivalence faible avec T un préfaisceau

cofibrant à valeurs dans M. On pose alors SHM(−,−) = SHT
M(−,−) et SHM(−) = SHT

M(−). C’est respectivement le
dérivateur motivique et 2-foncteur motivique associé à la catégorie de coefficients M.

Remarque 4.5.53 — Le dérivateur algébrique homotopique et stable SH ne dépend de T qu’à une équivalence
près. En effet, si T ′ est un autre remplacement cofibrant de Cof(GmS ⊗1→ A1

S ⊗1) muni d’une A1-équivalence faible
T // T ′ , on a par le théorème 4.3.40, une équivalence de Quillen entre les deux catégories des spectres.

4.5.5 Quelques compléments
Dans cette dernière section, nous supposerons que la catégorie de coefficients M est la catégorie des S1-spectres

symétriques SpectΣ
S1(∆op(Ens)) ou la catégorie des complexes de R-modules Compl(Mod(R)) avec R un anneau

commutatif. Dans ce cas, la catégorie triangulée Ho(M) admet une t-structure naturelle (Ho(M)≥0,Ho(M)<0). Son
cœur est équivalent à la catégorie des groupes abéliens dans le cas M = SpectΣ

S1(∆op(Ens)). Il est équivalent à la
catégories des R-modules dans le cas M = Compl(Mod(R)). Si A est un objet de M et r ∈ Z, on note A≥r et A<r
les tronqués bien définis à isomorphisme près dans Ho(M). On pose aussi hr(A) = (A≤r)≥r[−r].

Cette t-structure est engendrée, au sens de la définition 2.1.71, par l’objet unité 1 de M (i.e., le spectre symétrique
Sus0

S1,Σ(S0) et le complexe concentré en degré zero [· · · → 0→ A→ 0→ . . . ] respectivement). Elle est en particulier
non-dégénérée (par la proposition 2.1.73). On déduit donc pour tout objet A de M des isomorphismes :

A ' HoLimn∈NA≤−n et HoColimn∈NA≥n ' A

On peut modifier la construction dans la preuve de la proposition 2.1.70 pour obtenir des troncations au niveau de la
catégorie de modèles. On fixe un remplacement fibrant A // Afib fonctoriel en A ∈ Ob(M). Soit r ∈ N. On définit
alors φr(A) par le push-out du diagramme :∐

Σn1→Afib,n≥r Σn1 //

��

Afib

∗

où Σ1(−) designe un modèle du foncteur de suspension. On pose alors φkr (A) = φr(φk−1
r (A)) pour k ≥ 1 et on note

A<r la colimite de la N-suite :

A // φ1
r(A) // φ2

r(A) // . . . // φnr (A) // . . .

Par construction, A<r est aussi la colimite des φkr (A)fib. C’est donc un objet fibrant. De plus, toute flèche de Σn1 vers
A<0 est nulle (avec n ≥ r). Ceci montre que A<r est un objet strictement inférieur à r. On factorise d’une manière

fonctorielle la flèche A // A<r par une cofibration triviale suivie d’une fibration Ã // A<r . On pose alors A≥r

la fibre Ã // A<r . On a ainsi associé à tout objet A un diagramme fonctoriel en A :

(4.112) A≥r // Ã // A<r

qui relève le triangle distingé habituel8.
Soit S est une petite catégorie. On considère la t-structure sur Ho(PreShv(S,M)) engendrée par U ⊗ 1 pour

U ∈ Ob(S). Cette t-structure est encore non-dégénérée. Son cœur est équivalent à la catégorie abélienne des préfaisceaux
de groupes abéliens et des R-modules respectivement. SiK est un préfaisceau à valeurs dans M, on pose K̃(−) = K̃(−),
K<r(−) = K(−)<r etK≥r(−) = K(−)≥r (avec r ∈ N). Pour simplifier, nous supposerons que nos sites de Grothendieck
admettent suffisament de points. Notons le lemme suivant :

Lemme 4.5.54 — Soient un site (S, top) et u : K // H un morphisme de préfaisceaux. Alors, u est une
équivalence top-locale si et seulement si pour tout r ∈ Z, le morphisme de préfaisceaux hr(K) // hr(H) à valeurs
dans la catégorie abélienne Ho(M)≥0 ∩Ho(M)≤0 induit un isomorphisme sur les faisceaux associés.

8 Bien entendu, des constructions beaucoup plus jolies existent, notamment pour la catégorie des complexes.
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Demonstration Soit x : Ens // Shvtop(S) un point du site (S, top). Pour tout préfaisceau K à valeurs dans M,
on a un isomorphisme canonique x∗hr(K) ' hr(x∗(K)). Il suffit donc de démontrer le lemme pour le site ponctuel.
Le résultat découle alors du fait que la t-structure est non dégénérée. c.q.f.d

Lemme 4.5.55 — Soient un site (S, top) et un préfaisceau K sur S à valeurs dans M. Soit K // H une
équivalence top-locale avec H un préfaisceau fibrant pour la structure top-locale (Wtop,Cofproj ,Fibproj−top). Si le
préfaisceau K est strictement négatif, il en est de même de H.

Demonstration La conclusion du lemme ne dépend pas du choix du remplacement top-fibrant de K. Il suffit donc
d’établir l’énoncé pour un H particulier.

On note (−)top−f le remplacant top-fibrant fonctoriel. On pose ψ(−) = ((−)top−f )<0, ψν+1(−) = ψ(ψν(−)) et
ψν(−) = Colimµ∈νψ

µ lorsque l’ordinal ν est limite. Si λ est l’ordinal successeur de α (avec PreShv(S,M) α-accessible
pour sa structure top-locale), le préfaisceau H = ψλ(K) est top-fibrant. Il est également strictement négatif. Enfin,
K // H est une top-équivalence faible lorsque K est strictement négatif (utiliser le lemme 4.5.54). c.q.f.d

Corollaire 4.5.56 — Soient un site (S, top) et un préfaisceau K sur S à valeurs dans M. Le morphisme de
groupes abéliens :

homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K≥0) // homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K)

est inversible pour tout U ∈ Ob(S).

Demonstration Le triangle distingué K≥0
// K // K<0

// induit une suite exacte longue sur les groupes
d’homomorphismes. Il suffit donc de montrer que les deux groupes suivant :

homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K<0) et homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,Ω1K<0)

sont nuls. Par le lemme 4.5.55, les remplacements top-fibrants de K<0 et Ω1K<0 sont des préfaisceaux strictement
négatifs. D’où le résultat. c.q.f.d

Definition 4.5.57 — Soit (S, top) un site de Grothendieck. On dit que S est de dimension cohomologique finie s’il
existe un entier N tel que pour tout U ∈ Ob(S) le foncteur Hi

top(U,−) : PreShv(S,Ab) // Ab est identiquement
nul pour i > N . Le plus petit entier N vérifiant cette condition est appelé la dimension cohomologique de S.

Proposition 4.5.58 — Soit (S, top) un site de Grothendieck de dimension cohomologique finie N . Soient
K un préfaisceau sur S à valeurs dans M et K // H une équivalence top-locale avec H un prefaisceau top-
fibrant. Supposons que le préfaisceau K est positif. Alors, le morphisme H // H≥−N est une équivalence faible de
préfaisceaux.

Demonstration On dispose d’un système projectif dans PreShv(S,M) (appelé la tour de Postnikoff) :

(4.113) . . . // K≤r+1
// K≤r // . . . // K≤1

// K≤0

(avec K≤r = K<r+1). On choisit un remplacement top-fibrant de (4.113) dans PreShv(N × S,M) relativement à la
structure injective (Wtop,Cof inj ,Fibinj−top) :

. . . // K≤r+1
//

��

K≤r //

��

. . . // K≤1
//

��

K≤0

��
. . . // Hr+1

// Hr
// . . . // H1

// H0

En particulier, les flèches verticales sont des équivalences top-locales, les Hn des prefaisceaux top-fibrants et les flèches
Hr+1

// Hr sont des top-fibrations.
Supposons que l’on sache montrer la proposition pour les préfaisceaux bornés, en particulier pour les K≤r, et

expliquons comment conclure. Le préfaisceauH = Limr∈NHr est top-fibrant. Il reste à montrer que H // H≤−N est

une équivalence faible et que K // H est une équivalence top-locale. Pour cela, nous allons calculer les préfaisceaux
de cohomologie Π0(A,H) avec A = Σp1 ou A = Ωq1 (p, q ∈ N). On dispose d’une suite exacte courte (dite de Milnor) :

Lim1Π0(A,Hr) // Π0(A,H) // LimΠ0(A,Hr)
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Nous allons voir que pour r suffisament grand, le morphisme Π0(A,Hr+1) // Π0(A,Hr) est inversible. Ceci mon-

trera que Lim1Π0(A,Hr) = 0. On aura donc :
– Π0(A,H) = Π0(A,Hr) = 0 pour A = Ωr1 et r > N ,
– Πtop

0 (A,H) ' Πtop
0 (A,Hr) ' Πtop

0 (A,K),
et la proposition sera montrée. Notons Fr la fibre de Hr

// Hr−1 (qui est donc un objet fibrant) et Er = (K≤r)≥r.
On a un morphisme de triangles distingués dans Ho(PreShv(S,M)) :

(4.114) Er //

��

K≤r //

��

K≤r−1
//

��
Fr // Hr

// Hr−1
//

Ceci montre que Fr est un remplacement top-fibrant du préfaisceau Er concentré en degré r. On sait donc que
Fr // (Fr)≥r−N est inversible. En particulier on a Π0(Σp1, Fr) = 0 pour r ≥ N+p+1 et Π0(Ωq1, Fr) = 0 pour r ≥
N−q+1. Le résultat découle maintenant de la suite exacte longue déduite du triangle Fr // Hr

// Hr−1
// .

Il reste à montrer la proposition pour K borné, i.e., K = K≤r. On raisonne par récurrence sur r. Lorsque r = 0,
le résultat découle immédiatement du lemme 4.5.59. Pour passer du cas r − 1 au cas r, il suffit d’utiliser le triangle
distingé Fr // Hr

// Hr−1
// et d’appliquer le cas r = 0 à Er // Fr . c.q.f.d

Si K est un préfaisceau à valeurs dans le cœur de M, on notera Ka le préfaisceau de groupes abéliens égal à la
composée :

S // Ho(M)≤0 ∩Ho(M)≥0
// Ab

Lemme 4.5.59 — Soit K un préfaisceau à valeurs dans le coeur de M et soit K // H un remplacement
top-fibrant. Alors pour tout r ∈ N, hr(H)a est canoniquement isomorphe au préfaisceau H−rtop(−,Ka).

Demonstration On traite uniquement le cas où M est la catégorie SpectΣ
S1(∆opEns). Étant donnée l’équivalence

de Quillen
SpectS1(∆opEns) // SpectΣ

S1(∆opEns)

on peut travailler avec les spectres non-symétriques. On dispose alors d’une adjonction de Quillen :

(N,E) : SpectS1(∆opEns) // Compl(Ab)

avec N le foncteur qui à un S1-spectre A associe le complexe Colimn∈NN(Z[An])[−n] où N(−) est le complexe normalisé
associé à un objet simplicial en groupes abéliens. Le foncteur E envoie un complexe de groupes abéliens sur son spectre
d’Eilenberg-McLane. Les foncteurs N et E preservent les équivalences faibles. Le foncteur RE est t-exact et induit une
équivalence de catégories sur les cœurs.

L’adjonction (N,E) induit une adjonction de Quillen :

(N,E) : PreShv(S,SpectS1(∆opEns)) // PreShv(S,Compl(Ab))

qui passe à la localisation suivant les équivalences top-locales du moins lorsque (S, top) admet suffisament de points.
En effet, les foncteurs N et E preservent les top-équivalences puisqu’ils commutent au foncteur fibre associé à un point
Ens // Shvtop(S) .

Il est facile maintenant de déduire le lemme. On peut supposer que notre préfaisceau K est de la forme E(A) avec
A un préfaisceau de groupes abéliens sur S. Soit A // I une équivalence top-locale de PreShv(S,Compl(Ab))
avec I un complexe top-fibrant. On déduit alors une équivalence top-locale K = E(A) // E(I) et le préfaisceau
E(I) est top-fibrant. Le résultat découle maintenant du fait que E est exact. c.q.f.d

Corollaire 4.5.60 — Soit un site (S,M) de dimension cohomologique finie N . Soit un préfaisceau K sur S à
valeurs dans M. Le morphisme de groupes abéliens :

homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K) // homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K≤N )

est inversible pour tout U ∈ Ob(S).

Demonstration La suite excate longue associée à K≥N+1
// K // K≤N // montre qu’il suffit de prouver

que les groupes :

homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,K≥N+1) et homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,Σ1K≥N+1)
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Ceci découle immédiatement de la proposition 4.5.58. c.q.f.d

Corollaire 4.5.61 — Soit un site (S,M) quasi-compact et de dimension cohomologique finie. Pout tout
U ∈ Ob(S), le foncteur :

homHotop(PreShv(S,M))(U ⊗ 1,−) : PreShv(S,M) // Ab

commute aux colimites filtrantes.

Demonstration Soient I une petite catégorie filtrante et K(−) : I // PreShv(S,M) un foncteur. Les corollaires
4.5.56 et 4.5.60 montrent que l’on peut remplacer K(−) par (K(−)≥0)≤N . On peut donc supposer que K(−) est positif
et borné. En utilisant la tour de Postnikoff (voir la preuve de la proposition 4.5.58) on se ramène par récurrence au
cas où les K(−) sont concentrés en un seul degré 0 ≤ r ≤ N . Modulo le lemme 4.5.59, le résultat découle de la
commutation de Hr

top(U,−) : PreShv(S,Ab) // Ab aux colimites filtrantes (voir [SGA 4]). c.q.f.d

Proposition 4.5.62 — Soit (S, top) un site muni d’une P -structure U ∈ Ob(S) (EU , topU ). On suppose que les
sites (EU , topU ) sont quasi-compacts et de dimension cohomologique finie. Alors, une colimite filtrante de préfaisceaux
projectivement top-fibrants et encore un préfaisceau projectivement top-fibrant.

Demonstration Soient I une petite catégorie filtrante et K(−) : I // PreShv(S,M) un foncteur à valeurs dans
les préfaisceaux projectivement top-fibrants. Le préfaisceau ColimIK(−) est encore projectivement fibrant. Il reste à
montrer qu’il est top-local. Soit ColimIK // H un remplacement top-fibrant. On montrera que pour tout n ∈ Z,
le morphisme :

(4.115) homHo(PreShv(S,M))(U ⊗ 1[n],ColimIK(−)) // homHo(PreShv(S,M))(U ⊗ 1[n], H)

est inversible. Notons eU : S // EU le pseudo-morphisme de sites évident. L’application (4.115) s’identifie à :

(4.116) homHo(PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n],ColimI(eU )∗K(−)) // homHo(PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n], (eU )∗H)

Le foncteur homHo(PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n],−) commute clairement aux colimites filtrantes. L’application (4.116)
s’écrit :

(4.117) ColimI homHo(PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n], (eU )∗K(−)) // homHo(PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n], (eU )∗H)

Par le théorème 4.4.51, le foncteur (eU )∗ preserve les objets top-fibrants. En particulier, (eU )∗K(−) et (eU )∗H sont
topU -fibrants. On déduit que (4.117) est isomorphe à :

(4.118) ColimI homHotopU (PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n], (eU )∗K(−)) // homHotopU (PreShv(EU ,M))(U ⊗ 1[n], (eU )∗H)

Le résultat découle maintenant du corollaire 4.5.61. c.q.f.d

Revonons aux cas des schémas. Nous travaillerons uniquement avec la topologie de Nisnevich, bien que les résultats
ci-dessous sont aussi vrais pour τ = ét lorsque les schémas considérés sont de dimension cohomologique étale fini (eg.
des schémas de type fini sur un corps algébriquement clos). Pour un schéma X noethérien, la dimension cohomologie
de (Et/X,Nis) est majorée par la dimension de Krull (voir [TT90]). Si cette dimension est finie, la proposition 4.5.62
s’applique. On a également :

Proposition 4.5.63 — Soit X un S-schéma noethérien et de dimension de Krull finie. Une colimite filtrante
de préfaisceaux projectivement A1-fibrants de PreShv(Sm/X,M) est encore un objet A1-fibrant.

Demonstration Comme X est noethérien et de dimension de Krull fini, il en est de même de tout X-schéma de
type fini.

Soient I une petite catégorie filtrante et K(−) : I // PreShv(Sm/X,M) un foncteur à valeurs dans les
préfaisceaux projectivement A1-fibrants. La colimite ColimIK(−) est Nis-fibrante par la proposition 4.5.62. Pour
vérifier qu’elle est A1-locale, il suffit de montrer que hom(A1

X ,ColimIK(−)) // ColimIK(−) est une équivalence
faible de préfaisceaux. Le résultat découle alors de la commutation de hom(A1

X ,−) aux colimites et du fait que les
colimites filtrantes preservent les équivalences faibles de M. c.q.f.d

Corollaire 4.5.64 — Soit X un S-schéma noethérien et de dimension de Krull finie. Pour U un X-schéma
lisse, le foncteur

Hom(U ⊗ 1,−) : PreShv(Sm/X,M) // HoA1(PreShv(Sm/X,M))
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commute aux compositions transfinies (au sens de l’hypothèse 4.3.56).

On en déduit (sous les hypothèses du corollaire 4.5.64) que Hom(TX ,−) commute aux compositions transfinies
pour T comme dans la définition 4.5.52. Le lemme ci-dessous et le théorème 4.3.79 montrent donc que la catégorie
SHM(X) est équivalente à la catégorie homotopique stable des TX -spectres non-symétriques.

Lemme 4.5.65 — La permutation (123) opère trivialement sur Cof(Gm1
S ⊗ 1 → A1

S ⊗ 1)⊗3 dans la catégorie
homotopique HoA1(PreShv(Sm/S,M)).

Demonstration Le groupe G`S(3) des matrices 3 × 3 inversibles opère sur l’objet Q = Cof(Gm3
S ⊗ 1 → A3

S ⊗ 1),
i.e., on a une flèche :

G`S(3)⊗Q // Q

De plus, l’action de la permutation (123) coïncide avec l’action par la matrice : 0 0 1
1 0 0
0 1 0


On a la relation :  0 0 1

1 0 0
0 1 0

 =

 0 −1 0
1 2 0
0 0 1

 1 0 0
0 0 −1
0 1 2

 1 0 2
0 1 −2
0 0 1


Le trois matrices dans le membre de droite sont unipotentes, i.e., de la forme id3 + N avec N nilpotente. Il suffit
donc de montrer que id3 +N opère trivialement. Pour cela, on considère le morphisme de S-schémas A1

S
// G`(3)

donné par t id3 + t.N . La composée :

A1
S ⊗Q // G`S(3)⊗Q // Q

founit l’homotopie recherchée. c.q.f.d

Corollaire 4.5.66 — Pour tout S-schéma X, la catégorie SHM(X) est canoniquement équivalente à la
catégorie homotopique de SpectTX (PreShv(Sm/X,M)) munie de la structure stable déduite de la structure A1-locale
sur PreShv(Sm/X,M).

On a aussi le théorème suivant :

Theoreme 4.5.67 — Soit X un S-schéma noethérien de dimension de Krull finie. La catégorie triangulée
SHM(X) est compactement engendrée par les objets de la forme SuspTX ,Σ(U ⊗ 1) avec p ∈ N et U ∈ Ob(Sm/X).

Demonstration Les foncteurs homSHM(X)(SuspTX ,Σ(U ⊗ 1)[n],−) avec p ∈ N, n ∈ Z et U ∈ Sm/X forment une
famille conservative. En effet, soit u : E // F un morphisme de TX -spectres symétriques dont les images par
ces foncteurs sont inversibles. On peut supposer que E et F sont stablement A1-fibrants. Dans ce cas, l’application :
homSHM(X)(SuspTX ,Σ(U ⊗ 1)[n], u) s’identife à :

homHo(M)(1[n],Ep(U)) // homHo(M)(1[n],Fp(U))

Ceci montre que u est une équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau.
Il reste à montrer que les objets SuspTX ,Σ(U ⊗ 1) sont compacts. On montrera plus généralement que le foncteur

homSHM(X)(SuspTX ,Σ(U ⊗ 1),−) : SpectΣ
TX (PreShv(S,M)) // Ab

commute aux colimites filtrantes. Il suffit pour cela de montrer que les colimites filtrantes preservent les TX -spectres
fibrants de la structure :

(4.119) (WA1−st, (Cofproj)proj , (Fibproj−A1)proj−st)

Soient I une petite catégorie filtrante et K(−) : I // SpectΣ
TX (PreShv(Sm/X,M)) un foncteur à valeurs dans

les TX -spectres fibrants pour la structure (4.119). Par la proposition 4.5.63, la colimite ColimIK est projectivement
A1-fibrante niveau par niveau. Il reste à voir que ColimIK est un Ω-spectre. Il s’agit donc de montrer que pour p ∈ N,
le morphisme ColimIKp(−) // Hom(TX ,ColimIKp+1(−)) est une équivalence faible. Il suffit de montrer que pour
tout X-schéma lisse U , l’application :

homHoA1 (PreShv(Sm/X,M))(U ⊗ 1[n],ColimIKp(−)) // homHoA1 (PreShv(Sm/X,M))(U ⊗ TX [n],ColimIKp(−))
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est bijective. Ceci découle du fait que homHoA1 (PreShv(Sm/X,M))(U ⊗ 1,−) et homHoA1 (PreShv(Sm/X,M))(U ⊗ TX ,−)
commutent aux colimites filtrantes. c.q.f.d

Remarque 4.5.68 — Soit U un X-schéma lisse et notons f : U // X son morphisme structural. Le TX -
spectre SuspTX ,Σ(U ⊗ 1) est isomorphe à Lf#1U (−p)[−2p]. En effet, on peut écrire SuspTX ,Σ(U ⊗ 1) ' [Sus1

TX ,Σ1]⊗p ⊗
Sus0

TX ,Σ(U ⊗1). On a bien Lf#1 = Sus0
TX ,Σ(U ⊗1) par définition. Il reste à voir que Sus1

TX ,Σ1(1)[2] ' 1. Ceci découle

du fait que ω1
TX

: Sus1
TX ,Σ(TX) // Sus0

TX ,Σ1 est une équivalence stable.
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