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Résumé. — Dans cet article, on introduit et on étudie le concept de P1-localisation qui est la variante du concept de
A1-localisation où l’on remplace la droite affine par la droite projective. On démontre un théorème de P1-connexité
en adaptant la preuve de Morel de son théorème de A1-connexité. On s’intéresse ensuite à la P1-localisation du
faisceau des formes différentielles absolues et on montre que son 0-ième faisceau d’homologie est nul. Ceci nous
amène naturellement à la définition d’une classe de Kodaira–Spencer arithmétique. Enfin, nous montrons un lien
entre cette classe de Kodaira–Spencer arithmétique et les classes de Deligne–Illusie pour presque tout nombre
premier, ce qui nous permet de prouver qu’elle est non identiquement nulle.

Abstract. — In this article, we introduce and study the concept of P1-localisation which is the variant of the
concept of A1-localisation where the affine line is replaced by the projective line. We prove a P1-connectivity
theorem following the proof of Morel of his A1-connectivity theorem. We then consider the P1-localisation of
the sheaf of absolute differential forms and we show that its 0-th homology sheaf vanishes. This naturally brings
us to the definition of an arithmetic Kodaira–Spencer class. Finally, we establish a link between this arithmetic
Kodaira–Spencer class and the Deligne–Illusie classes for almost all prime numbers, which enable us to prove that
the former is not identically zero.
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1. Introduction

Soient S un schéma de base et Λ un anneau de coefficients. On considère des complexes de préfaisceaux
de Λ-modules sur la catégorie Sm{S des S -schémas lisses et, pour fixer les idées, on travaille dans cette
introduction localement pour la topologie étale. Rappelons qu’un complexe de préfaisceaux F est dit A1-
local si pour tout X P Sm{S le morphisme

RΓétpX; Fq // RΓétpA
1
ˆ X; Fq,

Mots clefs. — P1-localisation, formes différentielles, classe de Kodaira–Spencer arithmétique.
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induit par la projection évidente, est un isomorphisme (dans la catégorie dérivée DpΛq). On dispose d’un
endofoncteur de A1-localisation, noté LocA1, ét, qui rend un complexe de préfaisceaux A1-local de manière
optimale : pour tout complexe de préfaisceaux F on a une équivalence pA1, étq-locale F // LocA1, étpFq.

La A1-localisation joue un rôle central en théorie des motifs depuis les travaux de Voevodsky [28] et
Morel–Voevodsky [21]. Cependant, laA1-localisation est un exemple parmi d’autres d’un procédé beaucoup
plus général, à savoir la localisation de Bousfield dans les catégories de modèles [14]. En particulier, il est
tout à fait possible de remplacer la droite affine A1 par la droite projective P1. On obtient alors la notion de
complexe de préfaisceaux P1-local ainsi qu’un endofoncteur de P1-localisation, noté LocP1, ét. Toutefois, si
la A1-localisation a été perçue comme un procédé naturel et important au cours des dernières décennies, il
n’en est pas de même pour la P1-localisation. (Ceci est vrai à une exception près : les motifs birationnels de
Kahn–Sujatha [17] sont le résultat de la P1-localisation considérée dans la catégorie des motifs effectifs de
Voevodsky ; voir la proposition 3.9 ci-dessous.)

L’objectif de cet article est de démontrer que le concept de P1-localisation est intéressant et qu’il mène
naturellement à une construction surprenante, celle d’une classe de Kodaira–Spencer arithmétique. (La
question de l’existence d’une telle classe est discutée dans un article de Faltings [11] mais la classe que
nous proposons est de nature un peu différente ; voir la remarque 6.4 ci-dessous.)

L’article est organisé comme suit. La section 2 contient des généralités sur la P1-localisation et la sec-
tion 3 regroupe quelques exemples de faisceaux P1-locaux. Dans la section 4 on démontre le théorème
de P1-connexité. Il s’agit de l’analogue du théorème de A1-connexité de Morel [20] dans le contexte de
la P1-localisation et sa preuve est largement calquée sur celle de Morel. La section 5 contient le résultat
principal de cet article : on y montre que le complexe LocP1, étpΩ

1q est acyclique en degré zéro. C’est cette
acyclicité qui permet de définir une classe de Kodaira–Spencer arithmétique dans la section 6. Enfin, dans
la section 7 nous démontrons un lien entre notre classe de Kodaira–Spencer arithmétique et les classes de
Deligne–Illusie pour presque tout nombre premier. (Pour un nombre premier p, la classe de Deligne–Illusie,
introduite dans [9, Remarque 2.2(iii)], est l’obstruction à relever le morphisme de Frobenius modulo p2.)
Grâce à ce lien, on montre que notre classe de Kodaira–Spencer arithmétique est non triviale, déjà pour les
courbes de genre > 2.

Remerciements. — Je remercie Ahmed Abbes de m’avoir parlé du papier de Faltings [11]. Je remercie
Bruno Kahn, Alberto Merici et Shuji Saito pour des discussions sur les motifs avec module en lien avec le
sujet de cet article. Je remercie Thomas Nikolaus de m’avoir expliqué que l’homologie de Hochschild des
Q-algèbres lisses était formelle. Enfin, je remercie vivement un rapporteur anonyme pour sa suggestion de
comparer la classe de Kodaira–Spencer arithmétique construite dans cet article avec les classes de Deligne–
Illusie. La section 7 est entièrement le fruit de cette suggestion, et son ajout rend l’article bien meilleur !

Conventions et notations courantes.

Anneaux et schémas. — Les anneaux sont toujours supposés commutatifs et unitaires. Les schémas sont
toujours supposés quasi-compacts et séparés. Si S est un schéma, on note Sm{S la catégorie des S -schémas
lisses et Et{S celle des S -schémas étales. Si S “ SpecpAq, ces catégories sont aussi désignées par Sm{A et
Et{A. On note A1 la droite affine et P1 la droite projective.

Modules quasi-cohérents. — Si X est un schéma, on note QCohpXq la catégorie des OX-modules quasi-
cohérents. Par abus de language, un objet de QCohpXq sera souvent considéré comme un faisceau étale de
OX-modules sur Et{X en utilisant par exemple [18, Lemme 13.1.5].

La catégorie QCohpXq est monoïdale fermée. Son produit tensoriel est désigné par ´ bOX ´ et son
bifoncteur « homomorphismes internes » est désigné par Homp´,´q.

Si f : Y // X est un morphisme de schémas, on note f ‹ (au lieu de f ˚) le foncteur « image inverse » sur
les modules quasi-cohérents. L’adjoint à droite de f ‹ sera noté f‹ (au lieu de f˚).

Complexes. — Si A est une catégorie abélienne, on note DpAq sa catégorie dérivée. Si Λ est un anneau,
on note DpΛq au lieu de DpModpΛqq la catégorie dérivée des Λ-modules.
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Préfaisceaux et faisceaux. — Si C est une catégorie et Λ un anneau, on note PShpC; Λq la catégorie des
préfaisceaux de Λ-modules sur C. Si τ est une topologie sur C, on note ShvτpC; Λq la sous-catégorie pleine
de PShpC; Λq formée des τ-faisceaux. On note aτ le foncteur de τ-faisceautisation.

La catégorie PShpC; Λq est monoïdale fermée. Son produit tensoriel est désigné par bΛ, ou simplement
par b. Le bifoncteur « homomorphismes internes » est désigné par Hom. Lorsque F est un préfaisceau
d’ensembles (et non de Λ-modules), on donne un sens à « F b p´q » et « HompF,´q » comme dans [2,
Définition 4.4.2]. Autrement dit, F b p´q est le produit tensoriel dans PShpC; Λq avec le préfaisceau de
Λ-modules librement engendré par F, et HompF,´q est son adjoint à droite. De même, pour un préfais-
ceau d’ensembles pointé pF, xq, on écrit « pF, xq b p´q » pour le conoyau de x˚ : p´q // F b p´q et
« HomppF, xq,´q » pour le noyau de x˚ : HompF,´q // p´q.

Si f : C // D est un foncteur, on note f˚ le foncteur « image directe » qui à un préfaisceau F sur D
associe le préfaisceau F ˝ f sur C. On note f ˚ l’adjoint à gauche de f˚ ; c’est le foncteur « image inverse ».

Structures de modèles τ-locales. — Avec C et τ comme ci-dessus, la catégorie CplpPShpC; Λqq possède
une structure de modèles, dite τ-locale, et sa catégorie homotopique est notée DτpPShpC; Λqq. Pour un objet
X P C, on note

RΓτpX;´q : DτpPShpC; Λqq // DpΛq
le foncteur dérivé à droite de ΓpX;´q relativement à la structure τ-locale. La cohomologie de X à valeurs
dans un complexe de préfaisceaux F est alors définie par H˚τ pX; Fq “ H˚pRΓτpX; Fqq.

2. Définitions générales : structures de modèles P1-localisées

Dans cette section, on fixe un schéma de base S et un anneau de coefficients Λ. On note Sm{S la catégorie
des S -schémas lisses. Par « préfaisceau » on entendra « préfaisceau de Λ-modules sur Sm{S ». On travaille
localement pour une topologie τ sur Sm{S . En pratique, τ sera la topologie Nisnevich (τ “ Nis) ou la
topologie étale (τ “ ét), mais on aura aussi à considérer la topologie Zariski (τ “ Zar) et la topologie
grossière (τ “ H). (Si S est le spectre d’un corps k, il est intéressant de prendre la topologie h et, lorsque k
admet la résolution des singularités, la topologie cdh, mais nous ne discuterons pas de ces topologies dans
cet article pour ne pas alourdir l’exposition.) On note aτ le foncteur « τ-faisceau associé ».

La catégorie des complexes de préfaisceaux CplpPShpSm{S ; Λqq possède une structure de modèles dite
globale où les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les morphismes sur-
jectifs ; voir par exemple [2, Proposition 4.4.16]. Rappelons qu’un morphisme de complexes de préfais-
ceaux F // G est appelé une équivalence τ-locale s’il induit des isomorphismes aτHipFq » aτHipGq pour
tout i P Z. La localisation de Bousfield de la structure globale suivant les équivalences τ-locales existe et
la structure de modèles pWτ,Cof,Fibτq qui en résulte est dite τ-locale ; voir par exemple [2, Proposition
4.4.31, Définition 4.4.33]. Les flèches dans Wτ sont exactement les équivalences τ-locales et les flèches
dans Fibτ sont appelées les τ-fibrations. (Les cofibrations pour la structure τ-locale sont les mêmes que
celles pour la structure globale.) La catégorie homotopique relativement à la structure τ-locale sera notée
DτpPShpSm{S ; Λqq ; elle est équivalente à la catégorie dérivée DpShvτpSm{S ; Λqq des τ-faisceaux via le
foncteur aτ.
Définition 2.1. — La structure de modèles pP1, τq-locale pWP1, τ,Cof,FibP1, τq sur CplpPShpSm{k; Λqq

est la localisation de Bousfield de la structure τ-locale suivant les morphismes

pP1
ˆ Xq b Λrns // X b Λrns

avec X P Sm{S et n P Z. Les flèches dans WP1, τ sont appelées les équivalences pP1, τq-locales et les
flèches dans FibP1, τ sont appelées les pP1, τq-fibrations. La catégorie homotopique relativement à la struc-
ture pP1, τq-locale sera notée DP1, τpPShpSm{S ; Λqq.

On dispose de la description suivante des complexes pP1, τq-fibrants.
Lemme 2.2. — Pour qu’un complexe de préfaisceaux L soit pP1, τq-fibrant il faut et il suffit qu’il soit τ-
fibrant et que, pour tout X P Sm{S , le morphisme LpXq // LpP1 ˆ Xq, induit par la projection évidente,
soit un quasi-isomorphisme.
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Démonstration. — Il s’agit d’une conséquence de la construction de la localisation de Bousfield ; voir en
effet [2, Définition 4.2.64, Proposition 4.2.66]. �

Définition 2.3. — Soit F un complexe de préfaisceaux considéré comme un objet de la catégorie ho-
motopique DτpPShpSm{S ; Λqq relativement à la structure τ-locale. On dit que F est P1-local si pour tout
X P Sm{S le morphisme

RΓτpX; Fq // RΓτpP
1
ˆ X; Fq,

induit par la projection évidente, est un isomorphisme dans la catégorie dérivée DpΛq. Autrement dit, F est
P1-local si et seulement si un (et donc tout) remplacement τ-fibrant de F est pP1, τq-fibrant.

Remarque 2.4. — Dans la définition 2.3, si l’on prend pour τ la topologie grossière, on parle alors
de complexes de préfaisceaux P1-invariants. Ainsi, un complexe de préfaisceaux F est P1-invariant si le
morphisme FpXq // FpP1 ˆ Xq est un quasi-isomorphisme pour tout X P Sm{S .

La notion de complexe de préfaisceaux P1-local dépend crucialement de la topologie choisie. Ainsi, nous
dirons souvent « P1-local pour la topologie τ » pour préciser le rôle de la topologie. �

Lemme 2.5. — Il existe un endofoncteur LocP1, τ de la catégorie DτpPShpSm{k; Λqq muni d’une transfor-
mation naturelle λ : id // LocP1, τ tel que les deux conditions suivantes sont satisfaites pour tout complexe
de préfaisceaux L sur Sm{S :

(a) LocP1, τpLq est P1-local ;

(b) λL : L // LocP1, τpLq est une équivalence pP1, τq-locale.

De plus, le couple pLocP1, τ, λq est unique à une unique transformation naturelle inversible près.

Démonstration. — Il s’agit d’une conséquence de la construction de la localisation de Bousfield ; voir en
effet [2, Proposition 4.2.72]. �

Dans le reste de la section on donne un modèle explicite de l’endofoncteur de P1-localisation LocP1, τ.

Construction 2.6. — On fixe un endofoncteur « remplacement τ-fibrant » p´qτ-fib sur les complexes de
préfaisceaux. Étant donné un complexe de préfaisceaux L, on pose :

ΦτpLq “ Cône
 

δ : pP1,8q b HomppP1,8q, Lτ-fibq Ñ Lτ-fib
(

avec δ la counité de l’adjonction ppP1,8q b ´,HomppP1,8q,´qq. On obtient ainsi un endofoncteur Φτ

sur les complexes de préfaisceaux muni d’une transformation naturelle φ : id // Φτ. On définit ensuite
l’endofoncteur Φ8τ en prenant la colimite de la suite

L
φL
// ΦτpLq

φΦτpLq
// Φ˝2

τ pLq
φ

Φ˝2
τ pLq
// ¨ ¨ ¨

φ
Φ
˝n´1
τ pLq

// Φ˝n
τ pLq

φΦ˝n
τ pLq
// ¨ ¨ ¨ .

Par construction, on dispose d’une transformation naturelle φ8 : id // Φ8τ . �

Théorème 2.7. — On suppose que S est noethérien de dimension finie et que l’une des deux alternatives
suivantes est satisfaite :

(i) τ est la topologie grossière, Zariski ou Nisnevich ;

(ii) τ est la topologie étale et les p-dimensions cohomologiques ponctuelles de S (au sens de [3, Définition
3.12]) sont uniformément bornées lorsque p parcourt les nombres premiers non inversibles dans Λ.

Soit L un complexe de préfaisceaux. Alors, Φ8τ pLq est pP1, τq-fibrant et φ8L : L // Φ8τ pLq est une équi-
valence pP1, τq-locale. Autrement dit, Φ8τ est un endofoncteur de P1-localisation (i.e., il existe un isomor-
phisme naturel Φ8τ » LocP1, τ qui échange φ8 et λ).

Démonstration. — On divise la preuve en deux parties.
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Partie A. — La fibre homotopique du morphisme φL : L // ΦτpLq s’identifie à

pP1,8q b HomppP1,8q, Lτ-fibq

qui est pP1, τq-localement acyclique. (Plus généralement, pP1,8qb F est pP1, τq-localement acyclique pour
tout complexe de préfaisceaux F. Ceci découle du fait que les complexes de préfaisceaux pP1, τq-localement
acycliques forment une sous-catégorie triangulée de DτpPShpSm{S ; Λqq stable par sommes directes infinies
et contenant les complexes de la forme pP1,8q b pX b Λq pour tout X P Sm{S .) Il s’ensuit que φL :
L // ΦτpLq est une équivalence pP1, τq-locale pour tout complexe de préfaisceaux L. Puisque les colimites
filtrantes préservent les équivalences pP1, τq-locales, il s’ensuit aussitôt que le morphisme φ8L : L // Φ8τ pLq
est aussi une équivalence pP1, τq-locale.

Il reste à montrer que Φ8τ pLq est pP1, τq-fibrant. On vérifie d’abord qu’il est τ-fibrant. Pour cela, on
remarque que le morphisme φΦ˝n

τ pLq : Φ˝n
τ pLq // Φ˝n`1

τ pLq se factorise par pΦ˝n
τ pLqqτ-fib. Ainsi, Φ8τ pLq

s’écrit aussi comme une colimite filtrante des complexes pΦ˝n
τ pLqqτ-fib. Or, sous les conditions de l’énoncé,

les colimites filtrantes préservent les complexes de préfaisceaux τ-fibrants ; voir par exemple [2, Corollaire
4.5.61, Proposition 4.5.62, Proposition 4.5.63] et [3, Lemme 3.18]. Ceci montre que Φ8τ pLq est τ-fibrant
comme souhaité.

Partie B. — D’après le lemme 2.5, il reste à voir que le morphisme Φ8τ pLq // HompP1,Φ8τ pLqq est un
quasi-isomorphisme ou, ce qui revient au même, que le complexe HomppP1,8q,Φ8τ pLqq est acyclique. On
montre d’abord que le morphisme de counité

δ : pP1,8q b HomppP1,8q,Φ8τ pLqq // Φ8τ pLq

induit le morphisme nul sur les préfaisceaux d’homologie. Pour cela, il est suffisant de montrer que la
composition de

pP1,8q b HomppP1,8q,Φ˝n
τ pLqq

δ
// Φ˝n

τ pLq // Φ8τ pLq
est nulle à homotopie près pour tout n P N. Or, cette composition se factorise par la composition de

pP1,8q b HomppP1,8q, pΦ˝n
τ pLqqτ-fibq

δ
// pΦ˝n

τ pLqqτ-fib
// Φ˝n`1

τ pLq

qui est nulle à homotopie près par construction.
Il est maintenant aisé de conclure. En effet, l’identité du complexe HomppP1,8q,Φ8τ pLqq est égale à la

composition de

HomppP1,8q,Φ8τ pLqq
η
// HomppP1,8q, pP1,8q b HomppP1,8q,Φ8τ pLqqq

δ
��

HomppP1,8q,Φ8τ pLqq

avec η l’unité de l’adjonction ppP1,8q b ´,HomppP1,8q,´qq. La flèche verticale ci-dessus est nulle en
homologie d’après la discussion précédente. (En effet, l’endofoncteur HomppP1,8q,´q est exact sur les
préfaisceaux.) L’homologie du complexe HomppP1,8q,Φ8τ pLqq est donc nulle comme souhaité. �

Remarque 2.8. — Étant donné un préfaisceau de Λ-algèbres A sur Sm{S , on peut étendre la discussion
précédente aux préfaisceaux de A-modules. Ainsi, la catégorie CplpPShpSm{S ;Aqq des complexes de pré-
faisceaux de A-modules possède des structures de modèles τ-locale et pP1, τq-locale ; une flèche est une
équivalence τ-locale, une équivalence pP1, τq-locale, une τ-fibration ou une pP1, τq-fibration s’il en est ainsi
après oubli de l’action de A. (Voir [26, Theorem 4.1].) Les catégories homotopiques sont notées

DτpPShpSm{S ;Aqq et DP1, τpPShpSm{S ;Aqq.

Le théorème 2.7 est encore valable pour les complexes de préfaisceaux de A-modules. �

Remarque 2.9. — Si le schéma S est noethérien, on peut étendre la discussion précédente aux préfais-
ceaux avec transferts (voir par exemple [19, Appendix 1A]) quitte à se restreindre à τ P tNis, étu afin que
la τ-faisceautisation préserve les transferts. Ainsi, la catégorie CplpPSTpSm{S ; Λqq des complexes de pré-
faisceaux avec transferts possède des structures de modèles τ-locale et pP1, τq-locale ; une flèche est une
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équivalence τ-locale, une équivalence pP1, τq-locale, une τ-fibration ou une pP1, τq-fibration s’il en est ainsi
après oubli des transferts. (Autrement dit, l’adjonction « ajout et oubli des transferts » patr, otrq est de Quillen
relativement aux structures τ-locales et pP1, τq-locales respectivement.) Les catégories homotopiques sont
notées

DτpPSTpSm{S ; Λqq et DP1, τpPSTpSm{S ; Λqq.

Le théorème 2.7 est encore valable pour les complexes de préfaisceaux avec transferts si dans la construction
2.6, on remplace pP1,8qb´ par le produit tensoriel avec transferts ΛtrpP

1,8qbtr´ qu’on dérive à gauche.
On laisse les détails au lecteur puisqu’on n’aura pas besoin de cette variante du théorème 2.7. �

3. Exemples de faisceaux P1-locaux

On peut réécrire la section 2 en remplaçant P1 par n’importe quel S -schéma lisse pointé. Notre objectif
dans cet article est de montrer que le choix de P1 fournit une théorie intéressante, et en particulier non vide.
Ainsi, nous regroupons dans cette section quelques exemples explicites de faisceaux P1-locaux. L’un de ces
exemples jouera un rôle important dans la section 7.
Exemple 3.1. — Le faisceau O des fonctions régulières est P1-local pour τ P tZar,Nis, étu. Ceci découle
du calcul de la cohomologie de Zariski de l’espace projectif relatif à valeurs dans O (voir [12, Chapitre III,
Proposition 2.1.12]) et du fait que la cohomologie cohérente ne dépend pas du choix de τ P tZar,Nis, étu
(voir [1, Exposé VII, Proposition 4.3]). �

Pour énoncer un résultat un peu plus général, on introduit une notation.
Notation 3.2. — Étant donnés un schéma S et un OS -module quasi-cohérent M, on note M le faisceau
étale de O-modules sur Sm{S qui lui est associé, i.e., qui est donné par

MpXq “ ΓpX; pX Ñ S q‹Mq

pour tout S -schéma lisse X. �

Proposition 3.3. — Soit S un schéma de base et soit M un OS -module quasi-cohérent. Alors, le faisceau
M est P1-local pour τ P tZar,Nis, étu.
Démonstration. — Lorsque M “ OS , on retrouve l’exemple 3.1 et, comme dans ledit exemple, on peut
supposer que τ “ Zar.

Le cas général découle du cas particulier M “ OS grâce à la formule de projection. En effet, on peut
supposer que S “ SpecpAq est affine et que M est associé à un A-module M. On a alors un isomorphisme

RΓZarpX;Mq » RΓZarpX;Oq
L
bA M

pour tout S -schéma lisse X. Puisque O est P1-local, ceci permet de conclure. �

Remarque 3.4. — Soit S un schéma. L’association M M définit un foncteur triangulé

DpQCohpS qq // DpShvτpSm{S ;Oqq (3.1)

de la catégorie dérivée des OS -modules quasi-cohérents dans la catégorie dérivée des faisceaux de O-
modules sur Sm{S . Ce foncteur est pleinement fidèle comme on le voit aussitôt en se ramenant au cas
où S est affine et en utilisant que DpQCohpS qq est alors compactement engendrée par OS . D’après la pro-
position 3.3, le foncteur (3.1) se factorise par la sous-catégorie triangulée de DpShvτpSm{S ;Oqq formée des
objets P1-locaux, ce qui fournit un foncteur triangulé pleinement fidèle

DpQCohpS qq // DP1pShvτpSm{S ;Oqq. (3.2)

On peut se demander si (3.2) est une équivalence de catégories, i.e., si tout complexe de faisceaux de O-
modules P1-local provient de DpQCohpS qq. Il n’en est rien comme le montre le résultat suivant. �

Proposition 3.5. — Soit S un schéma et soit pMαqαPI une famille de OS -modules quasi-cohérents. Alors,
le faisceau

ś

αPI Mα est P1-local pour τ P tZar,Nis, étu. Toutefois, le faisceau de O-modules
ś

αPI Mα n’est
pas en général dans l’image essentielle du foncteur (3.2).
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Démonstration. — Posons M “
ś

αPI Mα. Clairement M est un τ-faisceau de O-modules. En général, il
n’est pas dans l’image de (3.1) : c’est le cas par exemple si Mα “ OS , pour tout α P I, lorsque S est non
vide et I est infini. Le fait que M est P1-local découle de la proposition 3.3 et de l’isomorphisme

H˚τ pX; Mq »
ź

αPI

H˚τ pX;Mαq (3.3)

valable pour tout S -schéma lisse X. Pour justifier (3.3), on peut raisonner comme suit. Pour α P I, on fixe
une résolution injective Mα

// I‚α dans la catégorie abélienne des τ-faisceaux de O-modules sur Sm{S et on
pose I‚ “

ś

αPI I
‚

α. Si X est un S -schéma lisse, et si U Ă X est un ouvert affine, alors MαpUq // I‚αpUq est
un quasi-isomorphisme puisque Hi

τpU;Mαq “ 0 si i ą 0. (On utilise ici [12, Chapitre III, Théorème 1.3.1]
joint à [1, Exposé VII, Proposition 4.3].) Il s’ensuit que MpUq // I‚pUq est aussi un quasi-isomorphisme,
ce qui montre que M // I‚ est une équivalence τ-locale. Autrement dit, M // I‚ est une résolution injec-
tive du τ-faisceau de O-modules M. Or, la cohomologie du complexe I‚pXq est le produit des cohomologies
des complexes I‚αpXq, et l’isomorphisme (3.3) s’ensuit. �

On peut modifier le principe de la proposition 3.5 pour obtenir un autre faisceau de O-modules P1-local
qui n’est pas dans l’image du foncteur (3.2).
Construction 3.6. — Étant donné un Q-schéma lisse X, on pose

OpppXq “ colim
NPN

ź

p>N

OpXpq (3.4)

où X est un modèle entier de X, i.e., un Z-schéma de type fini muni d’un isomorphisme X » X b Q, p
parcourt les nombres premiers, et Xp “ X b Z{pZ est la réduction de X modulo p. (L’indice « pp » fait
référence à l’expression « presque tout nombre premier ».) Si X1 est un autre modèle entier de X, on a des
isomorphismes canoniques Xp » X1p pour p suffisamment grand. Ceci montre que (3.4) est indépendant du
choix du modèle entier. L’association X  OpppXq définit un préfaisceau d’anneaux Opp sur Sm{Q. Étant
donnée une fonction régulière f P OpXq, il existe un entier naturel N > 1 tel que f P OpXb Zr 1

pN´1q!sq. On
peut donc prendre la réduction de f modulo p pour p > N et obtenir un élément fpp P OpppXq. Ceci définit
un morphisme de préfaisceaux d’anneaux O // Opp. �

Proposition 3.7. — Le préfaisceau Opp est un faisceau pour la topologie étale et il est P1-local pour
τ P tZar,Nis, étu.
Démonstration. — Pour N P N r t0u, on pose S N “ SpecpZr 1

pN´1q!sq. La catégorie Sm{Q est équivalente
à la 2-colimite des catégories Sm{S N . Mieux encore, le site pSm{Q, τq est équivalent à la 2-limite des sites
pSm{S N , τq au sens de [1, Exposé VI, Définition 8.2.5] ; voir aussi [1, Exposé VI, Théorème 8.2.3].

Pour N fixé, appelons O>N le faisceau de O-modules sur Sm{S N donné par

O>NpXq “
ź

p>N

OpXpq

pour tout S N-schéma lisse X. Clairement, on a O>N “
ś

p>Npipq˚O avec ip : SpecpZ{pZq ãÑ S N l’inclusion
évidente. De plus, pipq˚O “ Op avec Op le OS N -module quasi-cohérent associé au Zr 1

pN´1q!s-module Z{pZ.
D’après la proposition 3.5, le faisceau O>N est donc P1-local pour τ P tZar,Nis, étu.

Pour M > N ou M “ 8, appelons jMN : pSm{S M, τq // pSm{S N , τq le morphisme de sites évident
donné par le produit fibré ´ ˆS N S M. (Bien entendu, on convient que S8 “ SpecpQq.) On dispose de
morphismes naturels de faisceaux j˚MNO>N

// O>M, pour M > N, et d’un isomorphisme de préfaisceaux

Opp » colim
NPN

j˚8NO>N .

Grâce à [1, Exposé VI, Corollaire 8.7.7], pour tout Z-schéma lisse X, on obient un isomorphisme

H˚τ pXb Q;Oppq » colim
NPN

H˚τ pXˆ S N;O>Nq. (3.5)

Puisque les O>N sont des faisceaux P1-locaux pour τ P tZar,Nis, étu, les isomorphismes ci-dessus entraînent
qu’il en est de même pour Opp. �
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Remarque 3.8. — Le faisceau d’anneaux Opp admet un endomorphisme de Frobenius

φ : Opp
// Opp.

Pour X P Sm{Q, X un modèle entier de X et f P OpppXq une section représentée par une famille p fpqp>N P
ś

p>N OpXpq, la section φp f q est représentée par la famille pp fpq
pqp>N . Ceci permet de définir une nouvelle

structure de O-algèbre sur Opp, à savoir celle donnée par la composition de

O
p´qpp
// Opp

φ
// Opp.

La O-algèbre ainsi obtenue sera notée O1pp. Clairement, pour X P Sm{Q et X un modèle entier de X, on a

O1pppXq “ colim
NPN

ź

p>N

ΓpXp; pFrpq‹OXpq

où Frp désigne le Frobenius de Xp. La O-algèbre O1pp jouera un rôle important dans la section 7. �

On termine cette section avec un autre type d’exemples provenant de la théorie des motifs. Afin de
faciliter les références, on travaille avec des préfaisceaux avec transferts et on se restreint au cas où τ est la
topologie Nisnevich. Faisons d’abord quelques rappels.

On fixe un corps k qu’on supposera parfait. Soit DMeff
pk; Λq la catégorie des motifs effectifs de Voe-

vodsky [29, §3] et soit DM˝
pk; Λq la catégorie des motifs birationnels de Kahn–Sujatha [17, Definition

4.2.1]. Ces catégories sont des localisations de la catégorie DNispPSTpSm{k; Λqq, mais on peut également
les identifier à des sous-catégories triangulées de cette dernière. On a alors des inclusions

DM˝
pk; Λq Ă DMeff

pk; Λq Ă DNispPSTpSm{k; Λqq

de sorte que
— DMeff

pk; Λq s’identifie à la sous-catégorie pleine de DNispPSTpSm{k; Λqq formée des objets A1-
locaux (pour la topologie Nisnevich) ;

— DM˝
pk; Λq s’identifie à la sous-catégorie pleine de DMeff

pk; Λq formée des motifs effectifs M tel que
Hom DMeffpΛp1q,Mq “ 0, avec Λp1q le motif de Tate. (Voir [17, Lemma 4.5.4].)

(Bien entendu, ci-dessus Hom DMeffp´,´q désigne le bifoncteur « homomorphismes internes » dans la ca-
tégorie monoïdale fermée DMeff

pk; Λq.) Identifions également DP1,NispPSTpSm{k; Λqq à la sous-catégorie
triangulée de DNispPSTpSm{k; Λqq formée des objets P1-locaux (pour la topologie Nisnevich). Alors, on a
le résultat suivant.
Proposition 3.9. — On a un carré cartésien d’inclusions pleinement fidèles

DM˝
pk; Λq Ă

Ş

DP1,NispPSTpSm{k; Λqq

Ş

DMeff
pk; Λq Ă DNispPSTpSm{k; Λqq,

i.e., DM˝
pk; Λq s’identifie à l’intersection de DMeff

pk; Λq avec DP1,NispPSTpSm{k; Λqq. Plus concrètement,
un complexe de préfaisceaux avec transferts est un motif birationnel si et seulement si il est à la foisA1-local
et P1-local (pour la topologie Nisnevich).
Démonstration. — Le motif de P1 pointé à l’infini, qu’on note MpP1,8q, est isomorphe dans DMeff

pk; Λq à
Λp1qr2s. Ainsi, pour que M P DMeff

pk; Λq soit dans DM˝
pk; Λq, il faut et il suffit que Hom DMeffpMpP1,8q,Mq

soit nul. Or, si l’on considère DMeff
pk; Λq comme une sous-catégorie pleine de DNispPSTpSm{k; Λqq, on

a MpP1,8q “ LocA1,NispΛtrpP
1,8qq et M est un complexe de préfaisceaux avec transferts A1-local. Il

s’ensuit que
Hom DMeffpMpP1,8q,Mq » RNisHomppP1,8q,Mq

de sorte que l’annulation du membre à gauche équivaut à la condition de M est P1-local pour la topologie
Nisnevich. �
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Corollaire 3.10. — Soit F un faisceau Nisnevich avec transferts sur Sm{k invariant par homotopie. Alors
F est P1-local pour la topologie Nisnevich si et seulement si il est birationnel au sens de [17, Definition
2.3.1].
Démonstration. — En effet, un faisceau Nisnevich avec transferts invariant par homotopie est A1-local
d’après [19, Théorème 24.1] ; c’est donc un objet de DMeff

pk; Λq considérée comme une sous-catégorie
pleine de DNispPShpSm{k; Λqq. Ainsi, grâce à la proposition 3.9, F est P1-local si et seulement si F P

DM˝
pk; Λq, ce qui revient à dire que F est birationnel. En effet, d’après [17, Theorem 4.2.2(d)], la t-structure

naturelle sur DNispPSTpSm{k; Λqq, dont le cœur est la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts,
induit une t-structure sur DM˝

pk; Λq dont le cœur est la catégorie des faisceaux birationnels. �

4. Le théorème de P1-connexité (suivant Morel)

Le but de cette section est d’établir le théorème de P1-connexité (voir le théorème 4.4 ci-dessous) qui
est l’analogue direct du théorème de A1-connexité de Morel [20, Theorem 6.1.8] dans le contexte de la P1-
localisation. La preuve est essentiellement la même que celle de Morel : on démontre que la P1-localisation
préserve une version faible de la connexité et on utilise ensuite le théorème d’effacement de Bloch–Ogus–
Gabber (comme axiomatisé dans [8, Theorem 5.1.10]) pour conclure. Le seul point de divergence avec la
preuve de Morel réside dans la notion de « connexité faible » utilisée : dans [20], il est suffisant de considérer
la connexité générique car on dispose d’un modèle sympathique du foncteur de A1-localisation. Dans le cas
de la P1-localisation, on doit utiliser une notion plus précise, celle de préconnexité ; voir la définition 4.5
ci-dessous. On commence par introduire des notions de connexité pour les complexes de préfaisceaux.
Définition 4.1. — Soit pC, τq un site et soit n P Z un entier. Un complexe de préfaisceaux L sur C est dit
localement n-connexe (pour la topologie τ) si les faisceaux d’homologie aτHipLq sont nuls pour i 6 n.

Lorsque τ est la topologie grossière, on parlera alors de complexes de préfaisceaux n-connexes. Ainsi, L
est n-connexe si les préfaisceaux d’homologie HipLq sont nuls pour i 6 n.

Le résultat principal de cette section est uniquement valable lorsque le schéma de base est le spectre d’un
corps. On fixe donc un corps de base k et un anneau de coefficients Λ. Dans cette section, on supposera
souvent l’hypothèse suivante vérifiée.
Hypothèse 4.2. — L’une des deux alternatives suivantes est satisfaite :

(i) τ est la topologie Nisnevich ;

(ii) τ est la topologie étale et Λ est une Q-algèbre. �

On désigne par « fét » la topologie engendrée par les familles surjectives de morphismes finis étales.
L’hypothèse 4.2 servira via le résultat suivant (qui généralise légèrement [25, Exercice 1.21]).
Lemme 4.3. — Soit X un schéma et notons comme d’habitude Et{X la catégorie des X-schémas étales.
Soit F un complexe de fét-faisceaux sur Et{X à valeurs dans les Q-vectoriels. Alors, le morphisme évident

RΓNispX; Fq // RΓétpX; Fq

est un isomorphisme (dans la catégorie dérivée des Q-vectoriels).
Démonstration. — On se ramène aussitôt au cas où X est schéma local hensélien. Appelons x le point fermé
de X et fixons un point géométrique x au-dessus de x donné par le spectre d’une clôture séparable de κpxq.
Notons X l’hensélisé strict de X en x et G “ AutpX{Xq » Autpx{xq le groupe profini des automorphismes
du X-schéma X. Alors G agit continument sur le complexe FpXq muni de la topologie discrète. De plus, on
a un isomorphisme canonique

RΓétpX; Fq » RΓpG; FpXqq.

Étant donné que FpXq est un complexe de Q-vectoriels, RΓpG; FpXqq est quasi-isomorphe à FpXqG. Étant
donné que F est un complexe de fét-faisceaux, on a FpXqG » FpXq. �

Le résultat principal de cette section s’énonce comme suit.
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Théorème 4.4. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un complexe de préfaisceaux de Λ-modules
sur Sm{k. Si L est localement n-connexe pour la topologie τ, il en est de même de son P1-localisé
LocP1, τpLq.

Pour la preuve du théorème 4.4, on a besoin de deux autres notions de connexité.
Définition 4.5. — Soit n P Z un entier. Soit L un complexe de préfaisceaux sur Sm{k.

(i) On dit que L est génériquement n-connexe si pour tout k-schéma lisse et connexe X de point générique
ηX, le complexe LpηXq est n-connexe (i.e., HipLpηXqq “ 0 pour i 6 n).

(ii) On dit que L est n-préconnexe si pour tout k-schéma essentiellement lisse X, le complexe LpXq est
pn´ dimpXqq-connexe (i.e., HipLpXqq “ 0 pour i 6 n´ dimpXq).

Remarque 4.6. — Précisons ce que nous entendons par « essentiellement lisse » dans cet article. Un
k-schéma X est dit essentiellement lisse s’il existe un k-schéma lisse W et un morphisme de k-schémas
j : X // W vérifiant la condition suivante : l’ensemble des voisinages ouverts de jpXq dans W contient
une famille cofinale pWiqiPI aux inclusions Wi1 ãÑ Wi2 affines pour tout i1 6 i2 et le morphisme j induit un
isomorphisme X » limiPIWi. Le pro-schéma pWiqiPI ne dépend que de X à un unique isomorphisme près.
Étant donné un préfaisceau F sur Sm{k, on peut alors poser FpXq “ colimiPIFpWiq. Ceci permet d’étendre
F aux k-schémas essentiellement lisses. �

Remarque 4.7. — Un complexe de préfaisceaux n-préconnexe est clairement génériquement n-connexe,
mais la réciproque est fausse. Étant donnée une équivalence Nis-locale F // G, F est génériquement n-
connexe si et seulement si G est génériquement n-connexe. L’analogue de cette propriété pour la notion de
n-préconnexité est fausse ; voir toutefois le corollaire 4.10 ci-dessous. �

Proposition 4.8. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un complexe de préfaisceaux de Λ-modules
sur Sm{k que l’on suppose n-préconnexe. Pour tout k-schéma essentiellement lisse X, on a Hi

τpX; Lq “ 0
pour i > dimpXq ´ n.
Démonstration. — Si Λ est une Q-algèbre, le complexe de préfaisceaux afétpLq est encore n-préconnexe
et grâce au lemme 4.3 on a Hi

étpX; Lq » Hi
NispX; afétpLqq. Quitte à remplacer L par afétpLq, on peut donc

supposer que τ est la topologie Nisnevich.
On ne restreint pas la généralité en supposant que n “ ´1. Dans ce cas, on cherche à montrer que

Hi
NispX; Lq “ 0 pour i ą dimpXq. Par un argument de suite spectrale, il est suffisant de montrer que

Hi
NispX; H j

pLqq “ 0

pour i ą dimpXq ´ j. Lorsque j 6 0, ceci découle de la borne usuelle sur la dimension cohomologique
du petit site Nisnevich d’un schéma (voir par exemple [21, §3.1, Proposition 1.8]). On peut donc supposer
que j ą 0. Puisque L est p´1q-préconnexe, pour tout x P X de codimension strictement inférieure à j, on a
H jpLqpOX, xq “ 0. Le résultat recherché découle alors du lemme 4.9 ci-dessous. �

Lemme 4.9. — Soit X un schéma noethérien de dimension finie et soit F un préfaisceau de groupes abéliens
sur Et{X. On fixe un entier j P N, et on suppose que FpOX1, x1q “ 0 pour tout X-schéma étale X1 et tout point
x1 P X1 de codimension strictement inférieure à j. Alors, on a Hi

NispX; Fq “ 0 pour i ą dimpXq ´ j.
Démonstration. — On ne restreint pas la généralité en supposant que F est un faisceau Nisnevich. Clai-
rement, F est la réunion filtrante de ses sous-faisceaux qui sont engendrés par un nombre fini de sections.
(Un faisceau Nisnevich est engendré par un nombre fini de sections si et seulement si il s’écrit comme
un quotient d’une somme finie de faisceaux de la forme aNispU b Λq, avec U P Et{X.) Étant donné que
la cohomologie Nisnevich commute aux colimites filtrantes et que l’hypothèse sur F vaut aussi pour ses
sous-faisceaux, on peut supposer que F est lui-même engendré par un nombre fini de sections.

Notons Z Ă X le support de F. On rappelle que Z est le plus petit fermé tel que la restriction de F à
Et{pX r Zq soit nulle. Puisque F est engendré par un nombre fini de sections, X r Z est aussi l’ensemble
des points x P X tels que la restriction de F à Et{SpecpOX, xq est nulle. (En effet, supposons que F est
engendré par des sections si P FpUiq, pour i P I, avec I fini. La restriction de F à Et{SpecpOX, xq est nulle
si et seulement si les sections si|UiˆXSpecpOX, xq sont toutes nulles. Puisque I est fini, cette dernière condition
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équivaut à l’existence d’un voisinage ouvert Y Ă X de x tel que les sections si|UiˆXY sont toutes nulles, ce
qui entraîne que la restriction de F à Et{Y est nulle.)

Soit z P Z un point du support de F. D’après ce qui précède, la restriction de F à Et{SpecpOX, zq est non
nulle. Il existe donc un X-schéma étale X1 tel que FpX1 ˆX SpecpOX, zqq , 0. On peut donc trouver x1 P X1

dont l’image dans X est contenue dans SpecpOX, zq et telle que FpOX1, x1q , 0. D’après l’hypothèse sur F,
la codimension de x1 dans X1 est nécessairement supérieure ou égale à j. Il s’ensuit aussitôt que z est de
codimension supérieure ou égale à j dans X. Ceci montre que le fermé Z Ă X est de codimension supérieure
ou égale à j. On en déduit que dimpZq 6 dimpXq ´ j.

Il est maintenant aisé de conclure. Appelons ι : Z ãÑ X l’inclusion évidente. Par la propriété de localisa-
tion pour les faisceaux Nisnevich, on a F » ι˚G avec G “ ι˚F. (Voir [1, Exposé VIII, Théorème 6.3] dont
la preuve vaut également pour la topologie Nisnevich.) Puisque ι˚ est un foncteur exact des catégories des
faisceaux Nisnevich, il s’ensuit que

Hi
NispX; Fq » Hi

NispZ; Gq.

Le résultat recherché découle maintenant de la borne usuelle sur la dimension cohomologique du petit site
Nisnevich d’un schéma (voir par exemple [21, §3.1, Proposition 1.8]). �

La propriété de permanence suivante sera cruciale pour la preuve du théorème 4.4.

Corollaire 4.10. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un complexe de préfaisceaux de Λ-
modules sur Sm{k et soit L // G un remplacement τ-fibrant de L. Si L est n-préconnexe, il en est de même
de G.

Démonstration. — Puisque HipGpXqq “ H´i
τ pX; Lq pour tout k-schéma essentiellement lisse X, l’assertion

découle de la proposition 4.8. �

On a besoin aussi des trois propriétés de permanence ci-dessous.

Lemme 4.11. —

(a) Soient F et L des complexes de préfaisceaux sur Sm{k. On suppose que F est m-connexe et que L est
n-préconnexe. Alors, le complexe de préfaisceaux F b L est pm` n` 1q-préconnexe.

(b) Soit X un k-schéma lisse et soit L un complexe de préfaisceaux sur Sm{k. On suppose que L est
n-préconnexe. Alors, le complexe de préfaisceaux HompX, Lq est pn´ dimpXqq-préconnexe.

(c) Soit a : M // L un morphisme de complexes de préfaisceaux sur Sm{k. On suppose que L est n-
préconnexe et que M est pn ´ 1q-préconnexe. Alors, le complexe de préfaisceaux Cônepaq est n-
préconnexe.

Démonstration. — C’est évident. �

On est maintenant en mesure d’établir le résultat préliminaire suivant.

Théorème 4.12. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un complexe de préfaisceaux de Λ-modules
sur Sm{k et soit H un remplacement pP1, τq-fibrant de L. Si L est n-préconnexe, il en est de même de H.

Démonstration. — D’après le théorème 2.7, on dispose d’une description explicite de H comme coli-
mite de la suite pΦ˝n

τ pLqqnPN où Φτ est l’endofoncteur de la catégorie CplpPShpSm{k; Λqq introduit dans la
construction 2.6. Il est donc suffisant de montrer que l’endofoncteur Φτ préserve les complexes de préfais-
ceaux n-préconnexes. Soit donc L un complexe de préfaisceaux n-préconnexe. Rappelons que

ΦτpLq “ Cône
 

pP1,8q b HomppP1,8q, Lτ-fibq Ñ Lτ-fib
(

.

D’après le corollaire 4.10, le complexe de préfaisceaux Lτ-fib est encore n-préconnexe. Grâce au lemme
4.11(a,b), il s’ensuit que pP1,8q b HomppP1,8q, Lτ-fibq est pn ´ 1q-préconnexe. Le lemme 4.11(c) permet
alors de conclure. �

On explique maintenant comment déduire le théorème principal de cette section du théorème 4.12.
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Démonstration du théorème 4.4. — Soit L un complexe de préfaisceaux sur Sm{k localement n-connexe
pour la topologie τ. Si X est un k-schéma essentiellement lisse, la n-connexité locale de L entraîne que
Hi
τpX; Lq “ 0 pour i > dimpXq ´ n. (On utilise ici le lemme 4.3 lorsque τ est la topologie étale ainsi que la

borne usuelle sur la dimension cohomologique du petit site Nisnevich d’un schéma [21, §3.1, Proposition
1.8].) Ainsi, si G est un remplacement τ-fibrant de L, le complexe de préfaisceaux G est n-préconnexe.
D’après le théorème 4.12, un remplacement pP1, τq-fibrant H de G est aussi n-préconnexe. Or, le complexe
de préfaisceaux H est isomorphe à LocP1, τpLq dans DτpPShpSm{k; Λqq, et il est donc suffisant de montrer
que H est localement n-connexe pour la topologie τ. Bien entendu, il sera plus précis de montrer que H est
localement n-connexe pour la topologie Nisnevich.

Puisqu’il est pP1, τq-fibrant, et donc aussi pP1,Nisq-fibrant, le complexe de préfaisceaux H est P1-local
en tant qu’objet de DNispPShpSm{k; Λqq. Puisqu’il est n-préconnexe, le complexe de préfaisceaux H est
génériquement n-connexe. Le lemme 4.13 ci-dessous entraîne donc que H est localement n-connexe pour
la topologie Nisnevich comme souhaité. �

Lemme 4.13. — Soit L un complexe de préfaisceaux sur Sm{k. On suppose que L est génériquement n-
connexe et qu’il est P1-local en tant qu’objet de DNispPShpSm{k;Zqq. Alors, L est localement n-connexe
pour la topologie Nisnevich.

Démonstration. — On ne restreint pas la généralité en supposant que L est pP1,Nisq-fibrant. On cherche à
montrer que L est localement n-connexe pour la topologie Nisnevich et il est plus précis de montrer qu’il
est localement n-connexe pour la topologie Zariski.

Donnons-nous un k-schéma lisse X et un point x P X. Notons η le point générique de la composante
connexe de X contenant x. Il découle du sous-lemme 4.14 ci-dessous que le morphisme

HipLpOX, xqq // HipLpηqq

est injectif pour tout i P Z. Or, HipLpηqq “ 0 pour i 6 n car L est supposé génériquement n-connexe. Il
s’ensuit que HipLpOX, xqq “ 0 pour i 6 n comme souhaité. �

Le résultat ci-dessous est une variante du théorème d’effacement de Bloch–Ogus–Gabber.
Sous-lemme 4.14. — Soit L un complexe de préfaisceaux sur Sm{k. On suppose que L est pP1,Nisq-fibrant.
Soit X un k-schéma lisse et fixons un point x P X. Soit α P HipLpXqq et supposons qu’il existe un ouvert
dense U Ă X tel que α|U “ 0. Alors, il existe un voisinage ouvert x P V Ă X tel que α|V “ 0.

Démonstration. — Il s’agit d’un cas particulier de [8, Theorem 5.1.10]. En effet, il est clair que L vérifie
les conditions (SUB1) et (SUB2) de [8, §5.1]. Toutefois, pour la commodité du lecteur, nous incluons une
preuve en admettant le lemme de présentation de Gabber [8, Theorem 3.1.1] (et son extension aux corps
finis [15, Theorem 1.1]) ; en fait, on a seulement besoin d’une version faible dudit lemme.

On peut supposer que X est connexe. On fixe un ouvert non vide U Ă X tel que α|U “ 0 et on pose
Z “ X r U. D’après [8, Theorem 3.1.1] et [15, Theorem 1.1], quitte à remplacer X par un voisinage ouvert
de x, on peut trouver un k-schéma lisse Y et un morphisme étale e : X // A1

Y vérifiant les conditions
suivantes.

(i) Les morphismes évidents Z // e´1pepZqq et e´1pepZqq // epZq sont des isomorphismes. Autrement
dit, on a un carré cartésien

X r Z //

��

X
e
��

A1
Y r epZq // A1

Y

qui est distingué pour la topologie Nisnevich.

(ii) La composition de

Z ãÑ X e
// A1

Y
pr
// Y

est un morphisme fini.
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Nous allons voir que ces propriétés entraînent que la classe d’homologie α P HipLpXqq est déjà nulle.
Identifions Z à un sous-schéma fermé de A1

Y . Grâce à la propriété (ii), Z est aussi un sous-schéma fermé
de P1

Y . (L’inclusion étant donnée par la composition de Z ãÑ A1
Y ãÑ P1

Y .) De plus, ce sous-schéma fermé est
disjoint de la section infinie8Y Ă P

1
Y . Ainsi, on a un carré cartésien

X r Z //

��

X

��

P1
Y r Z // P1

Y

qui est aussi distingué pour la topologie Nisnevich. On pose :

LZpXq “ hofibtLpXq // LpX r Zqu et LZpP
1
Yq “ hofibtLpP1

Yq
// LpP1

Y r Zqu.

Étant donné que L est Nis-fibrant, la flèche verticale de gauche dans le morphisme de triangles distingués

LZpP
1
Yq

δ2
//

q.-i.
��

LpP1
Yq

//

��

LpP1
Y r Zq //

��

LZpXq
δ1
// LpXq // LpX r Zq //

est un quasi-isomorphisme.
Revenons maintenant au problème qui nous intéresse. On dispose d’une classe d’homologie α P HipLpXqq

telle que α|XrZ “ 0. Nous allons montrer que α “ 0. D’après le diagramme précédent, il existe β1 P

HipLZpXqq telle que δ1pβ1q “ α. Via le quasi-isomorphisme dans le diagramme ci-dessus, la classe β1

provient d’une unique classe β2 P HipLZpP
1
Yqq. On pose α2 “ δ2pβ2q. Clairement, α est l’image de α2

par LpP1
Yq

// LpXq. Pour conclure, il est donc suffisant de montrer que α2 “ 0. Nous montrerons plus
précisément que le morphisme δ2 est nul.

Pour ce faire, on utilise que le fermé8Y est contenu dans P1
Y r Z. On peut donc compléter le diagramme

ci-dessous en un morphisme de triangles distingués

LZpP
1
Yq

δ2
//

��

LpP1
Yq

// LpP1
Y r Zq //

��

LpP1
Y ,8Yq

// LpP1
Yq

// Lp8Yq
// .

Ceci montre que le morphisme δ2 se factorise à travers le complexe LpP1
Y ,8Yq. Puisque L est pP1,Nisq-

fibrant, le complexe LpP1
Y ,8Yq est acyclique. Ceci permet de conclure. �

On termine la section en développant quelques applications du théorème 4.4. Rappelons que la catégorie
triangulée DτpPShpSm{k; Λqq possède une t-structure naturelle dont le cœur est équivalent à la catégorie
abélienne ShvτpSm{k; Λq des τ-faisceaux. (En effet, la catégorie triangulée en question est équivalente à
DpShvτpSm{k; Λqq.) On note τ>n et τ6n les foncteurs de troncation. (On adopte la convention homologique :
τ>nL est localement pn´ 1q-connexe pour tout complexe de préfaisceaux L.)

Théorème 4.15. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un complexe de préfaisceaux de Λ-modules
sur Sm{k. On suppose que L est P1-local en tant qu’objet de DτpPShpSm{k; Λqq. Alors, il en est de même
des complexes tronqués τ>nL et τ6nL pour tout n P Z.

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas du complexe τ>0L car la P1-localité est stable par décalage et
vérifie la propriété deux de trois dans les triangles distingués. Remarquons que les foncteurs de troncation
sur les complexes de préfaisceaux préservent les équivalences τ-locales et se dérivent donc trivialement.
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On dispose d’un morphisme évident e : τ>0L // L. Étant donné que L est P1-local, ce morphisme se
factorise uniquement comme suit :

τ>0L e0
//

e

%%

LocP1, τpτ>0Lq
`
// L.

D’après le théorème 4.4, LocP1, τpτ>0Lq est un objet positif de DτpPShpSm{k; Λqq relativement à la t-
structure naturelle. Ainsi, le morphisme ` : LocP1, τpτ>0Lq // L se factorise uniquement comme suit :

LocP1, τpτ>0Lq

`

$$

`0

// τ>0L e
// L.

On a alors un triangle commutatif

τ>0L
`0˝e0
//

e
((

τ>0L

e
��

L,
ce qui montre que `0 ˝e0 est l’identité de τ>0L. (Utiliser la propriété universelle des troncations.) Ainsi, τ>0L
est un facteur direct de LocP1, τpτ>0Lq et il est donc P1-local comme shouhaité. �

Définition 4.16. — Soit F un τ-faisceau de Λ-modules sur Sm{k. On dit que F est strictement P1-invariant
(relativement à la topologie τ) si les préfaisceaux de cohomologie Hi

τp´; Fq sont P1-invariants pour tout
i P N. (Voir la remarque 2.4.) Il revient au même de dire que le complexe Fr0s, vu comme objet de
DτpPShpSm{k; Λqq, est P1-local. On note PIτpk; Λq la sous-catégorie pleine de ShvτpSm{k; Λq formée des
faisceaux strictement P1-invariants.
Remarque 4.17. — La « P1-invariance stricte » est l’analogue direct de la notion de « A1-invariance
stricte » introduite par Morel dans [20, Definition 6.2.1]. Dans la section 3 nous avons donné plusieurs
exemples de τ-faisceaux strictement P1-invariants :

— (pour τ P tZar,Nis, étu) le τ-faisceau O des fonctions régulières, un produit de O et le τ-faisceau Opp ;
— (pour τ “ Nis) les faisceaux Nisnevich birationnels au sens de [17, Definition 2.3.1].

En effet, rappelons-le, un τ-faisceau est strictement P1-invariant si et seulement si il est P1-local en tant
qu’objet de DτpPShpSm{k; Λqq. �

Corollaire 4.18. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit L un objet de DτpPShpSm{k; Λqq. Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) L est P1-local.

(b) Les faisceaux d’homologie aτHipLq sont strictement P1-invariants pour tout i P Z.

Démonstration. — L’implication (b) ñ (a) s’obtient par un argument de suite spectrale. L’implication
réciproque découle du théorème 4.15 et de la formule aτHipLqris » τ6ipτ>ipLqq. �

Proposition 4.19. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. L’inclusion PIτpk; Λq ãÑ ShvτpSm{k; Λq admet
un adjoint à gauche donné par le foncteur composé hP1, τp´q “ aτH0pLocP1, τp´qq.
Démonstration. — En effet, soient F et G des τ-faisceaux sur Sm{k et supposons que G est strictement P1-
invariant. Rappelons que ceci veut dire que le complexe Gr0s est P1-local. Ainsi, on a des isomorphismes
canoniques

HomShvτpSm{k; ΛqpF,Gq » HomDτpPShpSm{k; ΛqqpF,Gq

» HomDτpPShpSm{k; ΛqqpLocP1, τpFq,Gq

» HomDτpPShpSm{k; Λqqpτ60LocP1, τpFq,Gq

» HomPIτpk; ΛqpaτH0pLocP1, τpFqq,Gq.
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Ci-dessus, nous avons utilisé le théorème 4.4 qui entraîne que LocP1, τpFq est positif (relativement à la t-
structure naturelle) pour déduire que τ60LocP1, τpFq » aτH0pLocP1, τpFqqr0s. �

Proposition 4.20. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Soit F un τ-faisceau strictement P1-invariant
sur Sm{k. Alors, pour tout k-schéma lisse X et tout ouvert dense U Ă X, le morphisme de restriction
FpXq // FpUq est injectif.
Démonstration. — En effet, soit α P FpXq une section telle que α|U “ 0. Pour montrer que α est nulle, il
suffit de montrer que pour tout point x P X, il existe un voisinage ouvert x P V Ă X tel que α|V “ 0. Soit
L un remplacement τ-fibrant de Fr0s. Puisque F est P1-local, L est pP1, τq-fibrant. De plus, on a Fp´q »
H0pLp´qq. Le résultat recherché découle alors du sous-lemme 4.14 appliqué à L. �

On termine la section avec l’énoncé suivant dont la validité est claire à présent.
Théorème 4.21. — On suppose l’hypothèse 4.2 vérifiée. Considérons le plongement pleinement fidèle

DP1, τpPShpSm{k; Λqq ãÑ DτpPShpSm{k; Λqq

qui identifie DP1, τpPShpSm{k; Λqq avec la sous-catégorie triangulée de DτpPShpSm{k; Λqq formée des ob-
jets P1-locaux. Alors, la t-structure naturelle sur la catégorie DτpPShpSm{k; Λqq se restreint en une t-
structure sur la catégorie DP1, τpPShpSm{k; Λqq qu’on appelle la t-structure homotopique. Le cœur de la
t-structure homotopique est naturellement équivalent à la catégorie PIτpk; Λq (qui est donc abélienne).

5. Sur la P1-localisation des faisceaux de formes différentielles

Dans cette section, on fixe un corps de base k que l’on suppose de caractéristique nulle. Pour n P N, on
note Ωn

{k le préfaisceau des formes différentielles algébriques de degré n sur Sm{k. La restriction de Ωn
{k

au petit site étale d’un k-schéma lisse X est le OX-module localement libre Ωn
X{k. En particulier, Ωn

{k est un
faisceau étale sur Sm{k. Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.
Théorème 5.1. — Le complexe de préfaisceaux LocP1, étpΩ

n
{kq est localement pn ´ 1q-connexe pour la

topologie étale.
On établit d’abord une réduction.

Lemme 5.2. — Il suffit de démontrer le théorème 5.1 pour n “ 1.
Démonstration. — D’après le sous-lemme 5.3 ci-dessous, on a un isomorphisme

LocP1, étpΩ
n
{kq » LocP1, ét

´

LŹn
O LocP1, étpΩ

1
{kq

¯

dans DétpPShpSm{k; kqq. (Ici, la puissance extérieure est définie comme étant l’image du projecteur d’anti-
symétrisation agissant sur la puissance tensorielle, ce qui est loisible car k est de caractéristique nulle.) Or,
si l’on admet que LocP1, étpΩ

1
{kq est localement 0-connexe, le complexe de préfaisceaux

LŹn
O LocP1, étpΩ

1
{kq

est localement pn´ 1q-connexe et le théorème 4.4 permet de conlcure. �

Sous-lemme 5.3. — Soit S un schéma de base, et soit A un préfaisceau de Q-algèbres commutatives
sur Sm{S . Soient M et N des complexes de préfaisceaux de A-modules. Alors, LocP1, étpMq et LocP1, étpNq

sont encore des complexes de préfaisceaux de A-modules, et on a un isomorphisme canonique dans
DétpPShpSm{S ;Aqq :

LocP1, étpM
L
bA Nq » LocP1, étpLocP1, étpMq

L
bA LocP1, étpNqq.

Démonstration. — Il suffit de montrer que le morphisme évident

M
L
bA N // LocP1, étpMq

L
bA LocP1, étpNq
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est une équivalence pP1, étq-locale. On se ramène aussitôt à montrer que l’endofoncteur L LbA´ préserve
les équivalences pP1, étq-locales entre complexes de préfaisceaux de A-modules, et cela pour tout complexe
de préfaisceaux de A-modules L. On ne restreint pas la généralité en supposant que L est cofibrant (pour la
structure de modèles sur la catégorie des A-modules de [26, Theorem 4.1]). Par un argument de passage à
la colimite, on se ramène même au cas où L “ X b A avec X un S -schéma lisse. Le résultat recherché est
immédiat dans ce cas. �

Dans la suite, on se concentre sur le cas n “ 1 du théorème 5.1 et on cherche à montrer que LocP1, étpΩ
1
{kq

est localement 0-connexe pour la topologie étale. On commence par donner une liste de conditions équiva-
lentes à la 0-connexité locale pour la P1-localisation d’un faisceau étale.
Proposition 5.4. — On suppose que Λ est une Q-algèbre. Soit F un faisceau étale de Λ-modules. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le complexe de préfaisceaux LocP1, étpFq est localement 0-connexe.

(b) Le faisceau étale hP1, étpFq est nul.

(c) Pour tout k-schéma lisse X, on a ΓpηX; hP1, étpFqq “ 0.

(d) Le morphisme évident F // hP1, étpFq est nul.

(e) Tout morphisme de faisceaux étales F // G, avec G strictement P1-invariant, est nul.

(Ci-dessus, ηX désigne le schéma des points génériques de X et le foncteur hP1, étp´q est celui introduit dans
la proposition 4.19.)
Démonstration. — D’après le théorème 4.4, le complexe LocP1, étpFq est localement p´1q-connexe. Ainsi,
pour qu’il soit localement 0-connexe, il faut et il suffit que son 0-ième faisceau d’homologie hP1, étpFq
soit nul. Ceci montre l’équivalence (a) ô (b). L’équivalence (b) ô (c) découle de la proposition 4.20.
L’équivalence (b)ô (e) découle de la proposition 4.19 qui affirme que hP1, étpFq coreprésente le foncteur

HompF,´q : PIétpk; Λq // ModpΛq.
De même, l’équivalence (d) ô (e) découle de la proposition 4.19 qui affirme que F // hP1, étpFq est initial
parmi les morphismes F // G, avec G strictement P1-invariant. �

Pour démontrer le cas n “ 1 du théorème 5.1, nous procédons par l’absurde en supposant que le faisceau
hP1, étpΩ

1
{kq est non nul.

Lemme 5.5. — (Sous l’hypothèse hP1, étpΩ
1
{kq , 0.) Le morphisme évident Ω1

{k
// hP1, étpΩ

1
{kq est injectif.

Démonstration. — Appelons N Ă Ω1
{k le noyau du morphisme Ω1

{k
// hP1, étpΩ

1
{kq. Ce morphisme est non

nul d’après la proposition 5.4. De plus, ce morphisme est O-linéaire. (En effet, d’après la remarque 2.8, un
remplacement pP1, étq-fibrant de Ω1

{k admet naturellement une structure de O-module compatible à celle de
Ω1
{k.) Ainsi, N est un sous-O-module strict de Ω1

{k. D’après le sous-lemme 5.6 ci-dessous, N est nécessaire-
ment nul. �

Sous-lemme 5.6. — Le faisceau étale de O-modules Ω1
{k est simple : si K Ă Ω1

{k est un sous-faisceau étale
de O-modules, alors K “ 0 ou K “ Ω1

{k.

Démonstration. — On suppose que K est non nul et on montre que K “ Ω1
{k. On peut trouver un k-schéma

lisse X et une forme différentielle non nulle ω P KpXq. Il existe alors un courbe lisse et connexe C Ă X
telle que ω|C , 0. En effet, quitte à remplacer X par un ouvert dense on peut trouver un morphisme étale
X // Specpkrt1, ¨ ¨ ¨ , tnsq, ce qui permet d’écrire ω “

řn
i“1 ai ¨ dti avec ai P OpXq. On suppose que a1 , 0,

ce qui ne restreint pas la généralité. On peut trouver des scalaires c2, ¨ ¨ ¨ , cn dans k tel que a1 ne s’annule
pas identiquement sur la courbe C Ă X définie par les équations t2 ´ c2 “ ¨ ¨ ¨ “ tn ´ cn “ 0. (En effet,
puisque k est infini, la réunion des courbes ainsi définies est Zariski dense dans X.) La restriction de ω à C
est alors non nulle comme souhaité.

Puisque ω|ηC est non nul, c’est un générateur du OpηCq-vectoriel Ω1
{kpηCq, et on a donc KpηCq “ Ω1

{kpηCq.
Quitte à remplacer C par un C-schéma étale convenable (ce qui ne détruit pas la dernière égalité), on peut
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supposer qu’il existe un morphisme étale C // A1 “ Specpkrtsq génériquement Galoisien de groupe G.
Puisque K est un faisceau étale, on a Kpkptqq “ KpηCq

G. La même formule étant valable pour « Ω1
{k » au

lieu de « K », on déduit que Kpkptqq “ Ω1
{kpkptqq.

D’après ce qui précède, on a dt P Kpkptqq et on peut donc trouver un ouvert non vide U Ă A1 tel que
dt P KpUq. Puisque K est un sous-O-module de Ω1

{k, il s’ensuit que KpVq “ Ω1
{kpVq pour tout ouvert

V Ă U. On peut écrire A1 comme l’union de U et d’un translaté U 1 de U. (Plus précisément, U 1 est l’image
de U par un endomorphisme de A1 correspondant à la substitution t  t ` c avec c P k suffisamment
général.) On a encore KpV 1q “ Ω1

{kpV
1q pour tout ouvert V 1 Ă U 1. (Utiliser que K et Ω1

{k sont définis sur
Sm{k.) Puisque K et Ω1

{k sont des faisceaux Zariski, on a KpA1q “ KpUq ˆKpUXU1q KpU 1q et de même
pour « Ω1

{k » au lieu de « K ». Ceci montre que KpA1q “ Ω1
{kpA

1q. Il est maintenant aisé de conclure.
En effet, pour un k-schéma affine X, le OpXq-module Ω1

{kpXq est engendré par les images des morphismes
f ˚ : Ω1

{kpA
1q // Ω1

{kpXq associés aux morphismes de k-schémas f : X // A1. �

Pour aller plus loin, on doit étudier l’action de l’endofoncteur Φτ de la construction 2.6 sur Ω1
{k.

Lemme 5.7. — Pour τ P tZar,Nis, étu, le complexe de préfaisceaux ΦτpΩ
1
{kq est un objet du cœur de la

t-structure naturelle sur DτpPShpSm{k; kqq. Autrement dit, ΦτpΩ
1
{kq s’identifie à un τ-faisceau. De plus,

modulo cette identification, on a une suite exacte courte de τ-faisceaux

0 // Ω1
{k

// ΦτpΩ
1
{kq

// aτppP1,8q b Oq // 0. (5.1)

Démonstration. — En tant qu’objet de DτpPShpSm{k; kqq, on a

ΦτpΩ
1
{kq » Cône

!

δ : pP1,8q b RτHomppP1,8q,Ω1
{kq Ñ Ω1

{k

)

.

Étant donné un k-schéma affine et lisse X, on a

Hi
τpP

1
ˆ X; Ω1

{kq “

$

&

%

Ω1
{kpXq si i “ 0,

OpXq ¨ ε si i “ 1,
0 si i > 2,

avec ε P H1
τpP

1,Ω1
P1{kq le générateur représenté par le cocyle

ε “ ppP1 r t0u,P1 r t8uq, d log t P Ω1
{kpP

1 r t0,8uqq. (5.2)

Ceci fournit un isomorphisme

ε : O „
// RτHomppP1

k ,8q,Ω
1
{kqr1s

dans DτpPShpSm{k; kqq. On a donc par construction un triangle distingué

Ω1
{k

// ΦτpΩ
1
{kq

// pP1
k ,8q b O // Ω1

{kr1s,

ce qui permet de conclure. �

Ci-dessous, on note Φ l’endofoncteur Φτ avec τ la topologie grossière.

Proposition 5.8. — On considère ΦZarpΩ
1
{kq comme un faisceau Zariski grâce au lemme 5.7. Alors, la

composition de

Ω1
{k

// ΦZarpΩ
1
{kq

// aZarH0pΦpΦZarpΩ
1
{kqqq (5.3)

est surjective (en tant que morphisme de faisceaux Zariski).

La proposition 5.8 suffit pour conclure ; expliquons comment.
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Preuve du théorème 5.1 (cas n “ 1). — Rappelons que nous procédons par l’absurde en supposant que le
faisceau étale hP1, étpΩ

1
{kq est non nul. D’après le lemme 5.5, ceci entraîne que le morphisme

Ω1
{k

// hP1, étpΩ
1
{kq

est injectif. Or, ce dernier morphisme se factorise par la composition de (5.3) qui est donc elle aussi injective.
La proposition 5.8 entraîne alors que la composition de (5.3) est un isomorphisme. En particulier, Ω1

{k est
facteur direct du faisceau Zariski ΦZarpΩ

1
{kq. Or, il découle du lemme 5.7 que le faisceau étale ΦétpΩ

1
{kq est

isomorphe à aétpΦZarpΩ
1
{kqq. Puisque Ω1

{k est un faisceau étale, il est donc aussi facteur direct de ΦétpΩ
1
{kq.

Notons ρ : ΦétpΩ
1
{kq

// Ω1
{k la rétraction construite ci-dessus (ou n’importe quelle autre rétraction). Il est

facile de voir que le diagramme infini suivant est commutatif

Ω1
{k

φ
// ΦétpΩ

1
{kq

φΦ
//

ρ

��

Φ˝2
ét pΩ

1
{kq

φ
Φ˝2
//

Φpρq

��

Φ˝3
ét pΩ

1
{kq

φ
Φ˝3
//

Φ˝2pρq
��

¨ ¨ ¨

Ω1
{k

φ
// ΦétpΩ

1
{kq

φΦ
//

ρ

��

Φ˝2
ét pΩ

1
{kq

φ
Φ˝2
//

Φpρq

��

¨ ¨ ¨

Ω1
{k

φ
// ΦétpΩ

1
{kq

φΦ
//

ρ
��

¨ ¨ ¨

...
. . .

et qu’il induit par passage à la colimite une rétraction Φ8ét pΩ
1
{kq

// Ω1
{k du morphisme φ8. Or, d’après le

théorème 2.7, Φ8ét pΩ
1
{kq est pP1, étq-fibrant. Il en est donc de même de Ω1

{k, ce qui est clairement absurde.
(Remarquer en effet que H1

étpk; Ω1
{kq “ 0 alors que H1

étpP
1; Ω1

{kq » k.) �

Le reste de la section est consacré à la preuve de la proposition 5.8. On doit d’abord analyser l’extension
(5.1) fournie par le lemme 5.7.

Construction 5.9. — Soit X un k-schéma lisse. La suite exacte courte (5.1), avec τ “ Zar, se restreint en
une suite exacte courte de faisceaux Zariski sur X :

0 // Ω1
X{k

// ΦZarpΩ
1
{kq|X

// aZarppP
1,8q b OXq // 0. (5.4)

La donnée d’un morphisme de k-schémas f : X // P1 détermine un morphisme de faisceaux Zariski

f : OX
// aZarppP

1,8q b OXq. (5.5)

On obtient alors, par pull-back, une suite exacte courte de OX-modules cohérents sur X :

0 // Ω1
X{k

// EX, f
// OX

// 0. (5.6)

Par construction, on dispose d’un morphisme évident EX, f
// ΦZarpΩ

1
{kq|X. �

Le résultat suivant décrit la classe de l’extension (5.6).

Lemme 5.10. — Soit X un k-schéma lisse et soit f : X // P1 un morphisme de k-schémas. Alors, la classe
de l’extension EX, f dans Ext1

pOX,Ω
1
X{kq “ H1

ZarpX; Ω1
X{kq est égale à l’image de ε P H1

ZarpP
1; Ω1

P1{kq (voir
(5.2)) par le morphisme composé

f ˚ : H1
ZarpP

1; Ω1
P1{kq

// H1
ZarpX; f ‹Ω1

P1{kq
// H1

ZarpX; Ω1
X{kq.
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Démonstration. — Ceci est tautologique, mais nous donnons les détails pour la commodité du lecteur.
D’après la preuve du lemme 5.7, la classe de l’extension (5.1) est donnée par la composition de

pP1,8q b O
ε

q.-i.
// pP1,8q b RZarHomppP1,8q,Ω1

{kqr1s
δ
// Ω1

{kr1s.

Par restriction au petit site Zariski de X, on en déduit que la classe de l’extension (5.4) est donnée par la
composition de

pP1,8q b OX
ε

q.-i.
// pP1,8q b hofib

!

RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
8˚

ÝÑ Ω1
X{k

)

r1s // Ω1
X{kr1s,

avec pr : P1
X

// X la projection évidente. La classe de l’extension (5.6) est obtenue en précomposant avec
le morphisme f : OX

// pP1,8q b OX. Or, la composition de

hofib
!

RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
8˚

ÝÑ Ω1
X{k

)

r1s
fbid
// pP1,8q b hofib

!

RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
8˚

ÝÑ Ω1
X{k

)

r1s // Ω1
X{kr1s

est clairement égale à celle de

hofib
!

RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
8˚

ÝÑ Ω1
X{k

)

r1s ãÑ RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
r1s

p f , idXq
˚

// Ω1
X{kr1s.

Le morphisme qui nous intéresse est donc la composition de

OX
ε
// RZarpr˚Ω

1
P1

X{k
r1s

p f , idXq
˚

// Ω1
X{kr1s.

Or, on a la décomosition RZarpr˚Ω
1
P1

X{k
r1s » Ω1

X{kr1s ‘ OX ¨ ε. De plus, le morphisme p f , idXq
˚ envoie ε sur

l’élément de Ext1
pOX,Ω

1
X{kq “ HompOX,Ω

1
X{kr1sq décrit dans l’énoncé. Ceci permet de conclure. �

Corollaire 5.11. — Soit X un k-schéma lisse et connexe. On se donne des morphismes f1, . . . , fn P

HompX,P1q et des fonctions régulières a1, . . . , an P OpXq. On suppose que
řn

i“1 ai ¨ f ˚i pεq est nulle dans
H1

ZarpX; Ω1
X{kq. Alors, il existe une section α P ΓpX; ΦZarpΩ

1
{kqq dont l’image par le morphisme évident

ΓpX; ΦZarpΩ
1
{kqq

//
HompX,P1q b OpXq

8 b OpXq
(5.7)

est donnée par
řn

i“1 fi b ai.

Démonstration. — Le morphisme (5.7) de l’énoncé s’obtient à partir de la troisième flèche de la suite
exacte (5.4) grâce à l’identification

ΓpX, aZarppP
1,8q b OXqq »

HompX,P1q b OpXq
8 b OpXq

(5.8)

valable pour X connexe. Il est facile de généraliser la construction 5.9 pour définir une extension

0 // ΩX{k
// EX,

řn
i“1 fib ai

// OX
// 0

et un morphisme EX,
řn

i“1 fib ai
// ΦZarpΩ

1
{kq|X en prenant, au lieu de (5.5), le morphisme

n
ÿ

i“1

fi b ai : OX
// aZarppP

1,8q b OXq.

Dans Ext1
pOX,ΩX{kq, on a l’identité rEX,

řn
i“1 fib ais “

řn
i“1 ai ¨ rEX, f s et, grâce au lemme 5.10, la condition

řn
i“1 ai ¨ f ˚i pεq “ 0 entraîne que l’extension EX,

řn
i“1 fib ai est scindée. Il existe donc une section globale

β P EX,
řn

i“1 fib aipXq qui s’envoie sur 1 P OXpXq. L’image de β dans ΓpX; ΦZarpΩ
1
{kqq convient clairement. �

On est maintenant en mesure de conclure.
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Démonstration de la proposition 5.8. — Rappelons que

ΦpΦZarpΩ
1
{kqq “ Cône

!

δ : pP1,8q b HomppP1,8q,ΦZarpΩ
1
{kqq

// ΦZarpΩ
1
{kq

)

. (5.9)

En particulier, le morphisme de préfaisceaux ΦZarpΩ
1
{kq

// H0pΦpΦZarpΩ
1
{kqqq est surjectif. Il est donc suf-

fisant de montrer la propriété suivante : étant donnée une section α P ΓpX; ΦZarpΩ
1
{kqq, il existe Zariski

localement une section β P ΓpX; Ω1
{kq qui a la même image que α dans ΓpX; H0pΦpΦZarpΩ

1
{kqqqq. On divise

la preuve de cela en plusieurs parties.

Partie A. — On peut supposer que X est connexe. L’image de α par (5.7) est une somme finie
ř

iPI fi b ai

avec fi : X // P1 des morphismes de k-schémas et ai P OpXq des fonctions régulières sur X. Le problème
étant local sur X, on peut supposer que X est affine. Dans ce cas, on a H1

ZarpX; Ω1
X{kq “ 0 et, grâce au

corollaire 5.11, il existe des sections α1i P ΓpX; ΦZarpΩ
1
{kqq, pour i P I, dont les images par (5.7) sont

respectivement égales à fi b 1. Ainsi, la section α´
ř

iPI ai ¨ α
1
i appartient au sous-k-vectoriel ΓpX; Ω1

{kq de
ΓpX; ΦZarpΩ

1
{kqq et il est suffisant de montrer la propriété recherchée pour les α1i (au lieu de α). Autrement dit,

on peut supposer que l’image de α par (5.7) est de la forme f b 1 pour un certain morphisme f : X // P1
k .

Le problème étant local sur X, on peut supposer que le morphisme f se factorise par le complémentaire
d’un point rationnel de P1 différent de 8 “ r1 : 0s. On ne restreint pas la généralité en supposant que ce
point est o “ r0 : 1s. On note alors g : X // A1 le morphisme tel que f : X // P1 correspond au X-point
r1 : gs P P1pXq en notation projective.

Partie B. — On continue à supposer que X est affine. Introduisons à présent l’automorphisme u du X-
schéma P1

X donné en notation projective par

upra : bsq “ ra : b` g ¨ as.

On note q : P1
X

// P1 la projection évidente. On affirme que

q˚pεq “ pq ˝ uq˚pεq (5.10)

dans H1
ZarpP

1
X; Ω1

P1
X{k
q. Pour vérifier cela, remarquons que Ω1

P1
X{k
“ pr‹pΩ1

X{kq ‘ q‹pΩ1
P1{kq. Puisque X est

affine, on a des isomorphismes canoniques

H1
ZarpP

1
X; Ω1

P1
X{k
q » OpXq bk H1

ZarpP
1,Ω1

P1{kq » OpXq ¨ ε.

Ainsi, pour vérifier l’égalité (5.10), il suffit de montrer que ε “ u˚x pεq dans H1
ZarpP

1,Ω1
P1{kq pour tout x P Xpkq

(quitte à supposer que k est algébriquement clos, ce qui est loisible). Bien entendu, ux est l’automorphisme
de P1 donné par uxpra : bsq “ ra : b` gpxq ¨ as. L’égalité ε “ u˚x pεq découle du fait qu’un endomorphisme
de P1 agit sur la cohomologie de de Rham H1

dRpP
1q » H1

ZarpP
1; Ω1

P1{kq en multipliant par son degré.

Partie C. — Étant donnée l’identité (5.10), le corollaire 5.11 (avec f1 “ q, f2 “ q ˝ u, a1 “ 1 et a2 “ ´1)
fournit une section γ P ΓpP1

X; ΦZarpΩ
1
{kqq dont l’image par

ΓpP1
X; ΦZarpΩ

1
{kqq

//
HompP1

X,P
1q b OpXq

8 b OpXq
(5.11)

est représentée par qb 1´ pq ˝ uq b 1. Considérons les sections

γ1 “ γ ` α|P1
X
P ΓpP1

X; ΦZarpΩ
1
{kqq et γ18 “ s˚8pγ

1
q P ΓpX; ΦZarpΩ

1
{kqq

avec s8 : X ãÑ P1
X la section à l’infini. L’image de γ18 par (5.7) est donnée par la combinaison linéaire

pq ˝ s8q b 1´ pq ˝ u ˝ s8q b 1` r1 : gs b 1.

Le morphisme q ˝ s8 correspond au X-point8 “ r1 : 0s P P1pXq et sa classe dans le but de (5.7) est nulle.
D’autre part, upr1 : 0sq “ r1 : gs, ce qui montre que le morphisme q ˝ u ˝ s8 correspond au X-point r1 : gs.
Ceci montre que l’image de γ18 par (5.7) est nulle, i.e., γ18 P ΓpX; Ω1

{kq.
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Partie D. — En posant γ2 “ γ1 ´ γ18|P1
X
“ γ ` α|P1

X
´ γ18|P1

X
, on trouve un élément

γ2 P ΓppP1,8q ˆ X; ΦZarpΩ
1
{kqq Ă ΓpP1

X; ΦZarpΩ
1
{kqq.

Par construction (voir (5.9)), pour tout X-morphisme h : X // P1
X, l’image de h˚pγ2q P ΓpX; ΦZarpΩ

1
{kqq par

le morphisme
ΓpX; ΦZarpΩ

1
{kqq

// ΓpX; H0pΦpΦZarpΩ
1
{kqqqq

est nulle. Prenons pour h la section nulle s0 : X ãÑ P1
X. On a s˚0pγ

2q “ s˚0pγq ` α ` γ18. On sait déjà que
γ18 P ΓpX; Ω1

{kq (voir la partie C). D’autre part, l’image de s˚0pγq par (5.7) est représentée par

pq ˝ s0q b 1´ pq ˝ u ˝ s0q b 1.

Le morphisme q ˝ s0 correspond au X-point o “ r0 : 1s P P1pXq et le morphisme q ˝ u ˝ s0 correspond
aussi au X-point upr0 : 1sq “ r0 : 1s P P1pXq. On en déduit que l’image de s˚0pγq par (5.7) est nulle, i.e.,
s˚0pγq P ΓpX; Ω1

{kq. Il est maintenant clair que la section β “ ´s˚0pγq ´ γ18 P ΓpX; Ω1
{kq convient. �

6. Une classe de Kodaira–Spencer arithmétique

Dans cette section on donne la construction d’une classe de Kodaira–Spencer arithmétique associée à un
Q-schéma lisse. La non trivialité de cette classe sera établie dans la section 7. On introduit d’abord certains
faisceaux de O-modules.
Définition 6.1. — Soit S un schéma noethérien, régulier de caractéristique nulle. Pour n P N, on définit
un faisceau étale de O-modules Ξn

S sur Sm{S par la formule

Ξn
S “ aétHnpLocP1, étpΩ

n
{S qq.

(Comme d’habitude, Ωn
{S est donné par Ωn

{S pXq “ ΓpX; Ωn
X{S q pour tout S -schéma lisse X.)

On a le théorème suivant concernant les faisceaux de la définition 6.1. (Ci-dessous, Ω1
S {Q désigne le

faisceau étale de O-modules sur Sm{S associé à Ω1
S {Q en concordance avec la notation 3.2.)

Théorème 6.2. — Soit S un schéma noethérien, régulier de caractéristique nulle et de dimension finie.

(a) Pour n P N, le complexe de préfaisceaux LocP1, étpΩ
n
{S q est localement pn ´ 1q-connexe pour la topo-

logie étale de sorte que Ξn
S est son premier faisceau d’homologie potentiellement non nul.

(b) On a une suite exacte courte de faisceaux étales de O-modules sur Sm{S :

0 // Ξ1
Q|Sm{S

// Ξ1
S

// Ω1
S {Q

// 0.

De plus, pour i > 2, on a des isomorphismes aétHipLocP1, étpΩ
1
{Q
qq|Sm{S » aétHipLocP1, étpΩ

1
{S qq.

(c) Pour n P N, on a un morphisme surjectif de faisceaux étales de O-modules sur Sm{S :

Ξn
S

// // Symn
OpΩ

1
S {Qq

où Symn
Op´q est le foncteur « n-ième puissance symétrique » sur les faisceaux étales de O-modules.

Démonstration. — Lorsque S est le spectre d’un corps, l’assertion (a) est donnée par le théorème 5.1.
Expliquons comment ramener le cas général à celui d’un corps. Remarquons d’abord que le lemme 5.2
s’étend sans modification au cas général de sorte qu’il suffit de traiter le cas n “ 1. La question étant
locale, on peut supposer que S est affine. D’après le théorème de Popescu [22, 23], S s’écrit comme une
limite projective de Q-schémas affines lisses : S “ limiPI S i. Il s’ensuit aussitôt que la catégorie Sm{S est
équivalente à la 2-colimite des catégories Sm{S i. Le foncteur image inverse

PShpSm{Qq // PShpSm{S q

est donc exact et on le note p´q|Sm{S . Étant donné un préfaisceau F sur Sm{Q et un S -schéma lisse X, on a

ΓpX; F|Sm{S q “ colim
iPI{i0

FpXi0 ˆS i0
S iq
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pour le choix d’un S i0-schéma lisse Xi0 tel que X » Xi0 ˆS i0
S .

Considérons la suite exacte courte de faisceaux de O-modules

0 // Ω1
S {Q

// Ω1
{Q|Sm{S

// Ω1
{S

// 0. (6.1)

D’après la proposition 3.3, le faisceau Ω1
S {Q est P1-local. En appliquant le foncteur de P1-localisation à la

suite exacte (6.1), on obtient donc un triangle distingué

Ω1
S {Q

// LocP1, étpΩ
1
{Q|Sm{S q // LocP1, étpΩ

1
{S q

// (6.2)

dans DétpPShpSm{S ;Qqq. La suite exacte longue de faisceaux étales d’homologie associée à (6.2) montre
que aétHipLocP1, étpΩ

1
{S qq est un quotient de aétHipLocP1, étpΩ

1
{Q
|Sm{S qq pour i 6 0. Il est donc suffisant de

montrer que le complexe de préfaisceaux LocP1, étpΩ
1
{Q
|Sm{S q est localement 0-connexe.

Le site pSm{S , étq est équivalent à la 2-limite des sites pSm{S i, étq. En raisonnant comme dans la preuve
de [4, Proposition 1.A.1] (voir aussi la preuve de [3, Proposition 3.20]), on obtient un isomorphisme

LocP1, étpΩ
1
{Q|Sm{S q » LocP1, étpΩ

1
{Qq|Sm{S (6.3)

dans DétpPShpSm{S ;Qqq. Or, le complexe de préfaisceaux LocP1, étpΩ
1
{Q
q est localement 0-connexe d’après

le théorème 5.1 (avec k “ Q), ce qui permet de conclure.
Le triangle distingué (6.2), joint à l’isomorphisme (6.3), entraîne également l’assertion (b). Il reste à

montrer l’assertion (c). Considérons le morphisme bord

LocP1, étpΩ
1
{S q

// Ω1
S {Qr1s

du triangle distingué (6.2). Grâce au sous-lemme 5.3, on en déduit un morphisme

LocP1, étpΩ
n
{S q

// L
Źn

OpΩ
1
S {Qr1sq » Symn

OpΩ
1
S {Qqrns.

Le morphisme dans l’assertion (c) s’en déduit par application de aétHnp´q. Pour voir qu’il est surjectif, on
remarque qu’il factorise le morphisme évident

Symn
OpΞ

1
S q

// Symn
OpΩ

1
S {Qq

qui est surjectif d’après l’assertion (b). �

Définition 6.3. — Soit X un Q-schéma lisse et notons TX{Q le OX-module des champs de vecteurs sur X,
i.e., le dual OX-linéaire de Ω1

X{Q. La classe de Kodaira–Spencer arithmétique de X est la classe

κarithpXq P H1
étpX;TX{Q bOX Ξ1

Q|Et{Xq

qui correspond via l’isomorphisme évident H1
étpX;TX{Q bOX Ξ1

Q|Et{Xq » Ext1
pΩ1

X{Q,Ξ
1
Q|Sm{Xq à la classe de

la suite exacte courte de faisceaux de O-modules

0 // Ξ1
Q|Sm{X

// Ξ1
X

// Ω1
X{Q

// 0 (6.4)

du théorème 6.2(b).
Remarque 6.4. — L’idée derrière cette définition est la suivante. Le faisceau de O-modules Ξ1

Q sur Sm{Q
est une incarnation du faisceau « Ω1

Q{F1
» où « F1 » désigne l’hypothétique « corps à un élément ». Plus

généralement, pour un Q-schéma lisse X, le faisceau de O-modules Ξ1
X sur Sm{X est une incarnation du

faisceau « Ω1
X{F1

» et la suite exacte courte (6.4) correspond à la suite exacte usuelle :

« 0 // Ω1
Q{F1
|Sm{X

// Ω1
X{F1

// Ω1
X{Q

// 0 ».

Toutefois, on ne s’attend pas à ce que Ξ1
Q soit de la forme V , comme dans la notation 3.2, pour un Q-

vectoriel V (l’hypothétique Ω1
Q{F1

), ce qui aurait été souhaitable en vue d’adapter à un corps de nombres
la preuve de [27, Théorème 1] de la conjecture de Szpiro pour un corps de fonctions. En fait, dans [11]
Faltings défend la thèse qu’il n’existe pas de système non identiquement nul de classes de Kodaira–Spencer
κpXq P H1

étpX;TX{Q b Vq, pour X P Sm{Q, avec V un Q-vectoriel fixé à l’avance. Or, on montrera dans la
section 7 que la classe κarithpXq est non triviale pour X une courbe projective lisse de genre > 2. �
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Remarque 6.5. — Nous ignorons s’il est possible de remplacer dans la Définition 6.3 la topologie étale
par la topologie Zariski (comme c’est le cas pour les classes de Kodaira–Spencer usuelles). En effet, le OX-
module Ξ1

Q|Et{X n’a aucune raison d’être quasi-cohérent. Autrement dit, il n’est pas du tout clair que (6.4)
est une suite exacte de faisceaux Zariski. �

Il sera utile pour la preuve du théorème 7.19 ci-dessous de donner une construction légèrement différente
de la classe de Kodaira–Spencer arithmétique.
Remarque 6.6. — Considérons le morphisme

Ω1
{Q

// Ξ1
Qr1s (6.5)

de la catégorie DétpPShpSm{Q;Oqq égal à la composition de

Ω1
{Q

// LocP1, étpΩ
1
{Qq

// aétH1pLocP1, étpΩ
1
{Qqqr1s “ Ξ1

Qr1s.

(L’existence de la seconde flèche ci-dessus découle de la 0-connexité locale de LocP1, étpΩ
1
{Q
q, i.e., du théo-

rème 5.1.) Pour un Q-schéma lisse X, la composition de

Ω1
X{Q

// Ω1
{Q|Sm{X

// Ξ1
Q|Sm{Xr1s

coïncide avec la classe de Kodaira–Spencer arithmétique κarithpXq P Ext1
pΩ1

X{Q,Ξ
1
Q|Sm{Xq de la définition

6.3. Pour s’en convaincre, on remarque que la fibre homotopique

hofibtΩ1
X{Q Ñ Ξ1

Q|Sm{Xr1su

est un faisceau étale strictement P1-invariant, extension de Ξ1
Q|Sm{X par Ω1

X{Q, qui s’identifie au 0-ième
faisceau d’homologie de la P1-localisation de

hofibtΩ1
X{Q Ñ Ω1

{Q|Sm{Xu » Ω1
{Xr´1s,

qui n’est autre que le faisceau Ξ1
X. �

Notation 6.7. — Appelons Ω1
arith la fibre homotopique du morphisme (6.5). C’est un objet du cœur de la

catégorie triangulée DétpPShpSm{Q;Oqq, i.e., un faisceau étale de O-modules sur Sm{Q. �

Proposition 6.8. — On a une suite exacte courte de faisceaux étales de O-modules sur Sm{Q :

0 // Ξ1
Q

// Ω1
arith

// Ω1
{Q

// 0. (6.6)

Étant donné un Q-schéma lisse X, on a un isomorphisme canonique ΓpX; Ω1
arithq » ΓpX; Ξ1

Xq. Plus géné-
ralement, les restrictions de (6.6) et de (6.4) à Et{X sont canoniquement isomorphes. En particulier, la
restriction de (6.6) à Et{X détermine la classe κarithpXq P Ext1

pΩ1
X{Q,Ξ

1
Q|Et{Xq.

Démonstration. — Ceci découle aussitôt de la remarque 6.6. �

On termine cette section avec une autre construction intéressante.
Définition 6.9. — Soit S un schéma noethérien, régulier de caractéristique nulle. Pour N P N, on consi-
dère le complexe de de Rham tronqué Ω6N

{S sur Sm{S :

rO
d
// Ω1

{S
d
// ¨ ¨ ¨

d
// ΩN

{S s

avec O placé en degré zéro. En faisant varier N, on obtient une tour de complexes de préfaisceaux pΩ6N
{S qNPN.

On en déduit une tour ΥS “ pΥ
N
S qNPN de faisceaux étales sur Sm{S en posant :

ΥN
S “ aétH0pLocP1, étpΩ

6N
{S qq.

Puisque O est P1-local, on a un morphisme évident ΥS
// O.

Proposition 6.10. — Soit S un schéma noethérien, régulier de caractéristique nulle et de dimension finie.

(a) Le complexe de préfaisceaux LocP1, étpΩ
6N
{S q est localement p´1q-connexe pour la topologie étale de

sorte que ΥN
S est son premier faisceau d’homologie non nul.
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(b) Pour tout N P N, on a une suite exacte de faisceaux étales

ΞN`1
S

// ΥN`1
S

// ΥN
S

// 0.

Si N “ 0, c’est même une suite exacte courte (i.e., la première flèche est injective).

(c) La tour ΥS est naturellement une tour d’algèbres et ΥS
// O est un morphisme d’algèbres.

Démonstration. — L’assertion (a) découle aussitôt du théorème 6.2(a). L’assertion (b) découle aussitôt de
l’assertion (a), du théorème 6.2(a) et du triangle distingué

LocP1, étpΩ
N`1
{S qr´N ´ 1s // LocP1, étpΩ

6N`1
{S q // LocP1, étpΩ

6N
{S q

// .

Pour l’assertion (c) on utilise la structure d’algèbre sur la tour pΩ6N
{S qNPN, l’assertion (a) et le fait que le

foncteur aétH0 est monoïdal sur les complexes de préfaisceaux localement p´1q-connexes. �

Afin d’expliquer la signification de la tour ΥS , nous avons besoin d’une construction.

Construction 6.11. — On définit une tour 2
pO “ p2pONqNPN de faisceaux de bi-O-modules sur Sm{Q en

posant, pour X P Sm{Q,
2
pON
pXq “ ΓpX ˆ X;OXˆX{pI∆q

N`1
q

avec I∆ l’idéal de l’immersion diagonale ∆ : X ãÑ X ˆ X. Les 2
pON sont des faisceaux d’algèbres et on

dispose de deux morphismes de faisceaux d’algèbres pr˚1 , pr˚2 : O // 2pON induisant la structure de bi-
O-module. (Bien entendu, « pr1 » et « pr2 » désignent les projections sur le premier et second facteurs.)
Lorsque N ă 0, on convient que 2

pON “ 0.
On dispose d’une connexion sur le pro-faisceau 2

pO considéré comme un O-module via pr˚1 . En effet, si
X P Sm{Q est affine et si B est une dérivation de OpXq, alors l’endomorphisme de OpX ˆ Xq donné par
Bp f b gq “ Bp f q b g, pour f , g P OpXq, envoie l’idéal IN`1

∆
dans IN

∆
(avec I∆ “ I∆pX ˆ Xq). Ceci permet de

définir, pour N P N, des complexes de de Rham

dR{Qp2pON
q “ r

2
pON d

// Ω1
{Q bO

2
pON´1 d

// ¨ ¨ ¨
d
// Ωn

{Q bO
2
pON´n d

// ¨ ¨ ¨ s. (6.7)

Il s’agit d’un complexe de O-modules lorsqu’on fait agir O via pr˚2 . De plus, ce complexe est localement
acyclique sauf en degré zéro et on a H0pdR{Qp2pONqq “ O. En effet, soit X un Q-schéma affine lisse muni
d’un morphisme étale X // An “ SpecpQrt1, ¨ ¨ ¨ , tnsq. Dans ce cas, on a un isomorphisme

2
pON
pXq » OpXqrs1, ¨ ¨ ¨ , sns{ps1, ¨ ¨ ¨ , snq

N`1,

avec si “ ti b 1 ´ 1 b ti, tel que l’inclusion canonique de OpXq dans le membre à droite correspond au
morphisme pr˚2 . Modulo cet isomorphisme, les différentielles du complexe (6.7) s’expriment à l’aide de la
dérivation des polynômes en les variables s1, ¨ ¨ ¨ , sn et les éléments de OpXq se comportent comme des
constantes. L’acyclicité locale du complexe (6.7) sauf en degré zéro est alors immédiate.

Fixons un Q-schéma lisse S . La restriction de dR{Qp2pONq à Sm{S admet un quotient naturel, à savoir

dR{S p2pON
q “ r

2
pON d

// Ω1
{S bO

2
pON´1 d

// ¨ ¨ ¨
d
// Ωn

{S bO
2
pON´n d

// ¨ ¨ ¨ s. (6.8)

Ce complexe est aussi localement acyclique sauf en degré zéro. Pour démontrer cela, on raisonne comme
dans le cas de dR{Qp2pONq. On peut supposer que le schéma S est affine, qu’il est muni d’un morphisme
étale S // Ad “ SpecpQrt1, ¨ ¨ ¨ , tdsq, que le S -schéma X est affine et qu’il est muni d’un S -morphisme
étale X // S rtd`1, ¨ ¨ ¨ , td`ns. Modulo l’identification

2
pON
pXq » OpXqrs1, ¨ ¨ ¨ , sd`ns{ps1, ¨ ¨ ¨ , sd`nq

N`1,

les différentielles du complexe (6.8) s’expriment à l’aide de la dérivation des polynômes en les variables
sd`1, ¨ ¨ ¨ , sd`n et les éléments de OpXqrs1, ¨ ¨ ¨ , sds{ps1, ¨ ¨ ¨ , sdq

N`1 se comportent comme des constantes.
L’acyclicité locale du complexe (6.8) sauf en degré zéro s’ensuit. On pose :

2
pON

S “ H0pdR{S p2pON
qq.
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D’après le raisonnement précédent, on a 2
pON

S pXq “ OpXqrs1, ¨ ¨ ¨ , sds{ps1, ¨ ¨ ¨ , sdq
N`1, ce que l’on peut

réécrire indépendamment du choix des coordonnées locales comme suit :
2
pON

S pXq “ ΓpS ˆ X;OSˆX{pI1q
N`1
q

avec I1 l’idéal du graphe 1 : X // S ˆ X du morphisme structural du S -schéma X. Clairement, le faisceau
de O-modules 2

pON
S est associé au OS -module localement libre 2

pON
S “ OSˆS {pI∆q

N`1 ; il est donc P1-local
d’après la proposition 3.3. En variant N, on obtient une tour de O-algèbres 2

pO S “ p
2
pON

S qNPN. �

Théorème 6.12. — Soit S un Q-schéma lisse. Il existe un morphisme canonique de tours de faisceaux
d’algèbres sur Sm{S :

ΥS
// 2pO S .

De plus, on a des morphismes de suites exactes

ΞN`1
S

//

��

ΥN`1
S

//

��

ΥN
S

//

��

0

0 // SymN`1
O

Ω1
S {Q

// 2
pON`1

S
// 2
pON

S
// 0

où les flèches verticales sont surjectives.

Démonstration. — Pour chaque N P N, on a un morphisme évident Ω6N
{S

// dR{S p2pONq et, comme expli-

qué dans la construction 6.11, le but de ce morphisme est localement quasi-isomorphe à 2
pON

S . Ainsi, on a
un morphisme

Ω6N
{S

// 2pON
S (6.9)

dans la catégorie DétpPShpSm{S ;Qqq. Ce morphisme est compatible aux structures d’algèbre et, en variant
N, on obtient un morphisme de tours.

Puisque le faisceau de O-modules 2
pON

S est P1-local, (6.9) se factorise uniquement par un morphisme

LocP1, étpΩ
6N
{S q

// 2pON
S (6.10)

dans la catégorie DétpPShpSm{S ;Qqq. Ce morphisme est compatible aux structures d’algèbre et, en va-
riant N, on obtient un morphisme de tours. En appliquant aétH0, on en déduit le morphisme ΥS

// 2pO S

recherché. La deuxième assertion découle aussitôt de la construction et du théorème 6.2(c). �

Remarque 6.13. — Grâce au théorème 6.12, ΥS apparaît comme un raffinement de la complétion de
S ˆ S en sa diagonale. Il est donc tentant de penser à ΥS comme étant la complétion de l’hypothétique
« S ˆF1 S » en sa diagonale. Plus précisément, la tour de faisceaux d’algèbres ΥS enverrait un S -schéma
lisse X sur l’anneau de la complétion de « S ˆF1 X » suivant le graphe du morphisme structural de X.
Cependant, si l’on croit à cette interprétation, les faisceaux ΥN

S devraient avoir des structures naturelles de
O-algèbres, i.e., il devrait exister un morphisme d’algèbres O // ΥS . Nous n’avons pas réussi à construire
un tel morphisme. �

7. Lien avec les classes de Deligne–Illusie

Dans cette section, nous allons comparer la classe de Kodaira–Spencer arithmétique introduite dans la
définition 6.3 avec les classes de Deligne–Illusie pour presque tout nombre premier. En invoquant un résultat
de Raynaud [24, Lemma I.5.4], cette comparaison entraîne que κarithpCq , 0 pour toute Q-courbe projective
et lisse C de genre > 2. En particulier, ceci montre que le faisceau Ξ1

Q est non nul.
Une grande partie de la section est consacrée à des rappels sur les p-dérivations et les classes de Deligne–

Illusie. Nous suivrons l’article [10] où ces notions sont introduites de façon commode pour la comparaison
que nous voulons établir. Le contenu original de la section débute avec la construction 7.15. On fixe un
nombre premier p, et on écrit parfois Fp et W2pFpq au lieu de Z{pZ et Z{p2Z.
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Définition 7.1. — Soit A une Z{p2Z-algèbre et posons A0 “ A{pA. Soit M un A0-module. Une p-
dérivation de A dans M est une application δ : A // M vérifiant les identités suivantes (avec a, b P A) :

(a) δp0q “ δp1q “ 0 ;

(b) δpa` bq “ δa` δb` Cppa, bq ¨ δp ;

(c) δpabq “ ap ¨ δb` bp ¨ δa.

Ci-dessus, Cppx, yq P Zrx, ys est le polynôme à coefficients entiers donné par

Cppx, yq “
xp ` yp ´ px` yqp

p
.

On note p-DerpA; Mq le A0-module des p-dérivations de A dans M. Clairement, l’association M  
p-DerpA; Mq définit un endofoncteur p-DerpA;´q de la catégorie des A0-modules.

Remarque 7.2. — La définition 7.1 est tirée de [10, Definition 2.1.1] où les auteurs parlent de « p-
dérivations totales ». Dans la littérature (et notamment dans les articles de Buium [6], [7], etc.), l’expression
« p-dérivation » désigne une notion différente : il s’agit d’une application δ : A // A vérifiant des identités
introduites par Joyal [16] et qui relèvent celles de la définition 7.1 avec δp “ 1. Ici, on préfère utiliser
l’expression « p-dérivation de Buium » pour désigner une p-dérivation δ : A // A0 vérifiant δp “ 1. �

Remarque 7.3. — Les identités (a) et (b) entraînent par récurrence que

δn “
n´ np

p
¨ δp,

pour tout n P N, et ceci est compatible avec l’identité (c) car p ¨ δp “ 0 dans M. En particulier, pour tout
Fp-vectoriel M, on a une bijection

p-DerpZ{p2Z; Mq „
// M

qui envoie une p-dérivation δ sur l’élément δp. �

Remarque 7.4. — Une p-dérivation δ : A // M est additive, i.e., l’identité δpa`bq “ δa`δb est vérifiée
pour tout a, b P A, si et seulement si δp “ 0. Clairement, une p-dérivation additive s’annule sur le sous-
groupe pA Ă A et induit donc une application additive δ : A0

// M qui est elle-même une p-dérivation
de A0. (Les p-dérivations de A0 sont nécessairement additives car p est nul dans A0.) Ainsi, il y a bijection
entre les p-dérivations additives de A et les p-dérivations de A0.

Par ailleurs, se donner une p-dérivation de A0 revient à se donner un A0-module M et une application
additive δ : A0

// M qui devient une dérivation au sens usuel lorsqu’on fait agir A0 sur M par

A0 ˆ M // M
pa,mq ÞÑ apm.

Si φp “ p´q
p désigne le Frobenius en p, ceci équivaut à se donner un morphisme de A0-modules

Ω1
A0{Fp

bA0, φp A0
// M.

Autrement dit, le A0-module Ω1
A0{Fp

bA0, φp A0 coreprésente l’endofoncteur p-DerpA0;´q et l’application
db 1 : A0

// Ω1
A0{Fp

bA0, φp A0 est la p-dérivation universelle de A0. �

Lemme 7.5. — Soit A une Z{p2Z-algèbre. Il existe une p-dérivation universelle δA : A // p-Ω1
A induisant

un isomorphisme de A0-modules

HomA0pp-Ω1
A,Mq // p-DerpA; Mq

naturel en le A0-module M. De plus, le A0-module quotient p-Ω1
A{A0 ¨ δA p est canoniquement isomorphe à

Ω1
A0{Fp

bA0, φp A0. Enfin, si la Z{p2Z-algèbre A est lisse, on a une suite exacte courte de A0-modules

0 // A0
// p-Ω1

A
// Ω1

A0{Fp
bA0, φp A0

// 0 (7.1)

où la première flèche envoie 1 P A0 sur δA p P p-Ω1
A.
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Démonstration. — Ceci est démontré dans [10, §2.7]. La construction de p-Ω1
A est facile : c’est le quotient

du A0-module librement engendré par les symbols « δAa », un pour chaque a P A, quotienté par les relations
(a), (b) et (c) de la définition 7.1. La p-dérivation composée

A
δA
// p-Ω1

A
// //

p-Ω1
A

A0 ¨ δA p

est la p-dérivation universelle de A qui s’annule en p. La seconde assertion découle donc de la remarque 7.4.
Il reste à voir que la suite (7.1) est exacte si A est lisse. Il s’agit de [10, Lemma 2.11], mais nous esquissons
une preuve pour la commodité du lecteur. Seule l’injectivité du morphisme A0

// p-Ω1
A envoyant 1 sur δA p

demande une preuve. Nous montrerons que ce morphisme admet une rétraction.
Par la propriété universelle, l’existence d’une rétraction du morphisme A0

// p-Ω1
A équivaut à l’existence

d’une p-dérivation de Buium δ : A // A0 (i.e., vérifiant δp “ 1). Considérons la W2pFpq-algèbre W2pA0q

des vecteurs de Witt de longueur 2 à coefficients dans A0. Ensemblistement, on a W2pA0q “ A0 ˆ A0 et les
règles d’addition et de multiplication sont

pa0, a1q ` pb0, b1q “ pa0 ` b0, a1 ` b1 ` Cppa0, b0qq,

pa0, a1q ¨ pb0, b1q “ pa0b0, a
p
0b1 ` bp

0a1q.

(Voir par exemple [5, Chapitre IX, §1, n˝ 7, Exemple 2].) Puisque A est lisse sur W2pFpq et que le noyau du
morphisme pr1 : W2pA0q // A0 est de carré nul, il existe un morphisme A // W2pA0q qui relève l’identité
de A0. (En effet, par définition, « lisse » entraîne « formellement lisse » ; voir [13, Chapitre IV, Définitions
17.1.1 et 17.3.1].) La composition de

A // W2pA0q
pr2
// A0

est une p-dérivation qui envoie p sur 1 comme souhaité. �

Remarque 7.6. — Pour une Z{p2Z-algèbre A et un élément f P A, on a un isomorphisme canonique
de A0r f´1s-modules p-Ω1

Ar f´1s
» p-Ω1

Ar f
´1s. En effet, si δ est une p-dérivation de A à valeurs dans un

A0r f´1s-module M, on peut étendre δ uniquement à Ar f´1s en posant

δp
a
f r q “

f rp ¨ δa´ ap ¨ δ f r

f 2rp .

On peut donc recoller la p-dérivation universelle : si X est un Z{p2Z-schéma et X0 “ X b Fp sa réduction
modulo p, on dispose d’un OX0-module quasi-cohérent p-Ω1

X muni d’une p-dérivation δX : OX
// p-Ω1

X
qui est la p-dérivation universelle en chaque ouvert affine de X. D’après le lemme 7.5, si X est lisse de
dimension n, le OX-module p-Ω1

X est localement libre de dimension n` 1, et on a une suite exacte courte

0 // OX0
// p-Ω1

X
// pFrpq

‹Ω1
X0{Fp

// 0, (7.2)

où Frp désigne l’endomorphisme de Frobenius. Tout ceci est discuté dans [10, §2.12]. �

Proposition 7.7. — Soit X un Z{p2Z-schéma lisse et notons X0 “ X b Fp sa réduction modulo p. Les
données suivantes sont équivalentes :

(i) un scindage de la suite exacte courte (7.2) ;

(ii) une p-dérivation de Buium δ : OX
// OX0 (i.e., vérifiant δp “ 1) ;

(iii) un relèvement du Frobenius à X, i.e., un endomorphisme f de OX tel que f0 “ f b Fp est l’endomor-
phisme de Frobenius de OX0 .

Démonstration. — Un scindage de la suite exacte courte (7.2) équivaut à la donnée d’une rétraction du
morphisme OX0

// p-Ω1
X, ce qui équivaut, par la propriété universelle, à la donnée d’une p-dérivation

δ : OX
// OX0 qui vaut 1 en p. Ceci montre l’équivalence entre les données (i) et (ii). Il reste à montrer

l’équivalence avec la donnée (iii). Ceci est établi dans [10, Lemma 2.10], mais nous esquissons l’argument
pour la commodité du lecteur.
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On ne restreint pas la généralité en supposant que X “ SpecpAq. Nous allons construire une bijection
entre les p-dérivations de Buium de A de les relèvements à A du Frobenius de A0. Pour ce faire, on remarque
que le morphisme

p : A0
// pA,

induit par la multiplication par p, est un isomorphisme car la Z{p2Z-algèbre A est plate.

(1) Étant donnée une p-dérivation δ : A // A0 telle que δp “ 1, on définit un endomorphisme fδ de A en
posant fδpaq “ ap ` ppδaq. Clairement, fδ est un relèvement du Frobenius de A0.

(2) Réciproquement, si f est un endomorphisme de A qui relève le Frobenius, on définit une p-dérivation
δ f en posant δ f paq “ p´1p f paq ´ apq. Clairement, δ f est une p-dérivation de Buium.

De plus, les associations δ fδ et f  δ f sont inverses l’une de l’autre. �

Définition 7.8. — Soit X un Z{p2Z-schéma lisse. La classe de Deligne–Illusie de X est la classe

DIppXq P Ext1
ppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0q » H1
pX;HomppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0qq

de la suite exacte courte (7.2).
Corollaire 7.9. — Soit X un Z{p2Z-schéma lisse. Alors, le Frobenius de X0 se relève en un endomor-
phisme de X si et seulement si la classe DIppXq est nulle.
Démonstration. — D’après la proposition 7.7, un relèvement du Frobenius à X existe si et seulement si la
suite exacte courte (7.2) est scindée, ce qui est le cas si et seulement si DIppXq “ 0. �

Construction 7.10. — Dans [9, Remarque 2.2(iii)], Deligne et Illusie ont introduit une classe de coho-
mologie associée à un Z{p2Z-schéma lisse X. Leur construction est la suivante. Soit FX le faisceau Zariski
sur X0 qui à un ouvert U0 Ă X0, réduction d’un ouvert U Ă X, associe l’ensemble des relèvements à OU du
Frobenius de OU0 . Alors FX est un torseur sous le OX0-module HomppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0q. En effet, si f et f 1

sont deux relèvements du Frobenius au-dessus de U “ SpecpAq, alors l’application

δ f , f 1 : A // A0

a ÞÑ p´1p f paq ´ f 1paqq

est une p-dérivation additive de A (car δ f , f 1 “ δ f ´ δ f 1 alors que δ f p “ δ f 1 p “ 1). D’après la remarque 7.4,
δ f , f 1 s’écrit uniquement comme la composée ` f , f 1 ˝ pdb 1q avec

` f , f 1 P ΓpU;HomppFrpq
‹Ω1

X0{Fp
,OX0qq.

Autrement dit, l’association p`, δq δ` ` ˝ pdb 1q définit une action localement simplement transitive du
faisceau HomppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0q sur FX. Ceci étant, FX définit une classe de cohomologie

rFXs P H1
pX;HomppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0qq.

La terminologie introduite dans la définition 7.8 est justifiée par le résultat suivant. (Ce résultat est inclus
ici par souci d’exhaustivité, mais il ne servira pas dans la suite.) �

Lemme 7.11. — Modulo les identifications évidentes, on a l’égalité DIppXq “ ´rFXs.
Démonstration. — Il s’agit de [10, Theorem 3.2]. (Dans [10], DIppXq est appelée la classe de Kodaira–
Spencer arithmétique de X et rFXs est appelée la classe de Deligne–Illusie de X.)

On fixe un recouvrement affine pUiqiPI de X et, pour chaque i P I, on fixe un relèvement à OUi du
Frobenius de OpUiq0 qu’on note fi. Pour pi, jq P I2, on pose Ui j “ Ui X U j. L’application

δi j : OpUi jq // OppUi jq0q

a ÞÑ p´1p f jpaq ´ fipaqq

est une p-dérivation additive de OpUi jq et elle s’écrit comme la composée `i j ˝ pd b 1q pour un unique
élément

`i j P ΓpUi j;HomppFrpq
‹Ω1

X0{Fp
,OX0qq.

La famille p`i jqpi, jqPI2 est un 1-cocycle de Čech qui représente la classe rFXs.
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Nous allons maintenant décrire un 1-cocycle de Čech qui représente la classe DIppXq de la suite exacte
courte

0 // OX0

u
// p-Ω1

X
v
// pFrpq

‹Ω1
X0{Fp

// 0.

Le relèvement de Frobenius fi détermine une p-dérivation de Buium δi “ δ fi sur OUi . Par la propriété
universelle, δi s’écrit comme la composée ri ˝ δX|Ui pour un unique morphisme

ri : p-Ω1
X|Ui “ p-Ω1

Ui
// OX0 |Ui “ OpUiq0 .

Le morphisme ri est une rétraction du morphisme u|Ui . Il existe alors une unique section

si : pFrpq
‹Ω1

X0{Fp
|Ui “ pFrpq

‹Ω1
pUiq0{Fp

// p-Ω1
X|Ui “ p-Ω1

Ui

à v|Ui telle que
u|Ui ˝ ri ` si ˝ v|Ui “ id. (7.3)

Pour pi, jq P I2, l’image du morphisme s j|Ui j ´ si|Ui j est contenue dans OX0 |Ui j . Autrement dit, il existe un
unique élément

hi j P ΓpUi j;HomppFrpq
‹Ω1

X0{Fp
,OX0qq

tel que s j|Ui j ´ si|Ui j “ u|Ui j ˝ hi j. La famille phi jqpi, jqPI2 est un 1-cocycle de Čech qui représente DIppXq.
Il est maintenant aisé de conclure. En effet, pour pi, jq P I2, on a l’égalité δ j|Ui j ´ δi|Ui j “ δi j entre p-

dérivations de OpUi jq. On en déduit que r j|Ui j ´ ri|Ui j “ `i j ˝ v|Ui j . Grâce à l’égalité (7.3), il s’ensuit que
u|Ui j ˝ p`i j ` hi jq ˝ v|Ui j “ 0, ce qui entraîne que hi j “ ´`i j comme souhaité. �

Le résultat suivant est une reformulation d’un lemme de Raynaud.
Lemme 7.12. — Soit X une courbe projective lisse définie sur Z{p2Z de genre > 2. Alors, la classe de
Deligne–Illusie DIppXq est non nulle. Autrement dit, la suite exacte courte (7.4) est non scindée.
Démonstration. — D’après le corollaire 7.9, si DIppXq “ 0, alors il existe un endomorphisme f de X qui
relève le Frobenius de X0. Dans [24, Lemma I.5.4], Raynaud montre que ceci n’est pas possible : un tel f
induirait un morphisme non nul de pFrpq

‹Ω1
X0{Fp

dans Ω1
X0{Fp

. Or, le degré de pFrpq
‹Ω1

X0{Fp
est strictement

supérieur à celui de Ω1
X0{Fp

étant donné que le genre de X0 est > 2. �

Pour continuer, nous devons modifier la suite exacte (7.2).
Construction 7.13. — Soit X un Z{p2Z-schéma. On considère le OX0-module quasi-cohérent p-Ω̌1

X qui
rend cartésien le carré suivant

p-Ω̌1
X

��

// pFrpq‹ p-Ω1
X

��

Ω1
X0{Fp

η
// pFrpq‹pFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,

où la flèche verticale à droite est déduite de la surjection p-Ω1
X

// // pFrpq
‹Ω1

X0{Fp
et où η désigne la counité de

l’adjonction ppFrpq
‹, pFrpq‹q. Si le Z{p2Z-schéma X est lisse, on a une suite exacte courte de OX0-modules

0 // pFrpq‹OX0
// p-Ω̌1

X
// Ω1

X0{Fp
// 0 (7.4)

qui s’obtient par changement de base suivant le morphisme η de la suite exacte courte (7.2) à laquelle on
applique le foncteur exact pFrpq‹. On a un isomorphisme d’adjonction

Ext1
ppFrpq

‹Ω1
X0{Fp

,OX0q » Ext1
pΩ1

X0{Fp
, pFrpq‹OX0q,

car les foncteurs pFrpq
‹ et pFrpq‹ sont exacts, et cet isomorphisme envoie la classe de l’extension (7.2) sur

celle de l’extension (7.4). Ainsi, dans la suite, on note aussi

DIppXq P Ext1
pΩ1

X0{Fp
, pFrpq‹OX0q (7.5)

la classe de l’extension (7.4), et on l’appelle également la classe de Deligne–Illusie de X. En particulier, si
X est une courbe lisse de genre > 2, le lemme 7.12 affirme que la classe (7.5) est non nulle. �
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Remarque 7.14. — Les suites exactes courtes (7.2) et (7.4) sont fonctorielles en le Z{p2Z-schéma lisse X.
En variant X, on obtient donc deux suites exactes courtes de faisceaux étales de O-modules sur Sm{W2pFpq :

0 // pip|p2q˚O // p-Ω1 // pip|p2q˚pΩ
1
{Fp
bO, φp Oq

// 0, (7.6)

0 // pip|p2q˚O
1 // p-Ω̌1 // pip|p2q˚Ω

1
{Fp

// 0. (7.7)

Expliquons les nouvelles notations utilisées dans (7.6) et (7.7) :
— p-Ω1 et p-Ω̌1 sont les faisceaux donnés par p-Ω1pXq “ ΓpX; p-Ω1

Xq et p-Ω̌1pXq “ ΓpX; p-Ω̌1
Xq ;

— ip|p2 : SpecpZ{pZq ãÑ SpecpZ{p2Zq est l’inclusion évidente ;
— φp : O // O est l’endomorphisme de Frobenius du faisceau O sur Sm{Fp et O1 désigne le faisceau de

O-modules sur Sm{Fp déduit de φp : une section a de O agit sur une section de O1 par multiplication
par ap. (Autrement dit, on a O1pYq “ ΓpY; pFrpq‹OYq pour Y P Sm{Fp.)

Dans la suite, on utilisera uniquement la suite exacte courte (7.7). �

Construction 7.15. — Comme dans la preuve de la proposition 3.7, on pose S N “ SpecpZr 1
pN´1q!sq, pour

N P Nrt0u, et on convient que S8 “ SpecpQq. On note ip : SpecpZ{pZq ãÑ S N et ip2 : SpecpZ{p2Zq ãÑ S N

de sorte que ip “ ip2 ˝ ip|p2 . Pour chaque p > N, on applique le foncteur pip2q˚ à (7.7) et on prend le produit
des suites exactes ainsi obtenues. Ceci résulte en une suite exacte courte de faisceaux Zariski de O-modules
sur Sm{S N :

0 //

ź

p>N

pipq˚O
1 //

ź

p>N

pip2q˚p-Ω̌1 //

ź

p>N

pipq˚Ω
1
{Fp

// 0. (7.8)

(Pour vérifier l’exactitude de (7.8), on remarque que ΓpX; pip2q˚(7.7)q est une suite exacte courte pour tout
X P Sm{S N affine.) On forme le changement de base de (7.8) suivant le morphisme évident

Ω1
{S N

//

ź

p>N

pipq˚Ω
1
{Fp
.

Il s’ensuit une suite exacte courte de faisceaux Zariski de O-modules sur Sm{S N :

0 //

ź

p>N

pipq˚O
1 // rΩ1

>N
// Ω1

{S N
// 0. (7.9)

Enfin, on prend la colimite suivant N P N r t0u des suites exactes courtes j˚
8N(7.9) comme dans la preuve

de la proposition 3.7. Il s’ensuit une suite exacte courte de faisceaux Zariski de O-modules sur Sm{Q

0 // O1pp
// rΩ1

pp
// Ω1

{Q
// 0. (7.10)

Ci-dessus, O1pp est bien le faisceau de O-modules introduit dans la remarque 3.8. �

Définition 7.16. — Soit X un Q-schéma lisse. La classe de Deligne–Illusie pour presque tout nombre
premier associée à X est la classe

DIpppXq P Ext1
pΩ1

X{Q,O
1
pp|Et{Xq » H1

étpX;TX{Q bOX O
1
pp|Et{Xq

de la restriction à Et{X de la suite exacte courte (7.10).
Remarque 7.17. — Il est facile de voir qu’on a un isomorphisme

H1
ZarpX;TX{Q bOX O

1
pp|Ouv{Xq » H1

étpX;TX{Q bOX O
1
pp|Et{Xq.

(Puisque TX est localement libre de dimension finie, ceci découle de [1, Exposé VI, Corollaire 8.7.7], de
l’isomorphisme (3.3) et de [1, Exposé VII, Proposition 4.3].) Ainsi, dans la définition 7.16 on aurait pu
utiliser le petit site Zariski pOuv{X,Zarq au lieu du petit site étale pEt{X, étq. Toutefois, nous avons choisi
la version étale car elle se compare mieux avec la classe de Kodaira–Spencer arithmétique de la définition
6.3. �

Lemme 7.18. — Soit X une Q-courbe projective lisse de genre > 2. Alors, la classe DIpppXq est non nulle.



P1-LOCALISATION ET UNE CLASSE DE KODAIRA–SPENCER ARITHMÉTIQUE 31

Démonstration. — On fixe un modèle entier X de X. On a une chaîne d’isomorphismes canoniques :

Ext1
´

Ω1
X{Q,O

1
pp|Et{X

¯

p1q
» colim

NPN
Ext1

˜

Ω1
XˆS N{S N

,
ź

p>N

pipq‹pFrpq‹OXp

¸

p2q
» colim

NPN

ź

p>N

Ext1
´

Ω1
XˆS N{S N

, pipq‹pFrpq‹OXp

¯

p3q
» colim

NPN

ź

p>N

Ext1
´

Ω1
Xp{Fp

, pFrpq‹OXp

¯

.

(7.11)

Pour justifier les isomorphismes ci-dessus, on remarque que Ω1
XˆS N{S N

est localement libre de rang fini, pour
N P N r t0u suffisamment grand et pour N “ 8. On a donc les identifications

Ext1
pΩ1

XˆS N{S N
,´q » H1

étpXˆ S N;TXˆS N{S N b´q,

et l’isomorphisme (1) découle de [1, Exposé VI, Corollaire 8.7.7] alors que l’isomorphisme (2) découle de
l’isomorphisme (3.3). L’isomorphisme (3) s’obtient par adjonction étant donné que Lpipq

‹Ω1
X{Z

» Ω1
Xp{Fp

pour p suffisamment grand.
La composition de (7.11) envoie la classe DIpppXq sur l’élément de

colim
NPN

ź

p>N

Ext1
´

Ω1
Xp{Fp

, pFrpq‹OXp

¯

représenté par la famille pDIppXpqqp>N , pour N suffisamment grand. Pour que cet élément soit non nul,
il faut et il suffit que les classes DIppXpq soient non nulles pour une infinité de nombres premiers p. Or,
d’après le lemme 7.12, ces classes sont non nulles pour tout p en lequel X a bonne réduction. �

On est enfin en mesure de démontrer le résultat principal de cette section qui fournit un lien entre la classe
de Kodaira–Spencer arithmétique et les classes de Deligne–Illusie pour presque tout nombre premier.
Théorème 7.19. — Il existe un morphisme de faisceaux de O-modules sur Sm{Q

θ : Ξ1
Q

// O1pp (7.12)

tel que la propriété suivante est satisfaite. Pour tout Q-schéma lisse X, le morphisme

H1
étpX;TX bOX Ξ1

Q|Et{Xq // H1
étpX;TX bOX O

1
pp|Et{Xq,

déduit de θ, envoie κarithpXq sur DIpppXq.

Démonstration. — La suite exacte (7.10) fournit un morphisme

Ω1
{Q

// O1ppr1s (7.13)

dans la catégorie dérivée des faisceaux de O-modules sur Sm{Q. D’après la proposition 3.7, le faisceau O1pp

est P1-local pour la topologie étale. (On rappelle que O1pp coïncide avec Opp après oubli de la structure de
O-module.) Ainsi, le morphisme (7.13) se factorise uniquement par

LocP1, étpΩ
1
{Qq

// O1ppr1s. (7.14)

En appliquant aétH1 à (7.14), on obtient le morphisme (7.12) recherché.
Considérons le morphisme Ω1

{Q
// Ξ1
Qr1s de la remarque 6.6. Par construction, le triangle

Ω1
Q

%%

// Ξ1
Qr1s

θ
��

O1ppr1s
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est commutatif. En prenant les fibres homotopiques de la flèche horizontale et de la flèche oblique, on
obtient un morphisme de suites exactes courtes

0 // Ξ1
Q

//

θ
��

Ω1
arith

//

��

Ω1
{Q

// 0

0 // O1pp
// Ω1

pp
// Ω1
{Q

// 0

avec Ω1
arith le faisceau de O-modules introduit dans le remarque 6.6. L’assertion sur les classes κarithp´q et

DIppp´q découle maintenant de la proposition 6.8 et de la définition 7.16. �

Corollaire 7.20. — La classe κarithpXq est non nulle pour toute Q-courbe projective lisse de genre > 2.
En particulier, le faisceau Ξ1

Q est aussi non nul.
Démonstration. — Ceci découle de la conjonction du lemme 7.18 et du théorème 7.19. �
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